E de matemáticas 


J. LELONG-FERRAND , J. M. ARNAUDIES 


TOMO 1 


álgebra 


Hermann Cangguth 


Curso de matemáticas 


Tomo 1 


ÁLGEBRA 


Curso de matemáticas 


Tomo 1 


ÁLGEBRA 


Jacqueline LELONG-FERRAND 


Professeur á l' Université de Paris VI 


Jean-Marie ARNAUDIES 


Professeur de Mathématiques Spéciales au Lycée Kléber á Strasbourg 


EDITORIAL REVERTÉ, S. A. 


Barcelona-Bogotá-Buenos Aires-Caracas-México-Rio de Janeiro 


Título de la obra original 
Cours de Mathématiques — Tome 1 
ALGEBRE, 2* édition revue et corrigée 


Edición original en lengua francesa publicada por 
DUNOD, Paris-Bruxelles-Montréal 


Copyright (C) DUNOD, 1" édition 
Copyright €) BORDAS, 2* édition 


Versión española por el 

Dr. José Pla Carrera 

Doctor en Matemáticas, Profesor de la Facultad de Matemáticas 
de la' Universidad de Barcelona 


Revisada por el 


Dr. Enrique Linés Escardó 
Catedrático de la Facultad de Ciencias de la Universidad de Madrid 


Propiedad de EDITORIAL REVERTÉ, S. A. — Encarnación, 86 — Barcelona(24) 


Reservados todos los derechos. Ninguna parte del material cubierto por este título de 
propiedad literaria puede ser reproducida, almacenada en un sistema de informática o 
transmitida de cualquier forma o por cualquier medio electrónico, mecánico, fotocopia, 
grabación u otros métodos sin el previo y expreso permiso por escrito del editor. 


Edición en español 


(O) EDITORIAL REVERTÉ, S. A., 1979 
Printed in Spain = Impreso en España 


ISBN - 84 - 291 - 5065 -X obra completa 
ISBN - 84 - 291 - 5066 - 8 tomo 1 


Dep. Leg. B. 20753 - 1919 
Litoclub, S. A. - Nápoles, 300 - Barcelona-25 


Advertencia 


Hemos querido que esta obra sea a la vez un manual práctico, que presente una 
exposición clara y detallada del programa, y un instrumento de reflexión para los 
estudiantes deseosos de profundizar ciertos aspectos de la teoría, y de iniciarse en 
problemas más elevados. A este fin, los desarrollos que pueden dejarse de lado en 
una primera lectura, o en una revisión, se hallan impresos en letra pequeña o indica- 
dos por un *. El texto no pretende, sin embargo, substituir al profesor, pues es a éste 
a quien incumbe el papel esencial de guiar al estudiante en el estudio del curso, y de 
indicarle los resultados importantes con miras a las aplicaciones: esperamos que esta 
obra podrá ayudarle en su tarea. 

Hemos procurado, en la medida de lo posible, que los capítulos fuesen indepen- 
dientes. Ello nos ha conducido a demostrar varias veces un mismo teorema, o a 
repetir, en ciertos lugares, el significado de definiciones que figuran en otros capítulos. 
Por otro lado, la preocupación de conservar, en lo posible, el texto ordinario indepen- 
diente del de letra pequeña nos ha conducido también a ciertas repeticiones, que se 
encontrarán principalmente en el capítulo XI, en relación con la reducción de Jordan 
de las matrices cuadradas. 

Las generalidades acerca de la teoría de conjuntos se han reducido al mínimo, 
y para un estudio más completo, remitimos a [4]. En los capítulos II y III, por el con- 
trario, hemos creído necesario desarrollar ampliamente las bases indispensables en 
lo sucesivo. 

En la parte de «Álgebra lineal» nos hemos limitado voluntariamente a los espacios 
vectoriales de dimensión finita, contentándonos con indicar, de paso, extensiones 
fáciles. Pues pensamos que — para el algebrista — las propiedades de dimensión 
finita son profundas. Y no hemos hallado interesante desarrollar ampliamente las 
consecuencias del axioma de la elección, ya que a este nivel el lector no puede deducir 
aplicaciones concretas. Pensamos que es en Análisis, a través de los espacios funcio- 
nales, que el estudiante se iniciará de forma atractiva en los espacios de dimensión 
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infinita (en un marco en que, por el contrario, el papel de una base algebraica no 
tiene la misma importancia). 

En los capítulos V, VI y XIV hemos desarrollado y precisado, a veces, temas 
del programa que corresponden a la parte más tradicional del Álgebra. A pesar del 
abandono a que suele hallarse sometida, no la hemos sacrificado, aunque sólo sea 
para desarrollar en el lector la práctica de algoritmos útiles y el dominio del cálculo 
algebraico. 

El signo 0, a principios de parágrafo, indica un convenio o hipótesis, implici- 
tamente aceptado a lo largo del parágrafo. En el curso de un desarrollo puede indicar 
también un punto esencial para la comprensión del texto. 

Damos sinceras gracias a Ediciones Dunod que, a pesar de las dificultades del 
texto, han realizado una tipografía casi perfecta. 

Finalmente, damos por adelantado las gracias a todos aquellos lectores que ten- 
gan a bien hacernos partícipes de sus observaciones. 


Modo de empleo 


1) El texto se halla dividido en capítulos, designados por cifras romanas. 
Cada capitulo se divide en parágrafos. En un parágrafo se hallan numerados lineal- 
mente: por un lado, las definiciones, y por otro, los teoremas y proposiciones. Las pro- 
posiciones se hallan indicadas simplemente por su número de orden y su enunciado 

no debe constituir un esfuerzo de memoria, puesto que sólo constituyen etapas. 


Ejemplo 


DEFINICIÓN V1.1.1 = definición n.? 1, del $ 1, del capítulo VI. 
TEOREMA VI.1.1 = teorema n.? 1, del $ 1, del capítulo VI. 
VI.1.2 = proposición n.” 2, del $ 1, del capítulo VI. 


Los corolarios de los teoremas se hallan indicados únicamente por un número 
de orden, si hay varios; en caso contrario, no se han numerado. Así se hablará del 
«corolario 1, del teorema V11.2.2» o bien del «corolario del teorema VIII. 3.1». 


2) La abreviatura c.q.d. indica el final de una demostración o de un razonamiento. 
La hemos utilizado a veces al final de un razonamiento para indicar de forma clara el 
cambio de tema. 

3) Si el texto, en un cierto lugar, comporta una referencia a resultados demos- 
trados ulteriormente, ello implica que dichos resultados son independientes de la 
cuestión tratada. 

4) Nos hemos permitido dar ejemplos que utilizan nociones que no se dan en 
esta obra, principalmente nociones de Análisis o de Geometría. 
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5) Al final del libro presentamos una recopilación de ejercicios, numerados 
según el capítulo al que pertenecen, y una recopilación de problemas de síntesis. Los 
ejercicios más difíciles se han indicado con el signo *. 


Interdependencia de los capítulos 


(Leyes, 
(Conjuntos) grupos) (Anillos) 
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(Polinomios) (0) (VID Generalidades, es- 
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Hemos limitado con el signo ) los números de los capitulos que deben asimilarse en un año de 
primer ciclo o de Matemáticas superiores. 
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Vocabulario de la teoría de conjuntos 


$ 11 NOCIONES SOBRE FORMALIZACIÓN 


La teoría intuitiva de conjuntos, tal como se había desarrollado a principios 
de siglo, conducía a paradojas molestas; son bien conocidas, por ejemplo, las para- 
dojas debidas a la consideración del «conjunto de los conjuntos», o la que se refe- 
ría: «al menor número entero que no se puede definir con menos de dieciséis pala- 
bras castellanas». Estas paradojas se deben al uso incontrolado del lenguaje co- 
rriente para construir nuevos objetos matemáticos hasta el infinito, y razonar sobre 
ellos, lo que introduce, por una parte, una excesiva riqueza de lenguaje y, por otra, 
todas las dificultades de la «lógica trascendental». 


Lenguajes formalizados 


Para mitigar estos inconvenientes se han inventado los lenguajes formalizados 
y las lógicas formales, que permiten construir la teoría de conjuntos mediante el 
método axiomático. De forma muy esquemática, una construcción formalizada y 
axiomática de dicha teoría se ajusta el siguiente modelo: se da un número reducido 
de signos lógicos y un número reducido de reglas que permitan, con la ayuda de 
estos signos y de las letras de los distintos alfabetos, escribir las «palabras permi- 
tidas». (A las palabras permitidas se les llama frecuentemente agrupaciones.) Se da 
un método que permite distinguir dos tipos de palabras permitidas: unas, llamadas 
términos, serán los representantes abstractos de los objetos acerca de los que se 
razonará, y las otras, llamadas relaciones, representarán las afirmaciones que se 
pueden hacer acerca de dichos objetos. Después se dan reglas que rijen el uso de 
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las relaciones y que permiten construir nuevas relaciones a partir de relaciones da- 
das, etc.; estas reglas son las reglas de la lógica formal. Hecho esto, la noción de 
verdad matemática se «relativiza» de la manera siguiente: se toma, como verda- 
deras a priori, un reducido número de relaciones, llamadas axiomas. A continua- 
ción se define la noción de demostración, que es un texto formalizado escrito si- 
guiendo las reglas, que contiene términos y relaciones, y parte de uno o varios 
axiomas. Entonces se llama verdadera una relación si se la puede insertar en una 
demostración. Se observa, pues, que esta noción de verdad se reduce al acuerdo 
del espíritu consigo mismo y que, en principio, poco importa el significado «ab- 
soluto» de los axiomas. 

Cuando se dispone de un lenguaje formalizado coherente para fundamentar 
una teoría (la teoría de conjuntos o cualquier otra teoría matemática), el desarrollo 
de esta teoría consiste en hallar las relaciones verdaderas, a las que se da el nombre 
de teoremas, proposiciones, lemas, escolios, etc. 


Interpretación de los textos formalizados 


Así como el trabajo de un ordenador no se reduce a la producción de «fichas per- 
foradas artísticamente», tampoco las matemáticas se reducen al juego estéril de 
inventar un lenguaje formalizado coherente, para después escribir, al azar, las 
relaciones verdaderas de este lenguaje. Volviendo a nuestra comparación con el 
“ordenador, el papel más importante de un matemático es una actividad de «soft- 
ware», es decir, de interpretación, orientación, y utilización de resultados. En efecto, 
los matemáticos —como los físicos y los administradores— tienen problemas pro- 
pios, de aspecto muy concreto, y algunos permanecen sin resolver desde hace siglos. 
La formalización es sólo un instrumento necesario, según se ha comprobado, y cuyo 
uso queda justificado sólo por el éxito: éxito en la resolución de ciertos problemas 
técnicos, y sobre todo, en la transmisión de los conocimientos matemáticos, gra- 
cias a la claridad del texto, a su economía y a su universalidad. Por otro lado, la 
formalización en un instrumento muy flexible: hoy en día se considera que el es- 
tudio de una cuestión concreta está muy avanzado si se ha logrado plantearla en 
lenguaje formalizado (cf. Aplicación de las matemáticas a la administración, a los 
transportes ferroviarios, a las telecomunicaciones, a la programación de los viajes 
cósmicos, etc.). 

No se debe, pues, olvidar que un lenguaje formalizado «útil» se halla orientado 
de antemano, y escrito para construir un modelo abstracto del problema que se 
pretende estudiar; por consiguiente, ni los axiomas ni los símbolos lógicos son 
arbitrarios ni gratuitos. Por este motivo, sólo un lector familiarizado con pro- 
blemas propiamente matemáticos puede abordar con fruto el estudio de un len- 
guaje formalizado (estudio que no se realizará en esta obra.) 
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Aspecto práctico de la formalización 


Antes de tratar de nuestro vocabulario, señalemos que es posible construir todas 
las matemáticas conocidas, hoy por hoy, con la ayuda de los axiomas y del lenguaje 
formalizado de la teoría de conjuntos. El axioma fundamental (*) lo constituye la 
existencia de un conjunto, por lo menos, de naturaleza matemática: el de los núme- 
ros enteros. Gracias a este axioma, es posible aplicar los resultados abstractos 
de la teoría de conjuntos a cosas distintas del «conjunto de los árboles del “"quartier 
latin”» cuya existencia plantea actualmente serios problemas, o del «conjunto de 
los reyes de Francia» (que no existe, ya que la relación de pertenencia no está defi- 
nida para el elemento Luis XVII). 

Pero en la práctica, es imposible escribir todas las matemáticas en lenguaje 
formalizado, ya que el más pequeño de los teoremas fáciles necesitaría libros en- 
teros. Nos vemos, pues, obligados a utilizar abreviaturas y el lenguaje corriente, 
y nos contentamos con escribir textos «de los que estamos seguros» que se podrían 
formalizar. 

En lo que sigue, nos limitaremos a enunciar las reglas de empleo de las rela- 
ciones y de los conjuntos (sin pretender fundamentar rigurosamente la teoría). 
Se puede consultar [4], capítulos 1 y IL 


$ 12 REGLAS DE LA LÓGICA FORMAL 


— Según hemos dicho en el $ 1, una relación es verdadera si se la puede insertar 
en un texto demostrativo. Dada una relación A, se define su contraria, designada 
por no A; a (no 4) también se le llama negación de A. Por definición, A es falsa si 
(no 4) es verdadera. 

Si existe una A tal que A y (no A) son verdaderas, a la teoría se le llama contra- 
dictoria, y se demuestra que, entonces, toda relación de la teoría es verdadera. A 
pesar de que no ha sido demostrado, se admite generalmente que /a teoría de con- 
juntos es no contradictoria, de modo que, para toda relación A de esta teoría, a lo 
sumo una de las relaciones A y (no 4) es verdadera. 

No debe creerse que una de las relaciones A y (no 4) es forzosamente verdadera: 
podrían existir relaciones contrarias A y (no 4) tales que no fuese posible insertar 
ninguna de ellas en un texto demostrativo. Se dice entonces que Á es indecidible. 
En la práctica, no encontraremos relaciones indecidibles. 

— Dadas dos relaciones 4 y B, se define la disjunción de A y B, designada por: 
(4 0 B). Si una, por lo menos, de las relaciones A, B es verdadera, (A o B) es verdadera. 

A la relación ((no A) o B) se le llama implicación de B por A, y se designa por: 


A=B. 


() Fundamental, por lo menos, para los matemáticos. 
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Si A y (4 > B) son verdaderas, B es verdadera; si B es verdadera, (A > B) es 
verdadera para toda relación A. Además admitiremos las relaciones que siguen, 
que proporcionan reglas de razonamiento: 


1) (4 => 4). Esta relación es muy interesante, ya que expresa que (¡aunque 
A sea indecidible!) (4 o (no A)) es siempre verdadera. 


2) (40 4) > A 

3) 4=> (4 0 B) 

4) (4 0B)=(B o 4) 

5) [4 > B] > [(C o 4) > (C o B)] 
6) [4 > B] > [(B => C) > (4 = C)] 
7) A => (no (no A)). . 

8) [4 > B] = [(no B) > (no 4)]. 


De entre las reglas anteriores, las reglas números 1), 2), 3), 4), 5) son axiomas 
en la mayor parte de las lógicas formales usuales. 

—Si A y B son relaciones, se define la conjunción de A y B, designada por 
(4 y B), como la relación: 


no[(no 4) o (no B)). 


Se dice que A y B son equivalentes si (A > B) y (B=- A) son verdaderas; se escribe 
entonces: (4 <> B). A las relaciones: (4 > B) y (B=> A) se les llama implicaciones 
recíprocas. 

Se demuestra que las recíprocas de 7) y 8) son verdaderas, de modo que se tie- 
nen las equivalencias: 


9) A <= no (no 4) 
10) (4 > B) => ((no B) => (no A)). 


A la implicación: (no B)=- (no A) se le llama contrarreciproca de (A > B). En 
ciertos casos es más fácil demostrar (no B)= (no A) que (4 => B). 

Veamos algunas propiedades en que intervienen la disjunción, la conjunción, 
la implicación y la equivalencia: 

. 

11) [(4 => B) y (B > C)] > [4 => C] (transitividad de la implicación) 

12) no (A y B) <> [(no 4) o (no B)] 

13) no (4 o B) => [(no 4) y (no B)] 

14) [(4 0 B) o C] = [4 o (B o C)] (asociatividad de «y» y «o») 


. $ 
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15) [(4 yB)yC] = [4 y (B y C)] 

16) [(4 o B)yC] = [(4 y C) o (B y O)] 

17) [4 yB) o C] => [(4 0 C) Y(B o C)] 

18): [(4 0 B) y (4= C) y (B= C)] = C. 

La propiedad (18) constituye el razonamiento conocido como disjunción de casos. 
Su interés radica en que, si (4 o B) es verdadera, no se sabe nada acerca de la ver- 
dad de A, ni acerca de la de B. Por ejemplo, ya que (4 o (no 4)) es siempre ver- 
dadera, la relación [(4 > C) y (no A => C)] > C es siempre verdadera (¡incluso 
cuando A es indecidible!). 


Ejemplo 


Queremos demostrar el teorema «pequeño» de Fermat: «Para todo entero n y 
todo número primo p, se tiene n” —n =0 (p)». 


Demostración. (Disjunción de casos): 

—Si n =0 (p), es evidente. 

—Si no, n es primo con p, y la congruencia propuesta es equivalente 
a n= —1=0 (p), o también, designando por y: Z > Z/pz el homomorfismo 
canónico, a (z(m))* = z(1). Ahora bien, esta última relación es verdadera, puesto 
que el grupo multiplicativo (Z/pz)* =(Z/pZ) (0) contiene p — 1 elementos (cf. 
Ejemplo 2, p. 116). ]] 


Demostración por reducción al absurdo 


Es la aplicación de la regla siguiente (que admitiremos): 

Sea A una relación; si existe una relación B (no necesariamente verdadera) tal 
que las relaciones: (no A) > B y (no A) => (no B) son verdaderas, entonces Á es 
verdadera. 


Ejemplo 


Queremos demostrar el siguiente teorema (cf. $ 1V.2): 


(4, B, O, R, Q”, R' son polinomios con coeficientes 
en un cuerpo conmutativo K tales que: 


B+0A=BQ+R=B0'+R' 
y er(R)<gr(B) y gr(R') <gr(B) 


> (0=0' y R=R). 
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Demostración. Supongamos verdadero el primer término de la implicación. 
Entonces se ha de probar que el segundo es verdadero. Razonemos por reduc- 
ción al absurdo, y supongamos falso el segundo miembro. Entonces tendremos: 


(0+0) o (RAR') 
lo que teniendo en cuenta las relaciones B(Q' —Q) = R—R' y B% 0, implica: 


(Q0%+0) y (RAR) 
de donde: 


gerB(Q'-0)> gr B y gr(R=R)< gr B, 
que es absurdo. Luego OQ = O' y R=R'. c.q.d. 


Análisis de este razonamiento: La teoría 7 considerada es la de los polinomios 
con coeficientes en un cuerpo conmutativo K. El teorema propuesto estará demos- 
trado si se prueba que el teorema T :(Q =0' y R=R') es verdadero en la teoría 
7' obtenida añadiendo a la teoría de los polinomios los axiomas: «A, B, O, R, O”, R' 
son polinomios, B + 0, A=BQ +R, A =BO' + R', gr (R) < gr (B), gr (R') < 
< gr (B)» (a estos axiomas momentánceos se les llama «hipótesis auxiliares»). 

Designemos por P el polinomio B(Q” — Q), que es también el polinomio R — R', 
y por U la relación: gr (P) > gr (B). Se ha demostrado 


(no T) > U y (no T) => (no U). 

Según la regla de razonamiento por reducción al absurdo, se obtiene que T es ver- 
dadero en 7”, y, por lo tanto, que el teorema propuesto es verdadero en 7. En la 
práctica, nos contentamos con la redacción que precede a nuestro análisis. 

Nota. En muchos casos, una demostración llamada «por reducción al absurdo» 
se puede convertir en la propiedad (10), y consiste, simplemente, en demostrar 
(no B) > (no 4), para demostrar (4 > B). 
$ 13 CUANTIFICADORES 


Sea A una relación en la cual puede intervenir el término x; (intuitivamente, 
A es una relación que depende del objeto x (incluso cuando éste no figura explí- 
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citamente en ella)). Para poner de relieve a dicho término, se escribirá A(x) en 
vez de A. Dicho esto, escribiremos 


(1) 3x, A(x) 


para expresar la relación «la relación A(x) es verdadera para un objeto x, por lo 
menos». Esta definición es totalmente intuitiva, y sólo describiremos las reglas de 
uso del símbolo 3, llamado cuantificador existencial. 

Sea A(x) una relación dependiente de x. Escribiremos: 


Vx, A(x) 
para expresar la relación: Ñ 
(2) no (3x, no A(x)). 
Esta relación significa que la propiedad A(x) es verdadera para todos los objetos x. 
Al símbolo V se le llama cuantificador universal. 


Las fórmulas (1), (2) y las reglas de la lógica permiten utilizar mecánicamente 
los cuantificadores. 


Ejemplos 


1) (Vx. (4) y  B(x)) => ((Vx, AGO) y (Vx. B(x)), 
(Ex, (409) o B() => (Bx, 40) o (Gx, B(x)). 


Por el contrario, (Vx) (A(x) o B(x)) no es equivalente a (Vx, A(x) o (Vx, B(x)). 
2) (3x, (Vy, A(x, y) > (Vy, (Gx, A(. y). 


Por el contrario, no se tiene la implicación recíproca. 


Nota. Negar una relación que contenga cuantificadores puede resultar deli- 
cado, pues puede ocurrir que algunos cuantificadores se hallen sobrentendidos. 
Por ejemplo, la negación de: 


0) (Ve >0,3y >0,|x—xo|<59 => |£() — f(x0) | < 3) 
es: 


(2). ([e>0,W>0,3x,|x-x.|<8n y |£60)-fG)|> +.) 
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Con todo rigor, la fórmula (1) debería escribirse: 


(Ve > 0,3 > 0, Vx, |[x—xo1<08 > |f() — f(x0) | < 8). 


Por un abuso de lenguaje permitido, el símbolo «Vx» no figura explícitamente 
en la relación (1). Sin embargo, la omisión de «3x» en la relación (2) constituiría 
una falta evidente. 


Problema de la elección 


Intuitivamente, el problema es el siguiente: ¿Es posible demostrar, en una teo- 
ría dada, un teorema de la forma: (3x, W(x)), sin construir, por medio de un pro- 
cedimiento descriptivo, un objeto x para el cual la relación A(x) sea efectivamente 
verdadera? Esta pregunta ha suscitado gran número de polémicas. Grandes ma- 
temáticos, como Emile Borel, no «creían» en las demostraciones de los teoremas 
de la forma: (3x, A(x)), que no proporcionan una construcción efectiva de una 
«solución» x que haga verdadera la relación A(x). 

En seguida se hizo patente la necesidad de introducir, en la teoría de conjun- 
tos, un axioma llamado axioma de la elección; que grosso modo, asegura que siem- 
pre que una relación del tipo 3x, A(x) es verdadera, se puede construir formal- 
mente un objeto x para el que A(x) es verdadera. 

Este axioma se puede formular de varias formas equivalentes, siendo la más 
conocida el axioma de Zermelo sobre conjuntos bien ordenados, y el teorema de 
Zorn (cf., por ejemplo, [7], o [4], Cap. I y ID). 

En la matemática formal usual, el axioma de la elección se introduce desde el 
principio con la ayuda de un signo lógico. En la teoría de conjuntos así construida, 
el símbolo 3x, A(x) no es más que una abreviatura para expresar de alguna forma 
que el objeto teórico que se puede construir y que verifica A(x), la verifica efecti- 
vamente. 

Ello no obsta para que se hayan construido otras teorías de conjuntos, en las 
que no se impone el axioma de la elección; por lo que es posible clasificar los resul- 
tados según que dependan o no del axioma de la elección. 

Entre los resultados que dependen de este axioma, citemos, al azar: la existencia 
del producto de una familia cualquiera de conjuntos, la existencia de un ideal ma- 
ximo en un anillo conmutativo, la existencia de una base en un espacio vectorial 
cualquiera, la existencia de una clausura algebraica para un cuerpo conmutativo 
cualquiera, la existencia de ultrafiltros. Estos objetos no pueden ser «construidos». 
Por ejemplo, no se conoce explícitamente un sistema S de números reales que cons- 
tituya una base de R, considerado como espacio vectorial sobre Q. (A tal sistema 
se le llama una «base de Hamel».) 
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$ 14 OPERACIONES SOBRE LOS CONJUNTOS 


Admitimos la noción de conjunto. Un conjunto E es, pues, un término, provisto 
de una relación: €. 

— La relación: a € E se lee «a pertenece a E» o «a es elemento de E»; la nega- 
ción de esta relación se escribe: a ¿ E. 

Intuitivamente, E es la colección de los objetos a tales que a € E, con exclu- 
sión de los otros. 

Sea E un conjunto, y a, b dos elementos de E; escribiremos a = b para expre- 
sar que a y b son el mismo objeto (en realidad, esto no es absolutamente cierto; 
la noción de igualdad exigiría un análisis más profundo). 

— Sean a, b,..., l, m objetos. Existe un conjunto E y sólo uno tal que 


(xeE) => ((x=a) o (x=b)... o (x=m) 


Este conjunto se designa (a, b, ..., 1, m). 
Inclusión 


Sean E, F dos conjuntos. Escribiremos E< F (E está contenido en F, o: E es 
una parte de FF), para expresar la relación: 


Vx, (xe E) => (xeF). 
Se tiene: 
(EcF y FcG)> (Ec O), 


y (EcF y FSE) » (E=PF). 


Construcción de conjuntos 


No se dispone de ningún método efectivo para reconocer si un término dado 
es un conjunto; por lo que la teoría de conjuntos procede a su construcción, a 
partir de términos que se admiten como conjuntos (por ejemplo, M). Vamos a pasar 
revista a los principales procedimientos para construir conjuntos. 


1.2 PARTE DE UN CONJUNTO DEFINIDA POR UNA RELACIÓN 


Sean E un conjunto, y A(x) una relación; a la relación (xe E y A(x)) sele llama 
relación sobre E. Admitiremos que existe un conjunto F tal que se verifica la equi- 
valencia: 

(Vx, xeF) > (xeE y A(x) (a existencia de F es un axioma). 


10 Vocabulario de la teoría de conjuntos 


F está univocamente determinado, y es evidentemente una parte de E, puesto que: 
Vx, (xs F) > (x6 E). De ahora en adelante, en esta obra, designaremos a este 
conjunto F por 


[x]xeE y A)). 


Ejemplo 
Sean E y F dos conjuntos tales que EC F. Al conjunto 
(x|xeF y xgE) 
se le llama complementario de E en F, y se designa por CE. Es claro que 
Cx(Or E) = E. 


De ahora en adelante introduciremos la notación más cómoda FE en vez de DE. 


Nota. Si A(x) es una relación, en general, no existe ningún conjunto E que 
verifique la equivalencia: 


(xe E) => A(x). 


Cuando tal conjunto existe, se dice que la relación A(x) es colectivizante en x; en caso 
contrario, es no colectivizante. 
Por ejemplo, x¿ E no es colectivizante en x, así como tampoco xé x. 


TEOREMA 1.4.1 


Existe un conjunto, designado por 3, tal que Vx, xgé 5, y este conjunto 
es único. 
A 5 se le llama conjunto vacío. 


Demostración. Sea E un conjunto. Basta considerar 2 = (E (razonar por 
reducción al absurdo). Además, para cualquier otro conjunto F, se tiene ¿< F: 
ya que, al ser (Vx, x e 5) verdadera, la relación Vx, (x e 9) > (x e F) es verdadera. 
Ello prueba la unicidad de 0. c.q.d. 


2.” CONJUNTO DE LAS PARTES DE UN CONJUNTO 


Sea E un conjunto. Se admite que existe un conjunto, designado 2(E), tal que 
verifica la equivalencia 
(XeP(E) => (X c E) (la existencia de 2(E) es un axioma). 
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A P(E) se le llama el conjunto de las partes de E. 
Dado que S € P(E), vemos que 2(E) es siempre no vacío. 


3.2 PRODUCTO CARTESIANO 


Sean a y b dos términos; se admite que existe un término, designado (a, b), 
que verifica la equivalencia: 


((a', b) = (a, b)) > ((a=4') y (b=b'). () 


A (a, b) se le llama el par de primer término a y segundo término b. La existencia 
del par es un axioma de la teoría de conjuntos. 

Sean E y F dos conjuntos. Se admite que existe un conjunto, designado por 
(E x F), definido por la equivalencia: 


(EE x F) => (Jae E, dE F, 2 = (a, b)). 
(La existencia de E < F también constituye un axioma.) 


A (E X F) se le llama producto cartesiano de E por F; E es el primer factor, 
F es el segundo factor de (E X F). Por definición, 


(ExF=D)=>(E=Z 0 F=Y). 


Cuando F = E, la diagonal de E x E es el conjunto de los pares (x, x), con 
ELE, 

Se define asimismo la noción de producto cartesiano de un número finito n de 
conjuntos E, F, G, ..., L, M, como el conjunto de las «n-plas» (a, b, c, ..., LM), 
en donde ae E, beF, c€6, ..., le L, me M. Este producto se designa por 


EXFXxXGx:XxLDxM:. 


4.” INTERSECCIÓN Y REUNIÓN DE DOS CONJUNTOS 


Sean E y F dos conjuntos. 
— Al conjunto: 


[xlxeE y xeF) 


(*) Por ejemplo, se puede tomar: (a, b) = (fa, b), (a)). 
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se le llama intersección de E y F, y se designa por E MF; es claro que su exis- 
tencia es una consecuencia del procedimiento de construcción dado en 1”. La 
intersección verifica las siguientes propiedades: 


ERF=FAE (conmutatividad de MN), 


(ENF)ING=EN(FNG) (el resultado común se escribe ENFNG: 
asociatividad de M), 


BRAD" Ds 
(Ec F) > (EnF = E). 


— Se admite que la relación ((x € E) o (x € F)) es colectivizante en x (se obtiene 
de uno de los axiomas de la teoría de conjuntos). Al conjunto: 


(íx|(xeE) o (xeF)) 
se le llama reunión de E y F, y se designa por E UF. Se tienen las propiedades: 


EuF=FuE (conmutatividad), 


(EuF)uUG=EU(FUG) — (el resultado común se escribe Eu Fu G: 
asociatividad de u), 
EuUg=E, 
(Ec F) >» (Eu F = FP). 


Finalmente, se tienen las siguientes propiedades, que relacionan la intersección 
y la reunión: 


Si ESG y FSG, 


Co(E UF) = (lo E) O (lo F) 

DE O F) = (lo E) U (lo FP), 
(ENF)UG=(EUG)N(FUG) (distributividad de u respecto de n), 
(EUF)IAG=(ENG)u(FNG) (distributividad de A respecto de u). 


5.2 CONJUNTO COCIENTE: Ver más adelante. 
6. DIFERENCIA DE DOS CONJUNTOS 


Sean E y F dos conjuntos. Según el apartado 1”, el conjunto 


IHENF)=(x/(xeE) y (x$F)) 


Vocabulario de la teoría de conjuntos 13 


está bien definido. Este conjunto es la diferencia de E y F (o el complementario 
de F respecto de E). La notación: (EF) tiende a extenderse. 
Si F< E se tiene que: EMF = (¿F. 


Relaciones entre reunión, intersección y producto 


Sean E, F dos conjuntos. Si AC E y BSF, se tiene: AxB< EXF, y recí- 
procamente. Supongamos que A < E y A' < E. Es fácil comprobar las fórmulas: 


(ALVA) x B=(A x BJU(A' x B), . 
(ADA) x B=(A x B)n(4' x B), 


y las fórmulas análogas para B< F, B'< F. 
De ellas se deduce, por ejemplo 


ALA)x (BOB) =(4x(BOB)u(4 x (Bn B”) 
= [(4 x BN (4 x BY] u[(4' x B)n(4' x B')]. 


Existencia de conjuntos 


Los axiomas de la teoría de conjuntos implican, en particular, la existencia de 
conjuntos finitos. A partir de ellos es posible construir los números enteros y 
desarrollar, en parte, la teoría. (El lector puede consultar las obras de aritmética 
destinadas a las clases de terminal C, o [12].) 

La existencia del conjunto de los números enteros (designado por N) precisa de 
un nuevo axioma de la teoría de conjuntos, llamado el axioma del infinito, que se 
enuncia comó sigue: 

«Existe un conjunto infinito» (es decir, un conjunto que no es finito). 

A partir del conjunto N se construyen todos los conjuntos utilizados en las 
matemáticas usuales (cf. $ 11). 


$ 15 CORRESPONDENCIAS Y APLICACIONES 
DEFINICIÓN 1.5.1 


Sean E y F dos conjuntos. Se llama grafo de E hacia F a todo subcon- 
junto de E x F. Se llama correspondencia de E hacia Fa la terna 
(PT, E, F), en donde Tes un grafo de E hacia F; E es el conjunto de sa- 
lida, F es el conjunto de llegada de la correspondencia. 
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Sea y = (I, E, F) una correspondencia de E hacia F. Al conjunto (proyección 
de IT” sobre E) 


(íx|xeE y 3, (,yeT). 


se le llama conjunto de definición de y. 


El conjunto de definición de y es vacío si, y sólo si, Tes vacío. 
Para toda parte A de E, se designa por y(4) el conjunto 


lvlGeF) y Gx, (xeA y (xy)er)p). 


Se tiene, pues, y(4) < F. 
Para toda parte B de F, se designa por y”(B) el conjunto 


ÍxI(xeE) y Gy, (1eB y (x.y)er)). 


Se tiene, pues, y7(B) < E. 
Para simplificar la escritura para todo x € E, se escribe: 
1) = 1x3) 


y, para todo ye F, se escribe: 
o = 10). 
DEFINICIÓN 1.5.2 
; Sea E un conjunto. Se llama relación binaria en E a toda correspon- 


dencia de E hacia E. 


Sea R una relación binaria en E; R=(£, E, E). La relación: x€ E, ye E y 
(x, y) eL” la designaremos, por convenio, x R y. Con este convenio, se hablará 
simplemente de «la relación x R y en £». 


Ejemplos 


1) La relación x = x en E es una relación binaria, cuyo grafo es el conjunto 
Az de los elementos de la forma (x, x) de E x E; a este conjunto Az se le llama 
la diagonal de E Xx E. 


2) Sea E un conjunto: la relación A< B en P(E) es una relación binaria en 
2P(E); si T designa la parte de P(E) x 2P(E) formada por los (A, B) tales que AS B, 
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la correspondencia (T, 2(£), P(E)) admite a 2(E) como dominio de definición, 
ya que AC E para todo Ae P(E). 


Más adelante estudiaremos dos tipos de relaciones particularmente importantes: 
las relaciones de equivalencia y las relaciones de orden. Observemos, finalmente, que 
los grafos de E hacia F constituyen un conjunto, que se identifica con P(E x F). 

No proseguiremos el estudio general de los grafos, y nos limitaremos a estudiar 
otra aplicación de esta noción, que es el concepto de aplicación de un conjunto en 
otro conjunto. 


DErINICIÓN 1.5.3 


Sean E y F conjuntos. 
1) Se llama grafo funcional de E hacia F, a cualquier grafo I' de E 
hacia F que verifique la relación siguiente: 


Para todo x€ E, el conjunto [y | y €F y (x, y)e TP 
es vacío o está reducido a un elemento. 


2) Se llama aplicación, o función, de E en F a toda correspondencia 
de E hacia F, cuyo grafo es un grafo funcional y cuyo dominio de defi- 
nición es E. 


La frase: «f es una aplicación de E en F», se escribe, por convenio: 
f:E>F. Se dirá también que «f toma sus valores en F», 


Al conjunto /(E) se le llama imagen de f y también se designa por Im f. 

Sea entonces f : E-> F, de grafo I”. Con las notaciones que siguen a la defi- 
nición 1.5.1, se tiene que para todo elemento x € E, f(x) es un conjunto con un solo 
elemento, es decir, f(x) = [y], para un cierto ye F. Convenimos en designar al 
propio elemento y por medio de f(x); y se le llama transformado de x por f; cuando 
se quiere indicar en forma explícita el efecto de f sobre x, se escribe: 


FESF, xbfa), 
y se lee: (f, aplicación de E en F, que envía x a f(x). 


Las aplicaciones de E en F constituyen un conjunto que se identifica con un sub- 
conjunto de 2(E x F) (ya que en $4 anterior hemos identificado 2(E x F) con 
el conjunto de los grafos de E hacia F). A menudo a este conjunto lo designaremos 
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por F(E, F). 
Evidentemente no se ha de confundir, f(x) que es un elemento de F con f que 
es un elemento de .F(E, F). 


Ejemplos de aplicaciones 
= Iz, aplicación idéntica (*) de E en E, es tal que, para todo x€ E, L(x) = x. 
—Si FC E, la inyección canónica j de F en E, es tal que, para todo xe€F, 
A) =x. 
DEFINICIÓN 1.5.4 
Sean E, F, G conjuntos y f : E=>F, g : F>G. Se llama compuesta de 


las aplicaciones g y f, y se designa por go f, a la aplicación h : E>G, 
tal que h(x) = g(f(x)) para todo x€ E. 


Propiedad. Si f.E=F, g:F>G y h:G >H son aplicaciones, se tiene: 
(hog)of = ho(gof) (asociatividad de la composición). 
El resultado común se designa por hogof. 


Restricción y prolongación 


Sean f:E>G y g: F>H dos aplicaciones, y AS ENF. 
Diremos que f y g coinciden en A si se tiene: 


f(x) = g(x) para todo XEA. 


Hecha esta precisión, sea f: E->F, y AS E. Llamaremos restricción de fa A a la 
aplicación de A en F que coincide con f en 4. A esta restricción la designaremos 
por medio de f,; f, está, pues, definida por la fórmula: 


fio) =f(x) para xeA;  f, se designa frecuentemente por f| A. 


Para toda pareja de conjuntos (X, Y), designaremos por F(X, Y) el conjunto 
de las aplicaciones de X en Y. Volviendo a las anteriores notaciones es posible 
definir una aplicación, llamada de respicción: 


PA: FEF) > FIA,F), fofs. 


(*) A esta aplicación también, se le llama, aplicación identidad de E. (N. del T.) 
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— Consideremos de nuevo f: E>G y g: F>G. Diremos que g es una pro- 
longación de f si se verifica que ES F, y que f y g coinciden en E. Por ejemplo, 
una aplicación es siempre una prolongación de una de sus restricciones 

«Dualmente» se define la noción de correstricción de una aplicación: 

Si f: E>F es una aplicación, y si B es una parte de F tal que Im(f)< B, se 
llama correstricción de f a B a la aplicación 


SPES>B, xof)=f. 


Es posible considerar el conjunto F*(E, F) de las aplicaciones de E en F cuya 
imagen está contenida en B, y se tiene entonces una biyección natural, llamada 
de correstricción: 


FUE F)>F(E,B), fof”. 
En la práctica, a fin de agilizar el lenguaje, el paso de una aplicación a una de 

sus correstricciones frecuentemente se sobrentiende. 
DEFINICIÓN 1.5.5 

Sea f: E >F una aplicación. 

1) f es inyectiva si se verifica la siguiente relación: 

VxeE,VWyeE, xy => f(x) 4/())- 
2) fees epiyectiva si, para todo y eF, existe un x e E tal que f(x) = y. 


3) f es biyectiva si es, a la vez, inyectiva y epiyectiva. 


A una biyección de un conjunto E en sí mismo se le llama, a veces, una permu- 
tación de E. (Esta terminología se utiliza sobre todo cuando E es finito.) 

Una involución del conjunto E es una permutación j de E tal que joj= Ig 
yiA ls. 


1.5.1 La compuesta de dos aplicaciones inyectivas (resp. epiyectivas, biyectivas) 
lles inyectiva (resp. epiyectiva, biyectiva) (evidente). 


Aplicación recíproca 
Designemos por f una aplicación biyectiva de E en F. Para todo y e F, existe 
un elemento x € E y sólo uno tal que f(x) = y. Pongamos x = f-(y). Se define así 


una aplicación $ : F> E. 


/7 es también biyectiva, y para todo x€ E se tiene: flo f(x) =x 
para todo yeF se tiene: fo (y) =y 


LELONG 1-2 
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Sea ly la aplicación x+x del conjunto X en sí mismo. A /y se le llama la 
aplicación idéntica de X. Volviendo a la biyección f : E —>F, se tiene entonces: 


(1) fof=l y fof*=1p. 


Además, (F1)*=f. A f y f” se les llama recíprocas una de otra. 
Vamos a establecer ahora una proposición recíproca de la 1.5.1. 


TEOREMA 1.5.2 


Sean f: E>F y g : F>G aplicaciones. 
Si go f es inyectiva, f es inyectiva. Si g o f es epiyectiva, g es epiyectiva. 


Demostración. Supongamos que gof es inyectiva, y sean x€E, ye E tales 
que x % y. Por hipótesis se tiene que go f(x) % g 0 f(p), es decir, g(X(x)) 4 g(S0), 
lo que implica f(x) + f(»), luego f es inyectiva. 

Supongamos que go f es epiyectiva, y sea y € G. Por hipótesis, existe un xe E 
tal que g o f(x) = y, es decir, g(f(x)) = y; luego y es el transformado de f(x) por g, 
lo que prueba que g es epiyectiva. c.q.d. 


COROLARIO 


¡ee Po Si existe g : F>E tal que g of =ly y fo g = Ip, enton- 
ces f es biyectiva y g =f". 


Este corolario es extremadamente útil por cuanto permite demostrar que una 
aplicación es biyectiva con la ayuda de simples fórmulas acerca de compuestas 
de aplicaciones. 


Imagen directa e imagen recíproca 


Sea f: E > F una aplicación; volvamos a las notaciones que siguen a la defi- 
nición 1.5.1. 

Para toda parte A de E, al conjunto f(4) se le llama imagen directa de A por f. 

Para toda parte B de F, al conjunto f-(B) se le llama imagen recíproca de B 
por f. 

(No se debe confundir la notación f* introducida aquí, con la notación f intro- 
ducida para indicar la recíproca de una biyección; en general, el contexto es lo sufi- 
cientemente claro para que no haya temor de confusión.) 

Se tiene pues: 


FA) =(ylyeF y (xxeA y f(0)=y) y 
fUB)=([xlxeE y f()eB). 
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Se tienen las fórmulas siguientes (que no deben aprenderse de memoria, pero 
que deben ser reconocidas rápidamente en caso necesario): 


O) SUANB=SHA)OS UB), (6) FUTUB) SB, 

BO) SUALUB=S UA) UB), (MD IVA) >4, 

(4) FALB)=fA4)JOf(B), (8) Sr B) = CAS” 8). 
(5)  FANB) of4)Jnf(B). 


A modo de ejemplo verificamos (2): 


F7HANB) es el conjunto [x|xeE Y f()EeAnB), 


es decir, : 
add (x]xeE y f()eA y f(wEeB). 


Por otra parte, (4) n f-(B) es el conjunto 
(x]xeE y xef M4) y xef UB). 
es decir, 
[x|xeE y /(x)EeA y f()eBj.de donde se sigue el resultado. 


Observemos que en (6) se puede substituir < por = si f es epiyectiva, y que en 
(7) se puede substituir > por = si f es inyectiva. Además: 


15.3 Sea f: E>F una aplicación inyectiva. Si A y B son partes de E, se 
tiene: 


FNANDB)=MN4)Of(B). 


Demostración. Sea E' =f(E). Designamos por g la aplicación de E en E”, que 
coincide con f en E; g es una biyección y, para toda parte C de E, se tiene que 
A(C) = g(C). Ello nos conduce, pues, a la fórmula (2), puesto que g =(8)2.] 


Las nociones de imagen directa y de imagen recíproca permiten, dada f: E >F, 
considerar aplicaciones «naturales» relacionadas con f, que ligan P(E) y P(F). 
De forma precisa, se definen 


Í:PE)>PE) y  f:PF) =P), 
A > (4) Boff UB). 


Si se conviene en identificar, para cada x € E, (x) y x, entonces £ se identifica con 
una parte de P(E); y entonces f se presenta como una prolongación de fa?P(B). 
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El lector verificará propiedades tales como «f es inyectiva => f es inyectiva», 
etcétera. (cf. ejercicios). 


$ L6 FAMILIAS 


Sean 1 y E dos conjuntos. A una aplicación de 7 en E, a veces, se le llama familia 
de elementos de E. (La única diferencia entre aplicación y tamulia es, pues, pura- 
mente psicológica...) Para designar una aplicación ¡+ f(i), cuando se habla de 
una familia, se prefiere utilizar la notación de índices 


ix. 


Se habla entonces de la familia (x;)¡c, de elementos de E. (Los «elementos» 
de la familia (x;);e, son, pues, elementos de E y no la aplicación ¡+» x,. Pero el 
abuso de lenguaje que consiste en decir «la familia de elementos de E», no molesta.) 

Sea (x;):e, una familia de elementos de £, y sea J una parte de 7. Por defini- 
ción, la familia (x,),¿, es una subfamilia de (x;)jey con índices en J. 

La noción de familia permite extender considerablemente las operaciones de 
reunión, de intersección y de producto de conjuntos. 


e Para simplificar, supondremos en todo momento que el conjunto / de índi- 
ces es no vacío. Si / es finito, diremos que la familia es finita. 


DerINICIÓN 1.6.1 


Sea E un conjunto, y (A,)¡ey una familia de partes de E. Se llama reunión 
de la familia (A,);e1, y se designa por 


U A, al conjunto (x|xeE y Jdiel,xe4;). 


tel 


Se llama intersección de la familia (A.)¡<1, y se designa por 


N A; al conjunto (x|xeE y VielxeA;). 


el 


Sea entonces Y una parte de P(E); Y se puede considerar como una familia 
de partes de E con la ayuda de la inyección canónica j: AHA de Y en 2(B). 
Entonces cada elemento de Y se tiene a sí mismo por índice, de forma que dicha 
familia se escribe (¡(4))eg. (Nota: No confundir parte de E con parte de P(E).) 
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Esto establecido, se define la reunión y la intersección de los conjuntos de Y, 
como la reunión y la intersección de la familia definida anteriormente. Esta reunión 
y esta intersección se designan, respectivamente, por: 


UA y NA. 


AEg ASS 


Ejemplos 
1) Si E es no vacío, se tiene 


U(tx)=£, y N(x)=9 si E tiene, por lo menos, dos elemento 


xeE xeE 


2) Si E es no vacío, PF(ENLD) es no vacio. Designando por 2(£)* a 
este conjunto, se tiene: 


=E, y si E ti n A=g. 
A Á y si E tiene por lo menos dos elementos , ¿"pgs 


— Las fórmulas del $ 4 (conmutatividad y asociatividad de y y M, distributi- 


vidad de u respecto de N, y de N respecto de u) se generalizan de forma consi- 
derable. 


TEOREMA 1.6.1 (cambio de índices de una familia) 


Sean (A;);¿, una familia de partes del conjunto E; L, un conjunto no vacío, 
y» f:L=I una aplicación epiyectiva, en donde I es no vacío. Entonces 
se verifica: 


0) U Ara = U 4: 
ñeL iel 

0) N 4 = N4. 
¿eL iel 


Demostración. Limitémonos a demostrar (2), y sean 


V=NAsa, W=NA4;- 


20 ¡el 


Para cualquier ¡e /, existe un 2e £ tal que ¡ =/(2) (puesto que f es epiyectiva). 
Ahora bien, x e V implica x € A,(,); luego para todo ¡e l, xe A;, de donde V< W. 


Si xe W, sean 2e L e ¡=(2). Puesto que x € A,, se tiene que x € Ay(¿,, para 
todo 2, de donde W< V, y V=W. c.q.d. 
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TEOREMA 1.6.2 (Asociatividad) 


Sea (A;);s, una familia de partes del conjunto E. Se supone que 1= UJ,, 
AeL 


con LA 3 yJ3,% 9 para todo ¿€ L. Entonces se tiene: 


a Ya= y (y 4) 
(4) ns 0. (a, 4) Ñ 


Demostración inmediata 


TEOREMA 1.6.3 (Distributividad) 


Sean (Asier y (By)es dos familias de partes de E. Si 1 y J son no vacíos, 
se tiene: 


(5) (non B)=- N (4UuBp», 


tel jes (i,pelrxJ 
(6) (Y4)0(Ys)=- U (4,0B). 
tel jes tip els 


Demostración. Nos limitaremos, por ejemplo, a establecer (6). Hagamos 


A=UA,B=UB,, y C= U (4nNB). 


tel jeJ ti,pelxJ 
SixeAnmbB, existe un ¡ tal que x€ 4,, y un j tal que x € B,, de donde 


xeA¡nB¡<C. 


Luego ADMB<C; si x€C, existe (i, j) el x J tal que xe 4¿N B,, de donde 
xEeA¡CAyxeB,< B, luego xe AM B, lo que prueba que C< AM B, de donde, 
finalmente, AN B =C. c.q.d. 

Estas fórmulas (5) y (6) admiten todavía una generalización. 

A modo de ejercicio, el lector puede examinar en qué se transforman las fórmu- 
las (2), (3), (4), (5) del $ 5 cuando se substituyen AM B y AU B por intersecciones 
y reuniones de familias cualesquiera de partes de E o de F. 
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Sucesiones 


Sea E un conjunto. Por definición, una sucesión de elementos de E es una apli- 
cación de N en £. En el caso de las sucesiones se utiliza con preferencia la notación 
de índices en vez de la notación funcional, y se habla, por ejemplo, de la sucesión 


o, más simplemente, de la sucesión (u,); u, designa la imagen del entero n por la 
aplicación considerada. 

No deberá confundirse una sucesión (u,) con el conjunto de valores de dicha 
sucesión, que es la imagen de N por esta aplicación. Por abuso de lenguaje, se 
permite, sin embargo, hablar del conjunto de los valores (u,), siempre que no in- 
duzca a confusión. 

Una sucesión (u,) de elementos de £ se llama estacionaria si existe un 
entero ny tal que u, = 4, para n > ny. El conjunto de valores de la sucesión es 
entonces finito; pero el recíproco es evidentemente falso: por ejemplo, el conjunto 
de los valores de la sucesión no estacionaria de enteros (— 1)” se reduce a dos 
elementos. 

Sea (u,) una sucesión; por definición, una subsucesión de (u,) es una suce- 
sión de la forma v, = Uz(») en donde y : N —>N es una aplicación estrictamente 
creciente. 


$ 17 PRODUCTOS 


En lo que sigue, / es un conjunto no vacío. 


Sea (4;)jÉ, una familia de partes del conjunto E; si hacemos A= U 4,, el 
tel 


conjunto A sólo depende de los 4;. Cuando no estemos interesados en E, se dirá 
simplemente : 


«sea (4); una familia de conjuntos». 


En estas condiciones,consideremos una familia (x;);¿, de elementos de A que está 
definida por la aplicación: f:1—> A, ¡+>x,-Laf está determinada uniívocamente 
por su grafo, que es un grafo funcional de / hacia A. En adelante, identificaremos 
la aplicación f con el grafo que la define; cuando se realiza esta identificación, 
f se convierte simplemente en una parte de 7 x A. 


24 Vocabulario de la teoría de conjuntos 
DEFINICIÓN 1.7.1 


Sean (A;);e una familia de conjuntos y A= Ú A;. Se llama producto 
¡el 


de la familia (A;);, al conjunto de las familias (x;);e, de elementos de A tales 


que para todo ¡€ l, se verifica: x, € A,. Se designa por TI A;. 
iel 


Si, para todo ¡el, A, 4 £, entonces [| A, 4 0. Esta propiedad constituye 
iel 
un axioma equivalente al axioma de la elección, del que ya hemos hablado. Nos 
dice que, si para todo ¡ (Ja, ae A,) es verdadera, se puede construir una aplica- 
ción f: 1 > A tal que, para cada ¡, f(i) e A,; lo que consiste en efectuar la «elección 
simultánea de todos los f(í) uno en cada A)». 

Si, para cada ¡, hacemos A, = E en la definición 1.7.1 (siendo E un conjunto 

fijo), el producto [] A; se designa por E*. Con los convenios que preceden a la 

iel 
definición 1.7.1, vemos que es posible identificar E* con el conjunto F(I, E) de las 
aplicaciones de 1 en E. 
Volvamos al producto general [] A; =P, y para cada ¡, consideremos la apli- 

iel 

cación p;: 
PB A 

en la que a cada x = (x,)je, se le asocia el elemento x, de 4,. A la aplicación p, se le 

llama /a ¡-ésima proyección. 

La existencia de estas aplicaciones prueba que, si P es no vacío, ninguno de 
los A, es vacío. 

Finalmente, supongamos que el conjunto / es finito y está ordenado (cf. $ 9); 
sea I=(iy, lg ..., in). Entonces el producto P= ]] 4; es isomorfo al producto 
cartesiano da 

Q=A, XA xo ox A: 
es decir, existe una biyección de P sobre O. Esta biyección en la que al elemento 
(X0ic, de P le corresponde el elemento (X ;, Y ;, -.., Yim) de Q se llama canónica. 


En este caso, al conjunto A; se le puede llamar el k-ésimo factor de P (o de O). 
Ordinariamente, P y Q no se distinguen. 


Extensión de la noción de proyección 


Sea (Aj) una familia de conjuntos, y J una parte de /, no vacía; la aplicación: 


Ps? N 4: > MT 4. 


iel ¡ey 


(dier  QAdies > 
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que a toda familia (x;);¿,, le hace corresponder su restricción a J, se denomina pro- 
yección de índice J. En virtud del axioma de la elección, p, es epiyectiva si los A, son 
no vacíos. En efecto, designemos por X, = (x;)¡e, un elemento de [] 4;; según 


ieJ 
el axioma de la elección, existe una f:[,J > U 4,tal quefli) € A;, paratodo¡enJ. 
ieonNnÍ 
Hagamos x, =f(i) si ¡exJ, x, =a, si ¡€J, y x= (Xpjers se tiene entonces 


PO) =Xy. 
En particular, si los A, son no vacíos, las (p;);, son epiyectivas, pues p; = Py: 
(si se identifican A, y TI A). 


¡eti) 
No desarrollaremos las propiedades de los productos de conjuntos, y nos limi- 
taremos al teorema siguiente: 


TEOREMA 1.7.1 


Sean (A,);¿, una familia de conjuntos, y E un conjunto. Para toda aplica- 
ción f: E> TI A,, hagamos p,of= fi. Por otra parte, para cada par 


tel 
de conjuntos (X, Y) designemos por F(X, Y) al conjunto de las aplica- 
ciones de X en Y. Entonces, la aplicación f > (f)je, es una biyección de 
FE Tr 41) sobre 1] F(E, A). 


¡el ¡el 


Demostración. Para toda fe F, ( E TL 4) y todo x € E, hacemos f(x) = (Yoier. 
iel 
Se tiene 


Yi=pPAS(O) = piof(x), pues f(x) = (po f(Wier, 


luego f está unívocamente determinada por medio de las p,o f. Por otra parte, 
si (fije es un elemento de ]] F(£, A;), la aplicación 


¡el 


FiEs TA. xo (fidier, 


iel 


es tal que, para todo í, f, =p,of. c.q.d. 
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$ L8 RELACIONES DE EQUIVALENCIA Y CONJUNTO COCIENTE 
DEFINICIÓN 1.8.1 


Sea R una relación binaria en un conjunto E; R es una relación de 
equivalencia en E si verifica las siguientes propiedades: 


E(1) para todo x€ E, se tiene: x Rx (reflexividad), 
E(2) para todo xe E y todo y€ E, se tiene: xR y > y Rx (simetría), 
E(3) para todo x€ E, todo ye E y todo z€ E, se tiene: 

(xRye yRz)>xRz (transitividad). 

Consideremos, en el conjunto no vacío E, una relación de equivalencia R. Para 
todo x€ E, llamaremos clase de equivalencia de x respecto de R al conjunto 
C(x) = (fy| ye E y xR y); puesto que, según E,, xe C(x), C(x) 4 9. En virtud 
de Ej, si pe C(x), se tiene: xe C(p). Por Ej, si ye C(x), se tiene: C(y) < C(x). 
De ello se deduce que, para todo y e C(x), se tiene: C(») = C(x). 

Finalmente, sean x, y elementos cualesquiera de E; en virtud de lo que ante- 
cede, se tiene C(x) = C(»), o C(x)N C(p) = 5. 


DEFINICIÓN 1.8.2 
Sea R una relación de equivalencia en el conjunto no vacío, E. Al sub- 
conjunto de P(E) formado por las clases de equivalencia respecto de R se 


le llama conjunto cociente de E por R, y se designa por: El R. 


Según las consideraciones precedentes a la definición 1.8.2, podemos enunciar: 


TEOREMA 1.8.1 


Sea R una relación de equivalencia en el conjunto no vacío, E. El conjunto 
cociente FS = El|R posee las siguientes propiedades: 


(P) Vx, (XES >X AH YD), 
(P,) las relaciones XeS, Ye y X A Y implican XA Y = 9, 


P). U N=E 
XeEY 
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DerINICIÓN 1.8.3 
A toda parte 9 de P(E) que satisfaga (P,), (P.), (Ps) se le llama parti- 
ción de E. En otras palabras, una partición de E es un conjunto de 


partes de E, disjuntas y no vacías, cuya reunión es E. 


Por extensión, también se llama partición de E a toda familia (X,)jg, de partes 
no vacías de E que verifique: 


l) Viel VjeL 1 AJD=>(X,4 Xp); 
2 UX=E. 


¡el 


El teorema 1.8.1 admite un recíproco: 


TEOREMA 1.8.2 


Sea Y < P(E) una partición del conjunto E; existe una relación de equi- 
valencia R en E, única, tal que FS =ElR. 


Demostración. Si R existe, las clases respecto de R son necesariamente los 
elementos de 7. Luego R debe ser la relación: 


(1) IX, XeS,xeX y yeX. 
Llamemos R a la relación binaria (1) (entre x e y). En virtud de (Pz), R verifica E,; 


E, es evidente; y Ez resulta de (P,). En cuanto a (P,), sirve para comprobar que se 
tiene exactamente E/r = 4 c.q.d. 


Aplicación canónica 

Sea R una relación de equivalencia en el conjunto E; según lo que precede, 
para todo y € E, existe un único elemento X de E/ p tal que x e X; X es, precisamente, 
la clase de equivalencia de x respecto de R. Hagamos X = p(x). 

A la aplicación 


P:E->ElR, x be p(x) 


se le llama la aplicación (o: la proyección) canónica de E en E[R. 


28 Vocabulario de la teoría de conjuntos 


Observemos que la relación: x R y equivale a: p(x) = p(»), y que p es epiyec- 
tiva. Se tiene entonces la siguiente propiedad «universal»: 


TEOREMA 1.8.3 


Sea R una relación de equivalencia en E, p: E—> El la aplicación ca- 
nónica, y f: E=>F una aplicación. Si f es constante sobre las clases de 
equivalencia respecto de R, existe una aplicación F:Elr=>F, única, 
tal que fop=f. 


Demostración. Sea X € ER. Por hipótesis, si xe X e y € X, f(x) =/(»). Enton- 
ces hacemos f(Y) = valor común de los f(x) para x € X. El resto del teorema es 
evidente. c.q.d. 


TEOREMA 1.8.4 (Descomposición canónica de una aplicación) 


Sea f: E=>F una aplicación. Designemos por R la relación binaria en 
E definida por: 

xRy > f()=f0). 
Entonces R es una relación de equivalencia; si j :K(E) >F designa la 
inyección canónica, y si p:E => ElR es la aplicación canónica, existe una 
única aplicación f : El p >£K(E) tal que: jo] o p =f. Además, Fes una bi- 
yección. 


E 7 > Elk 7 > f(E) ad 

Demostración. Se verifica que R es una relación de equivalencia. La existencia 
y la unicidad de f están aseguradas por el teorema 1.8.3. Puesto que, fo p coincide 
con f en E, Jo p es epiyectiva, luego Fes epiyectiva. Demostremos, finalmente, 
que f es inyectiva: elijamos X e Y en E/R tales que f(X) =/(Y), y sean xeX e 
y € Y. Se tiene: f(x) =/(X) =/(Y) 10), luego x R y, luego X = Y. c.q.d. 


A la descomposición f=j0 fo p se le llama descomposición canónica O fac- 
torización canónica, de f. La sucesión de aplicaciones dada anteriormente queda 
mejor «visualizada» por medio del diagrama cuadrado que sigue: 
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La relación f=j0 fo p se expresa diciendo que este diagrama es conmutativo. 
(i.e., se pueden seguir las flechas que se quiera para ir de E a F.) 


Relación de equivalencia inducida 


Sea R una relación de equivalencia en E, y A una parte no vacía de E. Desig- 
nemos por R, la relación: 


XEA y yEA y xRy. 


Entonces R, es una relación de equivalencia en A, llamada relación inducida en 
A por R. Sea $, la parte de E/R formada por los X e E/p tales que XNA X J. 
Entonces A/r, es el conjunto formado por los Y n A, con Xe% 4. 

Sea p: E> E/R la aplicación canónica. La restricción p, de p en A es cons- 
tante sobre las clases de equivalencia respecto de R,, luego p, se factoriza: 

Pa =Pa 0 q, de donde q : A—> A/p4, es la aplicación canónica. Se tiene, pues, 
el siguiente diagrama conmutativo: 


A AR, 


en el cual p,0q =P =P0j. 

Luego Pp, es una inyección, pues toda clase respecto de R, está contenida en 
una clase respecto de R. A la aplicación 7, se le llama inyección canónica (de A/Ra 
en E/ p). 

Ejemplos 


1) Sean E y F dos conjuntos, A una parte de E, F(E, F) el conjunto de las 
aplicaciones de E en F. Sea R la relación binaria sobre F(E, F) definida por 


UR = (f(x) = g(x) para todo xeA) 
R es una relación de equivalencia. Consideremos la aplicación 


PF(E,F) => F(A,F), 
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que transforma a fe F(E, F) en su restricción a A. p es constante sobre las clases 
respecto de R, luego se factoriza en la forma p= pop, en donde 


P:F(E.F) > FEF! R 
es la aplicación canónica. Se ve fácilmente que 
PAF(E,F)/R > F(A, F) es una biyección. 
2) SeanE un conjunto y A una parte de £, y R, la relación binaria definida 
en 2(E) por: 


(AR,¿Y) => (XuUA=YU A); 


Ri es una relación de equivalencia. La aplicación p, : P(E) > (EA) tal que 
Ppa(X) = X NM (Es A) es constante sobre las clases respecto de R,. Si 


PE) L PEN R, E PRENA) 


es la factorización canónica de p,, p, es una biyección. 

Si F es una parte cualquiera de E, la relación inducida por R, en 2(F) es (para 
el conjunto F) la relación Ring. 

— En el estudio de las estructuras algebraicas encontraremos gran número 
de relaciones de equivalencia. Estas relaciones sirven también para definir, a partir 
de conjuntos dados, nuevos conjuntos. 


$ 19 RELACIONES DE ORDEN 
DEFINICIÓN 1.9.1 


1) Sea R una relación binaria en un conjunto E. Diremos que R es una 
relación de orden en E si se verifican las siguientes propiedades: 


(O,) para todo xe E, x Rx (reflexividad); 
(O,) para todo x, y, ZE E, ((XR y) e (y R2)) > (x R2) (transitividad); 
(Oy) para todo x, y€ E, se tiene 

(ER y) e (y R x)) > (x =p) (antisimetria). 


2) Un conjunto provisto de una relación de orden se llama conjunto 
ordenado. 
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Corrientemente, una relación de orden se designa por <. En este caso, la re- 
lación «x < y e y 4 x» se designa por: «x < y». Cuando nos refiramos a una 
relación de orden sin precisar la notación, entenderemos que se designa por <. 

Un orden es total si (x 4 y) => ((x < y) o (y < x)); parcial en caso contrario. 

Dos elementos x, y de un conjunto parcialmente ordenado son comparables 
si se verifica x < y oy<x. 


Ejemplos 


1) Sea E un conjunto, en el conjunto 2(£), la relación X< Y es una rela- 
ción de orden, y en general, en toda parte Y de 2(E), la relación X= Y es una rela- 
ción de orden. Cuando en 4 se considera esta relación, se dice que F está ordenado 
por inclusión. Si E tiene por lo menos dos elementos, P(E) no está totalmente orde- 
nado por inclusión. 

2) Sea E un conjunto ordenado, y sea A un conjunto cualquiera. En el con- 
junto F(A, E) de las aplicaciones de A en E, la relación f < g, definida por: 


(f< g) = (Vx, (xE 4) > (£(1) < ga) 


es una relación de orden; sólo cuando Á se reduce a un elemento resulta que este 
orden es total. 

3) Sea M* el conjunto de los enteros > 1; designemos por x|y la relación: 
«x divide a y»; x|» es una relación de orden parcial en N*. 

4) En el conjunto N de los enteros naturales, la relación habitual de desigual- 
dad x < y, que se puede definir por 


dz, zeN Y y=xXx+2, 


es una relación de orden. Se llama orden natural de N. Es total. 

5) Sean £ un conjunto y 4 el conjunto de las particiones de E; (4 también es 
un conjunto, y es una parte de 2(2(E)), o, si se prefiere, un elemento de AP(P(E))). 
Dadas dos particiones 4 y 7 de E se dice que «.F es más fina que 7» si, para todo 
SeS, existe un Te? tal que S< 7. Equivale a decir que cada TeT es reunión 
de elementos de 4. 


Entonces la relación «.P es más fina que 7» es una relación de orden en 4. 


Orden inducido 


Sea E un conjunto ordenado por < y sea A una parte de E. La relación 


XEA, JyEA y XS<Y 
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es una relación de orden en 4, llamada relación de orden inducida por E en A. Si A 
está provisto del orden inducido, se le llama subconjunto ordenado de E. 


Aplicaciones monótonas 


Si E y F designan conjuntos ordenados, una aplicación f : E >F es creciente 
si las relaciones x€ E, ye E y x< y implican f(x) < f(»); decreciente si dichas 
relaciones implican f(x) > f(G). 

F:E=F es estrictamente creciente si las relaciones x€ E, y€ E, y x <y 
implican f(x) <f(»); estrictamente decrecientes si dichas relaciones implican 


HO>f0). 


Ejemplos 


1) Ordenemos 2(E) por inclusión; la aplicación AH [4 es estrictamente 
decreciente. 

2) Sea f: EF una aplicación. Ordenemos F(E) y P(F) por inclusión; la 
aplicación 


Í:P(F) > PLE) 


Bi f7UB) es creciente. 


3) Sea E el conjunto de los enteros > 1, ordenado por «x divide a y». Para 
todo entero « > 1, la aplicación xx" es creciente. 


Ultimo elemento. Primer elemento 
DrFiNICcIÓN 1.9.2 


Sea E un conjunto ordenado. Un elemento meE se llama primer 
elemento de E si, para todo x de E, se tiene x>m; y a MEE se le 
llama último elemento de E si, para todo x e E, se tiene x < M. 


Un primer elemento también se llama elemento mínimo. 

Un último elemento también se llama elemento máximo. 

En virtud de (Oj), si E admite un primer (resp. último) elemento, éste es único. 
Se puede, pues, decir que es el primer (resp. último) elemento. 
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Ejemplos 


1) Si 9(E) está ordenado por inclusión (E, conjunto), % es el primer elemento, 
y E es el último elemento de 2(E). 

2) El conjunto N de los enteros naturales, ordenado por el orden natural, 
admite a 0 como primer elemento, pero carece de último elemento. 

Toda parte no vacía de N (ordenada por el orden natural) admite primer ele- 
mento: esta propiedad de N es fundamental. 

3) El conjunto E de los enteros > 1, ordenado por «x divide a y» carece de 
primero y último elementos. 


Supremo e ínfimo 


En lo que sigue, vamos a definir y estudiar la noción de cota superior (o ma- 
yorante) y de supremo. Las definiciones y propiedades de las cotas inferiores (o mi- 
norantes) y de los ínfimos se obtienen invirtiendo los signos de las desigualdades, 
y no las formularemos. (¡Pero las utilizaremos!). 


DEFINICIÓN 1.9.3 


Sean E un conjunto ordenado, y A una parte de E. Un elemento M o E es 
una cota superior de A si, para todo a eA, se tiene: 


a<M. 


Si existe, por lo menos, una cota superior de A, se dice que A está 
acotado superiormente. (*) 


Es conveniente fijarse en el hecho de que la propiedad «A está acotado supe- 
riormente» es una propiedad del par (A, E). En rigor se debería decir «4 está aco- 
tado superiormente en E». Sin embargo, a no ser que tratemos varios conjuntos 
ordenados y que Á sea un subconjunto ordenado de todos ellos, la anterior pre- 
cisión se omitirá. 


Ejemplos 


1) Sea E un conjunto, y sea 2(E) ordenado por inclusión; el conjunto de par- 
tes de E reducidas a un elemento está acotado superiormente en 2(E), pero, en 


(*) El original francés utiliza los términos de mayorante (resp. minorante) y de conjunto mayorado 
(resp. minorado). Si bien podríamos haberlos adoptado en la traducción, hemos preferido utilizar los 
de cota superior (resp. cota inferior) y conjunto acotado superiormente (resp. acotado inferiormente) por 
cuanto son más corrientes en esta clase de literatura. (N. del T.) 


LELONG 1-3 
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cambio, si E tiene, por lo menos, dos elementos, no está acotado superiormente 
en PENE]. 

2) Toda parte de N no vacía y acotada superiormente, admite último ele- 
mento. 


DEFINICIÓN 1.9.4 


Sea E un conjunto ordenado, y sea A una parte de E. El supremo de A 
en E es el primer elemento (si existe) del conjunto de las cotas supe- 
riores de A en E; se le designa entonces por sSupyx, o SUp x si no hay pe- 
ligro de confusión. (*) xed xad 


También aquí, el supremo, cuando existe, es una propiedad del par (4, E). 


Ejemplos 


1) Sea E el conjunto de los enteros > 1, ordenado por x|» (x divide a y). 
Toda parte finita A, no vacía, de E posee un supremo, que es el mem de los ele- 
mentos de A. Una parte no vacía, A, de E posee un ínfimo, que es el mcd de los 
elementos de A. 

2) Sea E un conjunto y 2(E) ordenado por inclusión. Sea . una parte no 
vacía de 2(E); entonces 4 posee en 2(E) un supremo, que es U X, y un ínfimo, 
que es NM X. Les 

XxeY 


3) Sca Q el conjunto de los números racionales y R el conjunto de los núme- 
ros reales; ordenamos R mediante la relación de orden natural; O es un subcon- 
junto ordenado de R; sea, entonces, el conjunto A 


[x]xeQ,x>0 yx?<2). 
Á posee un supremo en R, que es |/ 2; pero A carece de supremo en Q; sea E el 
subconjunto de R dado por Zu A; entonces A posee un supremo en E, que es 2. 
Caracterización del supremo 
Según la definición 1.9.5, para que un elemento bh sea el supremo de A en E, 


es necesario y suficiente que se verifiquen las dos condiciones siguientes; 
1) bes una cota superior de A, es decir, para todo a € A, se tiene: a < b. 


(*) El original francés utiliza el término «la cota superior de A en E» par- referirse al supremo. 
(Nota del Traductor.) 
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2) bes la menor de las cotas superiores de A en E; esto significa: si ce E 
es tal que no verifica b < c, entonces existe un elemento ae A que no verifica 
a<c. 


Cuando E es totalmente ordenado, la condición 2) se puede escribir: 
2 bis) Para todo elemento c € E tal que c< b, existe ae A tal que a> C. 


Dada la importancia de este resultado, enunciaremos: 


TEOREMA 1.9.1 


Sea A una parte de un conjunto totalmente ordenado E. Para que 
un elemento be E sea el supremo de A en E, es necesario y suficiente 
que se verifiquen las dos condiciones siguientes: 

1) para todo ae A, se tiene: a < b. 

2) para todo elemento ce E tal que c<b, existe ae A tal que a> c. 


Supremo de una función con valores en un conjunto ordenado 


Consideremos un conjunto ordenado E, un conjunto A, y una aplicación 
FS: A>E. 


Si sup y existe, a este elemento se le llama supremo de f en E, y se designa por 
yeftA) 


sup fx). 


xeA 


Elemento maximal (resp. minimal) 
DEFINICIÓN 1.9.5 


Sea E un conjunto ordenado y m un elemento de E. Se dice que m es 
maximal si las relaciones x€ E y x > m implican x =m. 


— En otras palabras, m es maximal si (mj no admite cota superior estricta. 
Se define análogamente un elemento minimal de E: m es minimal si (m) no admite 
una cota inferior estricta, es decir, si: eE y x < m implican x =.m. 

— Si E posee elemento máximo M, M es maximal, y es el único elemento maxi- 
mal de E. Pero si E carece de elemento máximo, puede perfectamente poseer ele- 
mentos maximales.Sobre todo en este último caso es cuando la noción de elemento 
maximal adquiere toda su importancia. 
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— Observemos que si E es totalmente ordenado, las nociones de elemento má- 
ximo y maximal coinciden. 


Ejemplos 


1) Sea E* el conjunto de los enteros > 1, ordenado por «x divide a y». E* carece 
de mínimo (puesto que el único número que divide a todos los enteros es 1). Sin 
embargo, E* posee una infinidad de elementos minimales, que son los números 
primos. 


2) (Cf. Cap. VIIL) Sea E un espacio vectorial de dimensión n sobre un cuerpo K. 
Designamos por %(E) al conjunto de los subespacios de E distintos de E, y orde- 
nemos %(E) por inclusión: 9(E) carece de máximo, pero posee elementos maxi- 
males, que son los subespacios de dimensión » — 1 (hiperplanos vectoriales). 


$ LIO. ENUMERACION 


Suponemos conocidas todas las definiciones y propiedades elementales rela- 
tivas a los números enteros naturales. A lo largo de toda esta obra, al conjunto 
de los números enteros se le designará por M. 

Recordemos la propiedad fundamental de N: 


TEOREMA 1.10.1 


Toda parte no vacía de N admite un primer elemento (para el orden na- 
tural), y toda parte no vacía de N, acotada superiormente, admite un 
último elemento. 


Esta propiedad implica el teorema de recurrencia, que es uno de los medios 
más importante del razonamiento matemático. 


TEOREMA 1.10.2 


Sea Pín) una relación que dependa del entero n; si P(O) es verdadera, y 
si, para todo n, la relación P(n) > P(n + 1) es verdadera, entonces P(n) es 
verdadera para todo entero n. 


Demostración. Razonemos por reducción al absurdo y supongamos que el 
conjunto A de los enteros n para los que P(n) no es verdadero, es no vacío. Según 
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el teorema 1.10.1, A posee un primer elemento m; puesto que P(0) es verdadera, se 
tiene que: m > 1; por definición de m, se tiene: m — 1 ¿ A (*); luego P(m — 1) es 
verdadera. Puesto que P(m — 1) > P(m) es verdadera, se deduce que P(»m) es ver- 
dadera, lo que es absurdo. c.q.d. 


Conjuntos finitos 


Sea NM el conjunto (1,2, ..., nj de los n primeros enteros no nulos. 

Un conjunto A es finito si existe un entero n para el cual es posible encontrar 
una biyección de N* sobre A; n es entonces único, y este entero se llama el 
número de elementos de A, o cardinal de A; a menudo se le designa card (4). 

Si f: E>F es una aplicación de un conjunto finito en un conjunto finito, y 
si card (E) = card (F), se tienen las equivalencias: 


(f biyectiva) > (f inyectiva) > (f epiyectiva). 


Se demuestra que cada una de estas propiedades caracteriza a los conjuntos finitos. 
Si A es un conjunto no finito, se dice que es infinito: por ejemplo, N es infinito. 

Se demuestra, entonces, que existe una aplicación inyectiva de N en A. 
Recordemos, brevemente, algunas propiedades de los conjuntos finitos. 


TEOREMA 1.10.3 


Sean E y F conjuntos finitos, y sea F(E, F) el conjunto de las aplicaciones 
de E en F. Entonces F(E, F) es finito, y 


card (F(E, F)) = p" donde n = card (E) y p= card(F). 


Demostración. Por recurrencia sobre n. Para n = 1 es evidente. Supongamos 
la propiedad verdadera para card (E) =n — 1, y demostrémosla para card (E) =m; 
entonces se tiene: 


E=E'U(a).donde card (E) =n-—1. 


Una aplicación de E en F está univocamente determinada por su restricción a E” y 
por la imagen de a. Existen p imágenes posibles para a, y p"”! restricciones posi- 
bles a E” por hipótesis de recurrencia. El número de aplicaciones de E en F es, 
pues, p""* x p =p”. c.q.d. 


(Y) La existencia de m-1 puede considerarse una consecuencia de la segunda afirmación del teorema 
L10.1. 
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COROLARIO 


| Si E es un conjunto finito, y si card (E) =m, P(E) es finito y card 
(PE) =2". 


Demostración. Sea F =(0,1). A cada parte A de E hagámosle corresponder 
la aplicación y, : E—>F (llamada función característica de A) tal que z,(x) =1 
sixeA y za(x) =0 si xe EM aA. Entonces la aplicación A+ y, es una biyección 
de 2(E) sobre F(E, F), y con la ayuda del teorema 1.10.3, el teorema queda demos- 
trado. T] 


TEOREMA 1.10.4 


Sean E y F conjuntos finitos, y sean m = card, n= card (F), n >m. 
El número de aplicaciones inyectivas de E en F es estonces 


n! 


A =D) ASMA 


A este número se le llama, a veces, «número de variaciones de n objetos, to- 
mados de m en m», y se designa frecuentemente por A”. 


Demostración. Por recurrencia sobre m, siendo el teorema evidente para m = 1. 

Supongamos el teorema verdadero para card E =m— 1, y probemos que si 
m < n, es entonces verdadero para card £ = m; se tiene, pues E = E'U (a), con 
card E' =m— 1. Una aplicación f: E—>F está unívocamente determinada por 
la elección de f(a) y por la restricción f' de fa E”. Si f es inyectiva, f' es inyectiva; 
si f” es inyectiva, f es inyectiva si, y sólo si, f(a) ¿ f(£'). Luego, fijado f', existen 
n—m-+ 1 posibilidades para fía) ya que card f'(E') =m — 1. Puesto que, por 
hipótesis de recurrencia, existen 

n! 
(n—m+1)! 


n! 
posibilidades para f”, existen x(nm—m-+1) G=mal posibili- 


M—m+D! 
dades para f. c.q.d. 
COROLARIO 


El número de biyecciones de un conjunto de n elementos sobre sí mismo 
(permutaciones de este conjunto) es n! 
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TEOREMA 1.10.5 


Sea E un conjunto finito, y pongamos n = card (E), y sea p un entero<n. 
El número de partes A de E tales que card (A) = p es igual a: 


n! _aa— D)(M—2)..M-p+1 
p!(m—= p)! p! : 
Demostración. Designemos por NW al conjunto (1, 2, ..., pj de los p primeros 
números enteros no nulos, y por 9, al conjunto de las aplicaciones inyectivas de 
n! 
is 91)=———ñ+ 
NM en E. Sabemos que card ( A) e=m 


En 9), la relación R definida por : (FRg) => (fN;) =g(N5)) es una relación 
de equivalencia. Para todo elemento F del conjunto cociente 9,/R, designamos 
por p(F) a la imagen común de los fe F. 

Por definición, la aplicación y :9,/p=>2(E) es una inyección. Por otra parte 
la imagen de q es el conjunto 2,(E) de las partes de £ de p elementos; puesto que, 
para todo A € P,(E), existe una biyección f de N* en A. Luego y es una biyección 
de 9,/g en 2,(E). 

Fijemos una parte A de E con p elementos: es claro que el número de elemen- 
tos de y71(4), es igual al número de biyecciones de N; en A. Según el teorema 1.10.4, 
este número es p! Hemos probado, de esta manera, que todos los conjuntos 
F€9,/R contienen p! elementos de 9,. Por consiguiente, designando por PE) al 
conjunto de las partes de E con p elementos, se tiene: 


p ! card (P,(E)) = card (9), 


de donde se obtiene el teorema, si se tiene en cuenta 1.10.4 c.q.d. 


Notaciones 


Al entero — ¡se le llama, a veces, «número de combinaciones de n obje- 


pUn — p) 
n n S . 
tos tomados de p en p», y se designa por ps ), o Ci. La notación ( p ) tiende a im- 


ponerse. 
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Se verifica la relación siguiente, llamada de Pascal, válida para todos los ente- 
ros a, p, que verifican 1 <p<n—1l: 


Lo yde 


Esta relación permite calcular los ( e paso a paso (triángulo de Pascal). 


Combinaciones con repetición 


TEOREMA 1.10.6 


Sea E un conjunto finito con p elementos, y sea N, =(0,1,2, .... nj el 
conjunto de los n + 1 primeros números enteros > 0. 
a) El número de aplicaciones u : E —>N,, tales que 


y uo)<n es: po 


xeE P 


b) El número de aplicaciones u : E->N,, tales que 


uo) =n es: Po 


xeE p=1 


Demostración. Observemos primeramente que b) resulta de a) y de la fórmula: 
n+p A 
p P p=1 

Para demostrar a), podemos suponer que E=NMfÍ =(1,2,..., p). 

Designemos por 4 el conjunto de las aplicaciones u :NMF —>N, tales que 
» 
2 u(x) <a, y por Y el conjunto de las aplicaciones v : MF —>N£,, estrictamente 
x=1 
crecientes para el orden natural de NÍ y NF,,. 


Vamos a definir una biyección /' de 4 sobre Y. 
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Para cada ue F, definimos una aplicación 7”, de MÍ en M*,, por 
x 


0) + 09 ex (É :0) +x. 
1 


y= 


Para x > 2, se tiene: T,(x) — IT, (x — )= u(x) + 1. Luego IT”, es estrictamente 
creciente de N% en N%,,. Hemos definido así una aplicación T”:u+> IT, de F en 9. 
Recíprocamente, para cada veY, hacemos 


4.1) = (1) — 1 
Ax) =0(x) -oUx—1)—=1 si x>2. 


» 
Puesto que se tiene: > 4,(x) =v(p) —p < n, vemos que 4, € 4; observemos 
x=] 


que 4 :9 > .F es la aplicación vH4,; 4 o T es la aplicación idéntica de F, y 
P'o4 es la aplicación idéntica de 9. Luego /' es una biyección, según habíamos 
enunciado. 

Pero evidentemente un elemento g e Y está univocamente determinado si damos el 


n 
conjunto g(N*), que es una parte de M%,, con p elementos. Luego card (9)= ( he 


c.q.d. 


Aplicaciones 


1) El número de monomios Xj' X3? ... X¿" de grado total < m, es el número 


n 
de aplicaciones u de N* en N,, tales que > u(x) < m. Es, pues, 


x=1 


n+m 
pe : 
2) El número de n-plas (%,, ..., %,) de números enteros > 0, soluciones de 
la ecuación % + % +... + 2%, =M, €s 


ia 


A este número se le llama, a veces, «número de combinaciones con repetición de 


m objetos tomados de n en »». 
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Conjuntos infinitos. Conjuntos numerables 


Para comparar entre sí los diversos conjuntos infinitos, se ha elaborado la teoría 
de los cardinales. Este estudio rebasa el marco de nuestra obra. Nos conten- 
taremos con las siguientes indicaciones: 


DEFINICIÓN 1.10.1 
3 Dos conjuntos E, F son equipotentes si existe una biyección de E en F. 
Si E y F son finitos, son equipotentes si, y sólo si, 
card (E) = card (F) ; 


si E es equipotente a F, y si F es equipotente a G, E es equipotente a G. 

La noción de cardinal se extiende a los conjuntos infinitos. 

Si E y F son infinitos y equipotentes, se demuestra que existen aplicaciones 
q : E => F inyectivas (resp. epiyectivas) y no epiyectivas (resp. no inyectivas). Cada 
una de estas propiedades caracteriza a los conjuntos infinitos, 

He aquí cómo se obtiene la noción de cardinal en los lenguajes formalizados 
actuales: dado un conjunto E, se demuestra que se puede construir, por un pro- 
cedimiento canónico, un cierto conjunto equipotente a E, y, por lo tanto, equi- 
potente a todos los conjuntos equipotentes a E. A este conjunto «tipo» (cuya 
existencia teórica está asegurada, pero del que jamás es posible hacer la construc- 
ción efectiva, puesto que esta construcción depende del axioma de la elección) 
se le llama cardinal de £, y se designa por card (£). Se define la suma, el pro- 
ducto y la potenciación de cardinales con la ayuda de diversos procedimientos 
de construcción de conjuntos. Igualmente se define la desigualdad entre cardinales: 
por definición, 


card (E) < card (F) 


si existe una inyección de E en F, y si card (E) 4 card (F). Se demuestra que la 
relación «c es un cardinal y e <a» es colectivizante en c. Se puede, pues, hablar 
del conjunto de los cardinales menores que un cardinal dado. En este conjunto, 
la relación «c, < cz O e, =c,» es una relación de orden total. 

En contraposición, no es posible hablar del «conjunto de todos los cardinales» 
(las mismas dificultades que para «el conjunto de los conjuntos»). 

Las dificultades que se experimentan al definir el cardinal de un conjunto pro- 
vienen del hecho de que no se pueda hablar del «conjunto de los conjuntos equi- 
potentes de un conjunto dado». El lector interesado puede consultar [4]. 
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Hipótesis del continuo 


Por definición, el menor de los cardinales infinitos es card (NM). Se establece: 


card (N) = Ny (alef cero); 


a este cardinal también se le llama la potencia del numerable. Al cardinal de R (con- 
junto de los números reales), se le llama potencia del continuo; se demuestra 
fácilmente que No <card (R) =card (NN); la hipótesis del continuo postula que 
no existe ningún cardinal e tal que card (M) <c < card (R). Desde 1966 (trabajos 
del americano Cohen), se debe considerar que esta proposición es indecidible. Sin 
embargo, la influencia de esta hipótesis sobre las matemáticas usuales es práctica- 
mente nula. 


DEFINICIÓN 1.10.2 
Se dice que un conjunto E es numerable si card (E) = card (N), dicho 
de otra manera, si existe una biyección de N sobre E, o también si todos 
los elementos de E se pueden disponer en una sucesión 
(Ur Mjs Map neo Us ++.) 
Propiedades (que resultan de las propiedades de M). 
Toda parte infinita de un conjunto numerable es numerable. 
Si E es infinito y si existe una epiyección p :N > E, E es numerable. 


Si E y F son numerables, Eu F es numerable (en efecto, si 2» U, Y P > Yo 
son biyecciones de N sobre E y F, la aplicación 


Ff:iN > EuF 
tal que f(2n) =u, y f(Qn + 1) = , es epiyectiva). 


Por recurrencia, toda reunión finita de conjuntos numerables es numerable. 


TEOREMA 1.10.7 


ILEZ producto de dos conjuntos numerables es numerable. 
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Demostración. Basta construir una biyección y :N >M x N. Se puede defi- 
nir y haciendo 


= (mo BED AMES". 
om) = (m 3 % 3 m) 


nín + 1) n(n + 3) 
ms q 


para 


Ello equivale a enumerar los elementos (p, q) de N x M de la forma expuesta en 
el siguiente esquema: 


(0, nm) 


DS 


(1,n— 1) 
3 | (0,3) a 
A (Q,n- 2) 
2 | (0,2) * (1,2) 5 
10D (1,1) loa (n e 
0.1(0,0) (1,0) (2,0) (3,0) (n, 0) 
y ) ) 2! 
0 1 2 3 n 


Las parejas (p, q) de una diagonal seguida por las flechas son aquellas para las que 
p+q =Cte. c.q.d. 


COROLARIO 1 


| El producto de una familia finita de conjuntos numerables es un con- 
junto numerable. 
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COROLARIO 2 


La reunión de una familia numerable de conjuntos numerables es numerable. 


Demostración. Sea (A;)jey una familia numerable de conjuntos numerables. 
Para cada ¡eN, sea 0,:M => A, n—a,,, una biyección de N sobre A,. Desig- 
nando por A = U 4; la reunión de los conjuntos 4;, la aplicación / :N x N -> 4, 

¡eN 
(i, n) > a,, es una epiyección. Además, A es infinito (ya que cada A, lo es). Por 
aplicación de 1.10.7 y de la segunda propiedad que sigue a la definición 1.10,2, se 
deduce que 4 es numerable. c.q.d. 


Nota. A menudo es cómodo decir que un conjunto es numerable si es finito 
o equipotente a N; se ve fácilmente que 1.10.7 y sus corolarios son también ver- 
daderos si la palabra «numerable» se toma en esta acepción más amplia. 


$ LIl_ CONJUNTOS DE BASE (revisión) 


Ya hemos hablado del conjunto de los enteros naturales, que se designa por NM. 
A lo largo de esta obra, deberemos considerar las partes de N formadas por ente- 
ros inferiores o iguales a un entero dado. Emplearemos las siguientes notaciones: 
ñ 


N,=(plpeN y p<n) N*=(pipeN y 1<p<n;=N (0) 
N*=(n|neN yn>1)=N>x(0). 


Conjunto de los enteros relativos 


Se designa por Z. Recordemos simplemente que Z es el cociente de N x N 
por la relación de equivalencia (x, y) = (x”, y”) definida por 


Conjunto de los números racionales 


Se designa por O; O”. (0) se designa por Q*. En tanto que conjunto, Q es 
el cociente de Z x Z* por la relación de equivalencia (x, y) = (x', y”) definida por 
xy =x' y. 

Se designa por O, el conjunto de los racionales > 0, y por Q* el conjunto de 
los racionales > 0. 
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Conjunto de los números reales 


Designado por R, es el conjunto cociente del conjunto QN de las sucesiones 
racionales, por una relación de equivalencia (cf. tomo II de la presente obra, 
Análisis). 

El conjunto de los reales 4 O se designa por R*. 

El conjunto de los reales > 0 se designa por R,. 

El conjunto de los reales > 0 se designa por R*. 


Conjunto de los números complejos 


Designado por C, es el producto R x R. Se designa por C* al conjunto de 
los números complejos % 0. 

Todos estos conjuntos están provistos de estructuras algebraicas que serán 
recordadas más adelante (para su construcción, cf. por ejemplo [12)). 


Capítulo II 
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$ IL.1 GENERALIDADES 


DEFINICIÓN 1.1.1 


Una ley de composición interna en un conjunto E es una aplicación 
de EXE en E. 

Una ley de composición externa por la izquierda en un conjunto E, 
que tenga por dominio de operadores el conjunto 2, es una aplicación 
de Q XE en E. 

Una ley externa por la derecha en E, con dominio (2, es una aplicación 
de EXQ en E. 


Con miras a las propiedades especiales por las que nos interesaremos (asocia- 
tividad, conmutatividad) es más cómodo utilizar un símbolo para designar una 
ley de composición (interna o externa), que utilizar la notación funcional. 

Para indicar la imagen del par (x, y) por la ley Tse escribirá x T y (en vez de 
T(x, )) y se llamará el compuesto de los elementos x e y. Á veces se omitirá el 
signo T, y el compuesto (llamado entonces producto) de x e y se designará por xy. 


DEFINICIÓN 11.1.2 


Dotar de estructura a un conjunto E consiste en definir en E un conjunto 
finito de leyes de composición, internas o externas, sujetas a verificar 
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e P da E 
cierto número de condiciones, llamadas axiomas, de la estructura en 
cuestión. 


Las estructuras que intervendrán en esta obra contendrán, a lo sumo, una ley 
externa. 

Los axiomas de la estructura, independientes de la «materialización» de E, cons- 
tituyen lo importante y útil; y a dos estructuras, definidas respectivamente en con- 
juntos £ y F, se les llamará homólogas si: 

1.2 Las leyes de composición en £ y F internas o externas, coinciden en número; 
y las leyes externas poseen los mismos dominios de operadores. 


2.” Los axiomas de las estructuras de £ y F son idénticos: precisando, es posi- 
ble establecer entre las leyes de E, y las de F, una correspondencia en la que las 


leyes que se correspondan verifiquen los mismos axiomas. 
El nexo entre los diversos conjuntos provistos de estructuras homólogas dos a 
dos es el morfismo: 


DEFINICIÓN I1.1.3 


Sean E, E' dos conjuntos provistos de estructuras homólogas, por lo que 
contienen el mismo número n de leyes internas (designadas, respectivamente 
Ti T') y el mismo número p de leyes externas (designadas, respectiva- 
mente, |; 1'5), ordenadas de forma que los axiomas verificados por las 
leyes con los mismos subíndices sean los mismos para E y E', y que las 
leyes externas |; y 1', posean el mismo dominio de operadores 2,. 


a) Diremos que una aplicación f: E=>E' es un morfismo (para la 
estructura considerada) si: 
— para todo ¡(1 <i<m), todo x€ E, todo ye E, 


MT = ADT. 


— para todo j (1 < P), todo x€ E, todo 12€, 


ALO =2 LID 


A un morfismo también se le llama un homomorfismo. 
b) Un isomorfismo de E sobre E' es una biyección f : E>E" que es 
además un homomorfismo. (Se observará que su recíproca 


SiE'>E 
es un homomorfismo de E' sobre E, puesto que z=x T y equivale a 


Mo =() T'f0).) 
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c) Un endomorfismo de E es un morfismo de E en E. 
d) Un automorfismo de E es un isomorfismo de E sobre E. 


Nota. A menudo al par formado por el conjunto E y por una estructura alge- 
braica definida en E se le designa sólo con la letra E, y se dice que dos conjuntos 
dotados de estructura E, E' son isomorfos si existe un isomorfismo de la estructura 
de E en la de E”. Se trata de un abuso de lenguaje, tolerable en tanto que no lleve 
a confusión. Cuando se usa este lenguaje y se desea volver al conjunto E, se habla 
del conjunto subyacente a E. Si E posee varias estructuras, se precisará cada vez 
la estructura considerada (por ejemplo, a R se le puede considerar como grupo 
aditivo o como cuerpo; a C se le puede considerar como R-espacio vectorial, como 
C-espacio vectorial o como cuerpo). 


TEOREMA I1.1.1 
Si E, F y G son tres conjuntos dotados de estructuras homólogas, y si 
F:E>F y g:F>G son morfismos, entonces 
gof:E>6G es un morfismo. 
Es inmediato. 
Partes estables y leyes inducidas 


Sea E un conjunto provisto de una estructura, definida por las leyes internas 
Tp «+.» Tn y por las leyes externas ly, ..., 1, con dominios de operadores 
Oise ¿Djs 

Se da la siguiente definición: 


DEFINICIÓN 11.1.4 


Una parte F de E es estable respecto de las leyes de E si se verifican 
las siguientes condiciones: 


a) para todo i (1 <i<mn), todo xeF y todo y€F, se tiene 
xT,yeF; 

b) para todo j (1 <j <p) y todo 1€0,, todo x€ F, se tiene 
41,xe6F. 


Se puede expresar a) diciendo que, para todo i, F es estable con respecto de la 
ley Ts, y b) diciendo que, para todo j, F es estable con respecto de la ley 1, 


LELONG 1-4 
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Sea entonces F una parte estable de £. Designemos por T ; la restricción de T,¿a 
F x F. T'¡ es una aplicación de F x Fen E; decir que F es estable equivale a decir 
que la imagen de T/ está contenida en F. Si designamos por T'; la aplicación de 
F x Fen F que toma los mismos valores que T, vemos que T; es una ley de com- 
posición en F. 

Igualmente, sea |”, la restricción de 1,aQ, x F; 1”, es una aplicación de 
£2,x F en E que toma sus valores en F. Y la aplicación 


AO E E 


que toma los mismos valores que 1% es una ley externa sobre F, con dominio 2. 


DEFINICIÓN IL.1.5 


Con las anteriores notaciones, la estructura definida en F por medio 
de las leyes internas |; y las leyes externas 1; se llama estructura 
inducida (por la de E) en F. A las leyes 1 y 1; se les llama in- 
ducidas. 


Notas 


1) Esta estructura no es forzosamente homóloga a la de £, ya que las T; y 
las 1, no verifican necesariamente los mismos axiomas que las T, y las 1. 

2) Si esta estructura inducida es homóloga a la de E, la inyección canónica 
de F en E es un homomorfismo. 


Estructura cociente 


Sea E un conjunto provisto de una estructura definida por las leyes internas 
Tp ++.» Ta y por las leyes externas |,,..., 1, de dominios 2, ...,2,. Una 
relación de equivalencia 2 en E es compatible con la ley interna T, si las relaciones: 
xeE,peE,x eE, y eE,x Rxe y'2 y implican la relación (x" T¿y) 2(x Ti y); 
R es compatible con la ley externa 1, si las relaciones 24€, xeE,xeEyx Rx 
implican la relación 


(1 Y)RAL,x) 
R es compatible con la estructura de E si % es compatible con todas las leyes de £. 


Supongámoslo así, y designemos por £ el conjunto cociente E/yp, y por p : E-> E 
la aplicación canónica. Para X, Y € E, la clase de equivalencia p(x T; y), en donde 
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xeXe ye Y, depende sólo de X y de Y. Si designamos por X T, Y esta clase, defi- 
nimos una ley interna T, en £. 

Análogamente, para ¿e0, y XeE, el elemento p(2 1,x) es independiente 
del xy elegido en X, y si lo designamos por 4 ; X, definimos en E una ley externa 
1; con dominio 2,. 

Estas leyes se denominan leyes cociente de las de E por 2. 


DEFINICIÓN 11.1.6 


Si R designa una relación de equivalencia compatible con las leyes de E, 
a la estructura definida en el conjunto cociente E = Elgp, por medio de 
las leyes cociente de las de E por R, se le llama estructura cociente 
(de la estructura de E por 2). 


Notas 


1) La estructura cociente no es necesariamente homóloga a la de £ (los axio- 
mas de la estructura £ pueden no ser satisfechos por las leyes cociente). 
2) Si la estructura cociente es homóloga a la de E, la aplicación canónica 


p:E=>E=Elg es un homomorfismo. Además, p es epiyectiva. 


Recíprocamente, sean £ y £” dos conjuntos provistos de estructuras homólogas, 
y sea p : E> E' un morfismo epiyectivo. Designamos por 2 a la relación de equi- 
valencia asociada a f, de forma que (x% y) equivalga a 


YO =/0) - 


Si T, es una ley interna de £ y T; es la ley de E” correspondiente, 2 es compatible 
con T,, pues las relaciones (x' 2 x) e (y"2 y) implican 


NAO =f0. S=f0). 
de donde (puesto que f es un morfismo) 
FOTO TOC) TOO ATI. 47,102 (YT, y). 


Se demuestra análogamente que 2 es compatible con las leyes externas de E. Intro- 
duzcamos la descomposición canónica de f: 


y QA Ela —— F. 


en donde p es la aplicación canónica yÍ la biyección canónica “cf. Cap. L, $ 8). 
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Es inmediato que / es un isomorfismo de E/gp, provisto de la estructura cociente, 
en F c.q.d. 

Si f : E-> Fes un morfismo cualquiera, la imagen /(£) es una parte estable de F, 
y se puede aplicar lo que antecede, substituyendo F por f(E) provisto de la estruc- 
tura inducida. Todo esto lo podemos resumir en el teorema siguiente: 


TEOREMA 11.1.2 (descomposición canónica de homomorfismos) 
Sea f: E->F un morfismo, en donde E y F son conjuntos dotados de 


estructuras homólogas. Designemos por R a la relación de equivalencia 
asociada a f; por p: E=>Elg a la aplicación canónica, por 


(E) => F 


ala inyección canónica y por if El g > f(E) a la biyección canónica, de forma 
que f=jofop. 


Ela F(E) 

Entonces F(E) es una parte estable de F; R es compatible con las leyes 
de E. Si la estructura cociente de Elg es homóloga a la de E, p, j y f son 
morfismos, y f es un isomorfismo cuando se dota a Elg de dicha estruc- 
tura y a F(E) de la estructura inducida. 


$ 1.2 PROPIEDADES DE UNA LEY DE COMPOSICIÓN 


En este $, E designa un conjunto provisto de una ley de composición interna 
designada por T. 
n 
Si x,, ..., x, son elementos de E, designaremos por x, T xa T ... T Xp 0 TX; 
i=1 
al elemento Y, de E definido recurrentemente por las relaciones de recurrencia 
finita: 


X=. L=N a TA (k<n). 
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Como vamos a ver, esta notación adquiere su máximo interés cuando Tes 
asociativa. 


DEFINICIÓN 11.2.1 


A la ley T definida en E se le llama asociativa si es verdadera la siguiente 
relación: 


S Vx,y,27€E GA6TAYT:.=xT(YT2. 


(Según nuestros convenios, (x T y)T z se designa también x T y T 2). 


TEOREMA 11.2.1 (Asociatividad generalizada) 
Sea Tuna ley asociativa en E y sean X,, X», ..., X, elementos de E (n > 3). 


Designemos por (4, ..., J, y a una partición de N* tal que, para q < r, las 
relaciones ¡€ J, y j¡EJ, impliquen i <j. Poniendo 


di= Uiridarcer dnd con dia =k—=1+ 5 (1Sk<p). 


Demostración. Por recurrencia sobre n; el teorema es verdadero para n = 3, 
por definición de asociatividad. Supongámoslo verdadero para todos los enteros 
menores o iguales a n — 1, y probemos que es verdadero para el entero ». Si J,, =(n), 
se tiene 
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Si Jn =(p, p+1,...,n) con p <n, se tiene X, = Ya T x,, con 


a=1 
Y. = Tv: 
Jen 


' 
"| 
11 


») Tx,:; según la hipótesis de recurrencia, 


De esto se deduce 


m- m-1 m 
( FT x) 7 (Y, Tx, = (T x,) Tx. =]%. cad. 
h=1 


Este teorema significa que para calcular el compuesto x, TY Xa T ... T Xp los 
términos se pueden agrupar arbitrariamente, siempre que se conserve su orden. 
DEFINICIÓN 11.2.2 


Sea T una ley en E; un elemento e de E es neutro por la derecha 
(resp. por la izquierda) para T si 


VxeE,xTe=x (resp. VWxeE,e Tx =x) 


e es neutro si lo es, a la vez, por la derecha y por la izquierda. 


Propiedades 


—Si R es una relación de equivalencia en E compatible con T, y si e es neutro 
(resp. neutro por la derecha o por la izquierda), entonces la imagen p(e) de e por 
la aplicación canónica p: E—> Elg es neutro (resp. neutro por la derecha o 
por la izquierda) para la estructura cociente. 
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— Para una ley dada, E posee, a lo sumo, un elemento neutro. En efecto, si e, e” 
designan dos elementos neutros, se tendrá 


eTe=e=f, 


DEFINICIÓN 11.2,3 


Un elemento a e E es regular por la derecha (para la ley interna 
T en E) si la aplicación xH+x T a es inyectiva, en otras palabras, si 
x Ta=y Ta implica x=y; es a regular por la izquierda si 
la aplicación xa T x es inyectiva; a es regular si es regular por 
la derecha y por la irquierda. 


La relación: ((x T a= y T a) > (x =»)) significa que las igualdades «que 
contienen a a como factor» se pueden «simplificar por a». 

Las nociones de neutro por la derecha o por la izquierda, de regular por la 
derecha o por la izquierda, coinciden si la ley Tes conmutativa. 


DEFINICIÓN [1.2.4 


La ley interna T en E es conmutativa si, para todo x € E y todo y€ E, 
se tiene: 
xTy=yTx. 


e Las propiedades de asociatividad y conmutatividad se conservan siempre por 
paso a la estructura cociente o a la estructura inducida. (Tanto si dichas estructuras 
son homólogas a la estructura dada, como si no lo son.) Esta observación es im- 
portante en la práctica. 
Ejemplo 

Para probar la asociatividad y la conmutatividad de la suma y de la multipli- 


cación de O, es suficiente establecer estas propiedades en Z x Z* (cf. T. HI.6.6). 
Si T es, a la vez, asociativa y conmutativa, se tiene el siguiente teorema: 


TEOREMA 11.2.2 
Sea T una ley interna en E asociativa y conmutativa, y sean 


Xi Mas 
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elementos de E. Para toda permutación o del conjunto de los enteros 
([1,2,...,n) se tiene 


Al resultado se le podrá designar entonces por T x; (sin precisar el orden de 
I<icn 
las x;). 


Demostración. Por recurrencia sobre n; para n =2 el resultado se sigue de 
las definiciones. 

Suponiéndolo verdadero para los enteros inferiores o iguales a n — 1, demos- 
trémoslo para el entero n: 


— Si o(n) =n, podemos escribir: 

n m1 
T a = 1 %) Tx; 
i=1 


por la hipótesis de recurrencia, y teniendo en cuenta que la restricción de o a 
(1,2, ....n— 1) es una permutación de estos enteros, se tiene 


m1 m1 


T an = T x, de donde T Xan = 


— Si o(n) =p <n, sea í la permutación de (1,2,..., n) definida por 


tn)=0(n—1). Ho(n—1)=n. Y Uk)=k si kn y kko(nm—1): 


(7 cambia o(n — 1) con n y deja p fijo). 


Según la hipótesis de recurrencia se puede escribir 


m2 
Muay) = (7 a) Tx, 
i=1 


Io! 
Xay = 
i=1 


luego, por asociatividad: 


” m2 1-2 
TX = (Cr %-0) an %,) Tn = (1 a) T (% 1%.) 
i=1 i=1 ¡= 
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y, por conmutatividad, esto es igual a 


1-2 m2 
(T a) T(x, T x,) = (Tr 3) E %,) Tp 


Volvemos pues al caso anterior, c.q.d. 


$ IL3 AXIOMAS DE LA ESTRUCTURA DE GRUPO. 
EJEMPLOS DE GRUPOS. HOMOMORFISMOS 


DEFINICIÓN 1[.3.1 


Sea G un conjunto, provisto de una ley de composición 
(y) E xy. 


Se dice que esta ley determina en G una estructura de grupo (o, más 
brevemente, que G es un grupo) si se verifican los siguientes axiomas: 


(G,) la ley es asociativa, 

(G,) en G existe un elemento neutro, 

(G;) para todo elemento x de G, existe un elemento x' de G tal que 
Ax =x.x =e, en donde e designa el elemento neutro. 


Las propiedades siguientes son inmediatas: 


— Un grupo es no vacío (puesto que contiene el elemento neutro). 

— El elemento neutro es único (cf. $ 2). 

— Sean e el elemento neutro y x un elemento cualquiera de G. Existe un único 
elemento x' tal que x.x' =x'.x =e. En efecto si x.x" =x".x =e, se tiene por 
asociatividad 


(Ax) =e.x =x 


« 
nm 
- 
1 


xxx) =x.e=x. 


A este elemento se le llama el simétrico de x. Cuando a la ley del grupo se le 
llama multiplicación, al elemento simétrico de x también se le llama el inverso de x, 
y se le designa por x1; y el elemento neutro se designa por e, o por 1. 

— Todos los elementos de un grupo son regulares. 

En efecto, sea x un elemento de G. Si x.x' = x.x”, se deduce por asociatividad: 


xa) == (7 a) o =(x 7 0) x=. =0-x"=X 


Igualmente, si xx = x”.x, se tiene x" =x”. 
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DEFINICIÓN 11.3.2 


¿ Sea G un grupo; se dice que G es abeliano (o conmutativo) si la ley de 
G es conmutativa. 

Habitualmente la ley de un grupo abeliano se designa aditivamente, es decir, 
por medio del signo de adición +. Al compuesto x + y de x e y se le llama entonces 
suma de x e y. 

El elemento neutro se designa por 0, y al elemento simétrico de un elemento 
x se le llama opuesto de x y se designa por —x; al elemento x + (— y) se le de- 
signa por x— y. 

En un grupo abeliano se verifican las siguientes reglas de cálculo: 


x—(y+2)=(x-))-2=x-y-2 


x—=(y-2)=x- y + 2.etc. (regla de los signos). 


Notas 


1) Los axiomas (G,), (Ga) y (G¿) pueden ser debilitados de forma considerable 
(cf. ejercicios). 

2) En general, un grupo cualquiera se designa multiplicativamente, y un grupo 
abeliano, aditivamente; sin embargo, cuando en una estructura intervienen varias 
leyes, nos vemos obligados a designar multiplicativamente ciertos grupos abelianos; 
ejemplo: Q* (ejemplo 3). 

El empleo de un mismo símbolo para designar la ley interna de grupos dis- 
tintos (que, en principio, podría prestarse a confusión), en la práctica no resulta 
molesta, y tampoco introduce equívocos en los textos. Jl 


Ejemplos 


1) Sean E un conjunto no vací el conjunto de las biyecciones de E en E. 
Dotemos a €, de la ley de composición (f, g) => f o g (composición de aplicaciones). 
Entonces €, se convierte en un grupo; el elemento neutro es la aplicación iden- 
tidad / : E E, tal que /(x) = x para todo x. El inverso de fe S,, es la biyección 
recíproca de f (que hemos designado por f* en el $ 8 del capítulo 1). A este grupo se 
le llama el grupo de las permutaciones de E; si E tiene, por lo menos, 3 elementos, 
Gg no es abeliano (ver $ 7). 

Cuando £ es el conjunto (1, 2, ..., nj de los n primeros enteros > 0, al grupo 
3, se le designa por 3, y se le llama grupo simétrico de orden n; entonces se tiene: 
card (S,) =n! (ver $1. 10). 
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2) El conjunto Z de los números enteros, provisto de la suma, forma un grupo 
abeliano, cuyo elemento neutro es 0. 

3) El conjunto Q* de los racionales % 0, provisto de la multiplicación, forma 
un grupo abeliano, cuyo elemento neutro es 1. También lo es el subconjunto del 
anterior Q*, formado por los racionales > 0. 

4) Sean G un grupo y £ un conjunto cualquiera. Dotemos al conjunto F(£, G) 
de las aplicaciones de E en G de la ley siguiente: 

Si f y g son aplicaciones de E en G, f.g es la aplicación 


xo f(0)-9x) 


de E en G. 

Entonces .F(E, G) es un grupo, cuyo elemento neutro es la aplicación constante 
x- e (en donde e es el elemento neutro de G). La aplicación inversa de f: E-> G 
es la aplicación x => (f())7. 

A este grupo se le designa a veces por G*: esta notación se precisará al estudiar 
los grupos producto. 


DEFINICIÓN 11.3.3 (Caso particular de 1.1.3) 


Sean G, y G, dos grupos (designados multiplicativamente). Un homo- 
morfismo de G, en G, es una aplicación f : G, > G, tal que, para todo 
x€G, y todo y€G,, se verifique 


y) = 00) 


Si, además, f es biyectiva, f es un isomorfismo. 
Finalmente un automorfismo del grupo G es un isomorfismo de G en 
sí mismo 


Propiedades 


— Un homomorfismo transforma el elemento neutro e, de G, en el elemento 
neutro e, de G,: en efecto, se tiene 


fee) =/le) = Me): fe) = Me)re - 


de donde f(e,) = €, puesto que f(e,) es regular. 
—Si xe€ G,, se tiene que f(x) = (1())7, pues 


MODO = Ma) = Jer) = €2- 
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Ejemplos 


1) Si a es un elemento del grupo G, la aplicación x > a “xa de G en G es un 
homomorfismo, ya que: 


(a7* xa) (a7! ya) = a7* x(aa”*) ya = a” Uxy) a, 


Este homomorfismo es, en realidad, un automorfismo, puesto que es biyectivo y 
admite por recíproco el homomorfismo xr axa”. 

A los automorfismos de esta forma se les llama los automorfismos inter- 
nos de G. 

2) Designamos por f:E=>F a una biyección del conjunto E en el conjunto F. 
La aplicación f* : Sp > Sp, definida, para todo y € Sp, por 


P0=S o0pof. 


es un isomorfismo de grupos. 

En particular, si E es finito, se ve que 3, es isomorfo a S, (con n = card(E)), den! 
formas distintas, y no existe ningún isomorfismo privilegiado de 3, en S,. La elec- 
ción de uno de estos isomorfismos equivale a dar una relación de orden total en £. 

3) Sea G un grupo, designado multiplicativamente, con elemento neutro e. 
Para todo neZ, definimos x” por: 


Pue, iz paran > 1 y sin<0. 


NE 


La aplicación nx” es entonces un homomorfismo de Z en G, pues la fórmula 
xn” = x".x” es válida para n, pez. 

Cuando G se escribe aditivamente, a esta aplicación se le designa por 1h A.X, 
y la fórmula anterior se convierte en: 


(N+p).x=n.x+p.x (n,peZ). 


4) Si f: G, >G, es un homomorfismo de grupos, y E es un conjunto, defi- 
nimos la aplicación 'f:Gf —>Gé, por (f)(p) =foq para toda aplicación 
y: E=6G,; 'f es un homomorfismo de grupos. (Para la definición de G*, ver el 
ejemplo 4 precedente.) 

5) Sean G un grupo, E y F dos conjuntos y f: E > F una aplicación. La apli- 
cación f* : G” —G*, tal que 1*(p) =p of (p, aplicación de F en G) es un homo- 
morfismo de grupos. 

6) Si G, y G, son abelianos, el conjunto designado por Hom (G,, G»), de los 
homomorfismos de G, en G,, es una parte estable de Gf*; y, provisto de la ley indu- 
cida, es un grupo abeliano. 
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$ 1.4 SUBGRUPO. GRUPO ENGENDRADO. 
GRUPO PRODUCTO 


En este parágrafo los grupos se escribirán multiplicativamente. 


DEFINICIÓN [1.4.1 


Sean G un grupo y H una parte de G; H es un subgrupo de G si H es 
una parte estable de G, y si, con la ley inducida por la de G, H es un grupo. 


Sea H un subgrupo de G; designemos por e al elemento neutro de G y por e' al 
de H. Se tiene que e-e” =.e' =e*.e', de donde e = e” puesto que e” es regular en G. 
Luego e es siempre elemento de H, y es el elemento neutro de H. 


TEOREMA 11.4.1 


Sea G un grupo. Para que una parte H de G sea un subgrupo de G, es nece- 
sario y suficiente que se verifiquen las condiciones siguientes: 

a) H es no vacio; 

b) H es estable; 

C) para todo xe H, x1eH. 


Demostración 


1) Si H es un subgrupo, a) y b) se verifican. Sea xe H y x”! el simétrico de 

x en G, x'" el simétrico de x en H. Se tiene 

e 
puesto que el neutro de H es el mismo que el de G, de donde x= x'l ya que 
x es regular en G. Luego c) también se verifica. 

2) Si se verifican a), b), c), demostraremos que la ley inducida por G en H es 
una ley de grupo: puesto que H 4 5, existe un a € H. Según c), a”! e H, de donde, 
por b), a:a* =e € H. Luego H posee el elemento neutro e. Aplicando c), de nuevo, 
vemos que H es un grupo. c.q.d. 


Nota. b) y c) equivalen a la condición única: 


(ye H) > (xy eH). 
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Propiedades de los subgrupos (su verificación no presenta ninguna dificultad) 


—([e) y G son subgrupos de G. A los otros subgrupos se les llama subgrupos 
propios. Todo subgrupo de G contiene a (e). 

— Si H es un subgrupo de G, y K es un subgrupo de H, K es un subgrupo de G. 

— Si (H;)¡¿ es una familia de subgrupos de G, (f)] A, es un subgrupo de G. 

iel 

— Sean G,, G, dos grupos, y f : G, > G, un homomorfismo. Para todo sub- 
grupo H, de G,, la imagen directa f(H,) es un subgrupo de G,; para todo subgrupo 
H, de G,, la imagen recíproca f-(H,) es un subgrupo de G,. En particular, la ima- 
gen recíproca fe), en donde e, es el elemento neutro de G,, es un subgrupo de G,. 
Son notables los siguientes subgrupos: 


DEFINICIÓN 11.4.2 


Sean G, y Ga, dos grupos con elementos neutros e, y €s. Si 
f:G, > 6G, 


es un homomorfismo, al subgrupo f”(e,) de G, se le llama núcleo de f 
y se designa por Ker f;.al subgrupo de G. formado por f(G,) se le llama 
imagen de [ y se designa por Im f. 


Conservemos las notaciones de la definición 11.4.2; fijemos x € G,, y hagamos 
y=f(), N=Kerf. 
La relación f(x") = y implica: 
VOTO) = e =/070) 1) =/(6 0 x), 
de donde x"lx'€ N. Se puede ver también que f(x") = y implica: 
xxleÑn. 


Luego la imagen recíproca f-(y) es igual al conjunto de elementos (x.»),ey, y tam- 
bién al conjunto de elementos (v.x),ey. En particular: 
TEOREMA 11.4.2 


Para que el homomorfismo de grupos f : G, —> G, sea inyectivo es nece- 
sario y suficiente que su núcleo se reduzca a fe). 
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Consideremos de nuevo el homomorfismo f : G, —>G,, y sea H, un subgrupo 
de Ga; f-(H,) es un subgrupo de G,, que contiene a N. Recíprocamente, para todo 
subgrupo H, de G, que contenga a N, f(H,) es un subgrupo de G,, y según el estu- 
dio precedente, se tiene que f-(f(H,)) = H,. Si, además, f es epiyectiva, se tiene 
también: X(f (4) = H,. 

De donde: 

Sif : G, > G, es un homomorfismo de grupos epiyectivo, la aplicación H¿+f-(H>) 
es una biyección del conjunto de los subgrupos de G, en el conjunto de los subgrupos 
de G, que contienen a N, cuya biyección recíproca es la aplicación H,> fK(H)). 


DEFINICIÓN 114.3 


Sean G un grupo y A una parte de G. El subgrupo engendrado por 
A en G es la intersección del conjunto de los subgrupos de G que contie- 
nen a A. Lo disignaremos por gr(4), y por gr(x) si A se reduce al elemento x. 


Ordenemos el conjunto Y de los subgrupos de G por inclusión: se puede decir 
también que gr(4) es el ínfimo del conjunto 9, de los subgrupos de G que con- 
tienen a A; gr(A) es también el ínfimo de 9, en 2(G), ordenado por inclusión. 

Si A es no vacío, gr(A) contiene todos los elementos de G de la forma 


í e. 


en donde x, e A y a; = + 1. Recíprocamente, el conjunto de estos elementos forma 
un subgrupo de G, luego gr(A) es igual a este conjunto. 

Convendremos que gr (3) =(e). 

Como caso particular, tomemos una familia (G,)j¿, de subgrupos de G. El 
grupo engendrado por U G, es el menor elemento (en Y, ordenado por inclu- 

iel 

sión) del conjunto de los subgrupos que contienen a todos los G,. Dicho de otra 
manera, la familia (G,);¿, posee un supremo en 9. 

Pero este supremo no coincide con el supremo de (G,);¿, en P(G) que es U G;, 

¡el 


ni tan siquiera cuando / es finito (cf. ejercicios) ya que UU G,,en general, no es un 
subgrupo de G. EE 
Ejemplos 


1) Subgrupos de Z 


Sea a un entero prefijado y sea az el conjunto de los enteros relativos de la 
forma n.a (neZ); aZ es un subgrupo de Z. Recíprocamente, sea H un subgrupo 
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de Z y veamos que existe un aeN tal que H = az; si H =(0) es evidente. Si no, 
H contiene elementos % 0, por lo tanto elementos > 0 ya que (xe H) implica 
(— € H). Sea a el primera de los elementos > 0 de H; H contiene a az (cf. ejem- 
plo 2); además, si me H, efectuamos la división euclídea de m por a: 


m=aq+r. 0<r<a, qeZ. 


Puesto que me H, se tiene: r =m — aq e H, de donde r =0 ya que a es el pri- 
mer elemento de H que es > 0; esto demuestra que H = aZ. 


2) Orden de un elemento en un grupo 


Sea G un grupo y x un elemento de G. La imagen del homomorfismo n > x” 
de Z en G es un subgrupo de G; evidentemente esta imagen es gr(x). El núcleo de este 
homomorfismo es de la forma wZ, en donde «» es un entero. Si este entero es nulo, 
nx" es una inyección, y gr(x) es isomorfo a Z. En este caso se dice que x es de 
orden infinito. 

Si w> 0, w posee la siguiente propiedad, que es característica: 


x”=e (eneutro deG). 


y todo entero n tal que x" =e es múltiplo de 0. 

En este caso, gr(x) es finito y está formado por los elementos: e, x, 1%, ..., x%-, 
cuyo número es (. Se dice entonces que x es de orden «. 

En virtud de la importancia de los ejemplos 1) y 2), daremos las siguientes 
definiciones: 


DEFINICIÓN 11.4.4 


El elemento x del grupo G es de orden infinito si el homomorfismo 
nox 


de Z en G es inyectivo, es decir, si los (x”),ez son distintos, dos a dos. 

En caso contrario, el elemento x es de orden finito. Su orden 
es entonces el entero w > 0 tal que el núcleo del homomorfismo ni>x" 
de Z en G es wZ; w se puede definir también como el menor de los enteros 
m > 1 tales que x" =e. 


Más adelante utilizaremos el siguiente resultado: 
PRroPOsIcIÓN 114.3 


En un grupo G, sean x e y dos elementos de órdenes respectivos « y f. 
Si a y B son primos entre si, y si xy = yx, entonces el orden y de 


xy es: y =0uB. 
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Demostración 


a) De la hipótesis xp = yx, se deduce 


WmeZ (xy) =x"y”. 
luego 
(y) =y =€, 


por lo que y es múltiplo del orden de xy. 
b) Recíprocamente, sea meZ tal que (xy)” =e. Se deduce: 


(y? =e=xP y? =P. =x0, 


luego mf es múltiplo del orden « de x. Puesto que « y $ son primos entre sí, m es 
múltiplo de «. Se demuestra análogamente que m es múltiplo de $: y dado que 
«a y B son primos entre sí, m es múltiplo de y. c.q.d. 

3) Sea E un conjunto no vacío, y G un subgrupo de Gá (a G se le denomina 
grupo de permutaciones de E). Para toda parte no vacía A de E, el conjunto G, de 
las fe G tales que f(4) = A, es un subgrupo de G. Para todo ae E, el conjunto 
G;. es un subgrupo de G, designado a veces por G,, y denominado subgrupo de iso- 
tropía de a. 

Para toda parte no vacía A de E, el conjunto de las fe G tales que, para todo 
ae A, f(a) = a, es un subgrupo H, de G,: es la intersección de los (Ga)aex- 

El lector deberá tener cuidado en no confundir H, y G,: A es invariante glo- 
balmente para todo elemento de G,, e invariante punto a punto para todo elemento 
de H, (cf. $ 8). 

Hagamos B= E”, A. La aplicación p : H, > Sp, que, a toda fe Ha, le asocia 
su restricción a B, es un isomorfismo de H, en Sp. 

En particular, tomando E =NF y B=Nf, con p <n, se ve que GS, se iden- 
tifica canónicamente con el subgrupo de las permutaciones de E que dejan fijos 
cada uno de los enteros p +1, p+2,...,n. 


Grupo producto 
TEOREMA 11.4.4 


Sea (G;);e, una familia de grupos. Dotemos al conjunto producto G = YT Gi; 
de la siguiente ley interna: E 


si x=(XDdier Y Y= Obier> xy = (Xididier- 


Entonces G es un grupo. 


LELONG 1-5 
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Demostración. Si e, es elemento neutro de G,, e = (e;);¿, es elemento neutro 
de G. La asociatividad de G resulta de la asociatividad en cada G,. El inverso de 
x= (Xúhier €s (Xi Dier- 0.q.d. 


DEFINICIÓN 11.4.5 


Al grupo G = |] G,así definido se le llama grupo producto de la 
familia (Gjer. 


Sea p,:G —>G, la ¡ésima proyección (cf. Cap. 1) tal que, si 
x= (Xhier+ PO) = Xi 
pi es un homomorfismo epiyectivo cuyo núcleo es isomorfo al grupo II G,. Sea 
q :G,>G la inyección tal que 


q(x) = Oier> con y); 


qy es un homomorfismo, que con su ayuda es posible identificar G, con un sub- 

grupo de [| G,. Se tiene, evidentemente, p;0p¡=piw pio p,=Cte=e, si 
tel 

¡4 Jj, pio q, = aplicación idéntica de G,, y po qy4=€; si i 4 j. Finalmente, sea 

H un grupo y f: H>G un homomorfismo. Los p, o f son homomorfismos de 

H en G,, y para todo x€ H, se tiene 


SF) = (mo fDier - 


Vemos, pues, que el conocimiento del homomorfismo f es equivalente al de la familia 
de homomorfismos p,of: H->G, (i¡el). 


En particular, cuando G, =G para todo ¡el, el grupo producto [] G, se 
iel 


identifica con el grupo de las aplicaciones de Y en G definido en el $ 3, y se le 
designa también por G”. 


$ ILS GRUPO COCIENTE EN EL CASO ABELIANO 


Los grupos abelianos forman una clase muy estable de grupos: un subgrupo 
de un grupo abeliano es abeliano, un producto de grupos abelianos es abeliano. 
Para los grupos abelianos vamos a estudiar especialmente el cociente de un grupo 
por un subgrupo, que es otra operación respecto de la cual la clase de los grupos 
abelianos es estable. 
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Designemos por G un grupo abeliano, que escribiremos aditivamente, y por H un 
subgrupo de G. Introducimos una relación binaria entre los elementos x, y de G, 
designada por 

y e Sis x=y (8H). 
con la siguiente definición: 
(1) (x= y (1) => (x- yeH) 


Demostraremos que esta relación es una relación de equivalencia en G, compatible 
con la ley de grupo de G. 

Se tiene x —x =0€ H, de donde x = x (H) para todo x. 

Para todos x,yeG :x—yeH=>y>—=x=-—(x— y) H (puesto que H es 
un subgrupo), de donde 


Xx 


y(H)=>=y=x (HD): 
y para toda terna x, y, 76 G: 
(x-yeH y y-2EH) > (x-2=x-y+(9-2)€H) 
puesto que HH es estable. De donde se sigue la transitividad, y (1) es una relación 


de equivalencia. Si x" =x(H) e y =y (H), vemos que x' + y" =x + y (1); 
se tiene: ' + y! —(x+y)=x'" —x + y' — y ya que G es abeliano, y 


Y =xeH. y —veH. 


luego x — x + y' — y € H puesto que HH es estable. Luego (1) es compatible con 
la adición de G, 

Recíprocamente, sea 2 una relación de equivalencia en G, compatible con la 
adición de G, y designemos por H la clase de equivalencia de 0. Vemos que HH es 
un subgrupo y que las relaciones xR y y x= y (H) son equivalentes: 

Sea x un elemento de H: se tiene x2 0, de donde, puesto que % es compati- 
ble con la suma: 

(+ZIYR (A), O0R(X) A (RO, luego: —xEH. 

Si x, y son dos elementos de HH, se tiene: x2 0, y 2 0, de donde por la compa- 
tibilidad de 2 : (x + y)R(0 + 0), es decir, x + ye H, y queda así demostrado que 
H es un subgrupo. 

Sean finalmente x e y dos elementos de G. Puesto que % es compatible con la 
adición, las relaciones x% y y (x — y)2(y — y) son equivalentes, de ahí la última 
de nuestras afirmaciones. En resumen hemos demostrado: 


TEOREMA 11.5.1 


Sea G un grupo abeliano y H un subgrupo. La relación x = y (H) es una 
relación de equivalencia en G compatible con la adición. Reciprocamente, 
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toda relación de equivalencia compatible con la adición en G es de esta 
forma y H es la clase del 0. 


Notación. Si H es un subgrupo del grupo abeliano G, designaremos por G/y 
el conjunto cociente de G por la relación de equivalencia: 


x=y(H). 


Designaremos por p:G->G/g a la aplicación canónica. 
Según las generalidades del $ 1, se puede dotar a G/¿y de una ley cociente (que 
designaremos también por el símbolo +), definida por las relaciones siguientes: 


0) Si XeG/g y YeG/p. xeX y yeY, 


se tiene X+Y=p(x + y) 


(según el $ 1, p(x + y) sólo depende de X e Y). 
Se tiene, entonces, el siguiente teorema: 


TEOREMA 11.5.2 


Con las notaciones anteriores, la ley cociente definida en G| y dota a este 
conjunto de una estructura de grupo abeliano. 


A este grupo se le designa por G/ yy y sele llama grupo cociente de G por H. 


Demostración. 


— Asociatividad. Sean Xe G/y, YeG/H, Ze Glg, xeX, ye Y, zeZ. 
Se tiene 


(+ Y) + Z=p(x + y) + p(2) = p((x + y) + 2) 
= p(x + (y + 2)) = p(x) + p(y +2) 
=X+(Y +2), 


en virtud de la asociatividad de la suma en G. 

— Conmutatividad. Resulta igualmente de la conmutatividad de la suma en G. 

— Elemento neutro. Sea O = p(o), en donde o es el elemento neutro de G. 
Si XeG/H y xeX, se tiene X + O = plx + 0) = p(x) = X, luego O es neutro 
en G/H. 

— Elemento opuesto. Sean Xe G/y y xeX. Se tiene 


X + p(— x) =p(x) + p(— x) = plx + (— x)) = p(0)=0, 
luego p(— x) = — X. c.q.d. 
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Así vemos que la propiedad de los grupos de ser abelianos, que se conserva 
por paso a un subgrupo o al producto de varios grupos, se conserva también por 
paso al cociente. 

Tomemos de nuevo el grupo abeliano G y el subgrupo H. Entonces la aplica- 
ción canónica p : G > G/|g es un homomorfismo de grupos, según resulta de (2). 

El núcleo de p es evidentemente H. Por aplicación del teorema 11.1.2, se ob- 
tiene el siguiente teorema, que es un caso particular del teorema 11.6.2. 


TEOREMA 11.5,3 (Descomposición canónica de los homomorfismo de grupos.) 


Sean G un grupo abeliano, L un subgrupo cualquiera, y f : G > L un homo- 
morfismo de grupos. Se designa por H el núcleo de f, por p :G > G/H 
la aplicación canónica, por j:f(G)>L la inyección canónica y por 
F:Glg —>F(G) la biyección canónica. Entonces f(G) es un subgrupo de 
L, y f es un isomorfismo del grupo cociente G|y en el grupo f(G): 


G É 
, | 
F 
G/p FG) 


Ejemplos 


1) Sea a un entero > 0 y aZ el grupo de los enteros relativos múltiplos de a. 
Al grupo cociente Z/¿z se le llama grupo de los enteros módulo a. 

Designaremos por y :Z —>Z/gz al homomorfismo canónico. 

Probaremos que la restricción y. de y al conjunto N,., es una biyección: para 
Ae€Zlgz y mea, la división euclídea de m por a da: 


m=aq+r, 0O<r<a. 
Puesto que ag € az, y que aZ es el núcleo de y, se tiene: 
im) = lag) + 100) = 10) - 
Luego y, es epiyectiva. Además, la relación y,(r,) = zara) implica 
xr, —12)=0, r,—rzeaZ, de donde 1, ="2 


puesto que 0 <r, <a—1y0<r¿<a-—l; luego y, es inyectiva. 
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De esto resulta que Z/¿¿7 posee a elementos, a saber z(0), z(D), ..., yla — 1). 
Por ejemplo, la tabla del grupo Z/4z (en donde, para abreviar, hemos designado 
z(u) por 1) es la siguiente 


Dll tol 1 
—| Ol tl tol 
tul =1 Ol us] 


0 
1 
al 
3 


(en la intersección de la línea 7 y de la columna j figura el elemento ¡+ 7). 

Ahora vamos a determinar los generadores de Z/,¿z, es decir, los elementos 
XeZ/gz tales que gr(X) =Z/gz; y(1) es un generador de Z/¿z, luego X es un 
generador si, y sólo si, existe un neZ tal que n-X = y(1). Haciendo X = y(x), 
la relación nX = y(1) equivale a la congruencia entre enteros nx = 1 (a). Luego y(x) 
engendra Z/¿z si, y sólo si, existen enteros n y p tales que 


nx+pa=l. 


Según el teorema de Bezout, esto significa que x y a son primos entre sí. Luego, 
los generadores de Z| ¿q son los elementos y(x), en donde 0 < x < a — 1, y en donde 
Xx es primo con a. 

2) Sea xeL, en donde L es un grupo cualquiera (denotado multiplicativamente). 
Designemos por y el homomorfismo de Z en L definido por y(n) = x”; si x es de 
orden infinito, y es inyectiva, y gr(x) es isomorfo a Z. Si x es de orden finito w > 0, 
el núcleo de y es wz. Según el teorema 11.5.3 se tiene la descomposición canónica 
de y: 


z —LE->K 
loz gr (x) 


en donde y es un ¡somorfismo de grupos. 
De lo que resulta que gr(x) es isomorfo a Z/.z- 


DEFINICIÓN 1L.5.1 


Sea L un grupo. Si existe un x€ L tal que gr(x) =L, se dice que L es 
cíclico, engendrado por x. 
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Un grupo cíclico es, pues, isomorfo a Z, o bien a 
Zloz. con weN*. 


3) Sea U el grupo multiplicativo de los números complejos de módulo 1. La 
aplicación f, :0+> e" de R en U es un homomorfismo de grupos epiyectivo, cuyo 
núcleo es el grupo 21Z de los múltiplos enteros de 2. Igualmente, para todo nú- 
mero real a % 0, la aplicación f, :0+> e*'” es un homomorfismo epiyectivo, cuyo 


2, 
núcleo es "a Aplicando el teorema II. 5. 3 vemos que el grupo R/7,, es isomorfo 


a 
al grupo U. 
Recíprocamente, se puede probar que todo homomorfismo no constante y con- 
tinuo de R en U es de la forma f, para un número real a % 0 (cf. tomo 2). 
* 4) Sea G un grupo cíclico, designado multiplicativamente, cuyo x es un ge- 
nerador. Si el orden de x es infinito, G es isomorfo a Z, del cual conocemos 
los subgrupos y los grupos cocientes. Si no, sea «» el orden de x, y y :Z >G el 
homomorfismo canónico, que se factoriza en 


5) 


Z 5 Zloz 6; 
en donde y es un isomorfismo. 

Sea, entonces, H un subgrupo de G; la imagen recíproca y”(H) es un subgrupo 
de Z, por lo tanto un grupo de la forma dZ. Puesto que dZ > wZ, d divide a . 
Pero (al ser y epiyectiva) y(y(4)) = H, luego H está formado por los elementos 
x", nez. Esto prueba, ante todo, que H es cíclico, engendrado por x*. Entonces, 
aplicando 11.5.3, se observa que H es isomorfo al grupo cociente dZ/,,,z. Para estu- 
diar este cociente, consideremos la aplicación 1+> nd, que es un isomorfismo de Z en 
dZ, y la imagen recíproca de wZ por este isomorfismo es +2 Luego dZ/,,z es 
isomorfo a Z/ o, y esto prueba que el orden de x* es = . 

q> 

Consideremos ahora con las notaciones anteriores, el grupo cociente G/pg: es 
cíclico, engendrado por la clase de x, que designamos por X. La relación X” = (ele- 
mento neutro de G/¿7) equivale a: x” e H, o sea n es múltiplo de d. Dicho de otra 
manera, G/p es cíclico de orden d. 

5) Consideremos de nuevo el grupo U del ejemplo 3), y sea f:Z—>U un 
homomorfismo; f(Z) es un grupo cíclico engendrado por ¿=f(1). Con pre- 
cisión, existe un número real a € [0, 2x1] tal que ¿ =e'* (cf. ejemplo 3)), y se tiene 
entonces f(n) =e*"", para todo entero n. Se presentan, pues, dos casos: 

1.2 Si ae 20 (subgrupo de R formado por los múltiplos racionales de 2x7), 
el núcleo N de f no está reducido a (0), y N = dZ para un entero d > 0. Luego ! es de 
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orden d, la relación [” = 1 equivale a: n es múltiplo de d, y f(Z) es isomorfo aZ/¿z. 
Se dice que Í es una raíz primitiva d-ésima de 1. 

2. Si ag2x0, f es inyectivo, y f(Z) es isomorfo a Z. 

Recíprocamente, si £ es un elemento de orden d de U, el subgrupo engendrado 
por ¿ en U es finito, contiene d elementos y es isomorfo a Z/¿z. Veremos más ade- 
lante que todo subgrupo finito de U es de esta forma. 

Un teorema importante que concierne a los grupos cíclicos finitos es el siguiente 
(generalización del ejemplo 1): 


TEOREMA 11.5.4 


Sea G un grupo (designado multiplicativamente, y con elemento neutro 
e) cíclico finito, de cardinal n > 2, y engendrado por x. Entonces para 
todo «EZ, el orden d de x” es igual a 


n' = n[mcd(a, n) 
(med(<, n) designa aquí al entero > 0). 


Demostración. 


a) Sea a' = afmed(x, n); entonces (x*)"" = x"" = e, luego n' es múltiplo de d. 

b) Hagamos d = medí=, nm), entonces a =x'9, n=m0, y «' y n' son primos 
entre sí. 

Si el entero m es tal que (x“)” = e, se deduce: 


am = 0 mod (n) de donde x'm 


0 mod (1) . 


Puesto que a' y n' son primos entre sí, esta última relación implica: 
m =0 mod(»'). c.q.d. 


$ IL6 GRUPOS CUALESQUIERA: 
CLASES, SUBGRUPOS NORMALES. 
COCIENTE 


Sea G un grupo (designado multiplicativamente), y H un subgrupo de G. Se 
pueden definir dos relaciones de equivalencia vinculadas con H, que relacionan 
los elementos x e y de G: 

— la relación: xy€ H, a cuyas clases se les llama clases por la derecha mod(H); 

— la relación: x* ye H, a cuyas clases se les llama clases por la izquierda mod(H). 
(Dejamos al lector el trabajo de demostrar que son relaciones dc equivalencia.) 
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1) Designamos por (G/) y (G/py), al conjunto de clases por la derecha y 
al conjunto de clases por la izquierda. Sea A la biyección xH»=x"* de G en G. Si 
xy e H, se tiene yx! e H, es decir, A(y")A(x) e H, o 


(9) 40H. 


Luego la imagen por A de la clase por la derecha de x mod(H) es la clase por la 
izquierda de A(x) mod(H); luego la imagen por A de toda clase por la derecha 
[resp. por la izquierda] es una clase por la izquierda [resp. por la derecha]. Dicho 
de otra manera: la aplicación xH> A(x) induce una biyección de (G/H)a en (G/H),. 

En particular, si uno de estos conjuntos es finito, el otro también lo será, y ambos 
tendrán el mismo número de elementos. A este número se le llama índice de H en G 
y se designa por [G: H]. 

Nota. [G :fe)] es, precisamente, el cardinal [G] de G siempre que G sea finito. 

Para cada una de estas relaciones de equivalencia, la clase del elemento neutro 
e de G es H. Sin embargo, en general, ninguna de estas relaciones es compatible 
con la ley de G. 

Analicemos, por ejemplo, bajo qué condición es compatible la primera relación. 

Si xxteH e yy € H, deberá verificarse x'y'(xy)” e H, luego 


(1) xyy!x!teH. 


En particular, si hacemos x” = x e y e H, y' = e, vemos que para todo x, € G y todo 
y,€H se debe tener: x, y, xy * € H. Recíprocamente, si se satisface esta relación, 
se satisfará (1), pues: 

1 


yy Ea, 


CRE AE ado 


La relación: 
«para todo pe H y todo x€ G, xyx1e H» 


es equivalente a: 


«para todo ye H y todo x€G, existe un ze H tal que xy = zx», 
por lo tanto 


«para todo x € G, la clase por la izquierda de x coincide con la clase por la dere- 
cha de x». 
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Resumiendo, podemos enunciar: 


TEOREMA 11.6.1 


Sea H un subgrupo de G. Para que la relación de equivalencia 
xy" eH (resp.x”* ye H) 


sea compatible con la ley de G, es necesario y suficiente que la clase por 
la izquierda de cualquier x e G coincida con su clase por la derecha, o tam- 
bién que, para todo x€ G, el automorfismo interno y => xyx"* deje inva- 
riante a H. 


En relación con esta propiedad se establece: 


DEFINICIÓN I1.6.1 


Á un subgrupo H de G que verifica las condiciones de 11.6.1 se le llama 
subgrupo distinguido, invariante o normal de G. 


Ejemplos 


1) Sean G, y G, dos grupos, de elementos neutros e, y €, y f: G, > G, un 
homomorfismo. El núcleo N de f es un subgrupo normal de G,; en efecto, para 
xEG, e yen, se tiene 


SD) = A IO) SAD) e 0) = (0) JA) =/(e,) =€, - 


En general, la imagen recíproca de un subgrupo normal de G, por f es un subgrupo 
normal de G,. Por el contrario, la imagen directa por f de un subgrupo normal de G, 
no es, en general, un subgrupo normal de Ga 

2) Sean G, y G, dos grupos, y G=G, x G, el grupo producto. Identifique- 
mos G, con G, x fe,); sea y € G, y u =(a, b) e G. Se tiene 


uyu"* = (aya”*,be,b7*) = (aya *.e,)€6G,. 
Luego G, es un subgrupo normal en G, X Ga. 
3) Si (H,)¡c, es una familia de subgrupos normales de G, el grupo 


H= NH, 


iel 


es normal, y el grupo engendrado por JJ A, es normal. 
¡el 
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Cuando H es normal en G, se puede definir una ley cociente en el conjunto 
de las clases (por la derecha o por la izquierda) mod(H). Exactamente como en 
la demostración de IL.5.1, se demuestra que esta ley es una ley de grupo, y que 
el homomorfismo canónico de G en este cociente tiene a H por núcleo. De donde 


DEFINICIÓN 1.6.2 
Si H es un subgrupo normal de G, se llama grupo cociente de G 
por H, y se designa G| y, al conjunto de las clases mod(H) provisto de 


5 la ley cociente de la de G. 


Además, se deduce del teorema 11.1.2 el teorema general de homomorfismo para 
grupos. 


TEOREMA 11.6.2 


Sean G, y G, dos grupos, f : G,— G, un homomorfismo, y N el núcleo 
de f. Sea 


6, ———— 6, 
Pp j 


Gn —— £(G) 


la factorización canónica de f, en donde p es la aplicación canónica, f la 
biyección canónica y j la inyección canónica. Entonces p y j son homo- 
morfismos, y f es un isomorfismo del grupo cociente G,[N en el subgrupo 


KG). 


Ejemplos 


1) Sea H un subgrupo normal de G y p:G-—>G]y la aplicación canónica. 
Sea L un grupo y f : G/4 — L un homomorfismo. 

Entonces fo p es un homomorfismo cuyo núcleo contiene a H. Recíproca- 
mente, sea g : G-—> L un homomorfismo de núcleo N con H< N. Toda clase de 
G mod(N) es reunión de clases mod(H), luego el valor g(x) es constante en toda 
clase mod(H). Para X e G/p, designamos por f(X) el valor común de los g(x) para 
€ X. Es evidente que 


g=f>p, 
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y que esta relación define a f de forma única, y además f es un homomorfismo. En 
resumen: 

Para todo homomorfismo g : G-> L, cuyo núcleo contenga a H, existe un único 
homomorfismo f :G|y > L, tal que g=fo0 p. 


2) Sea G un grupo, y sea Aut(G) el grupo de los automorfismos de G. Recorde- 
mos que para todo x € G, la aplicación 0, : p+> xyx =0,(y) es un automorfismo, 
y que a estos automorfismos se les llama automorfismos internos de G. 

La aplicación o : xtb> 0, de G en Aut(G) es un homomorfismo. En efecto, 


Oz, (4) = Xx, x3 4x3! xx]! =0,, 00, (U) ,- 
de donde 0; ., =0,,, 0 0, La imagen 9(G) de o es el subgrupo de los automorfis- 
mos internos. El núcleo C de a es el conjunto de los x e G tales que para todo y e G, 
se tiene: xyx"! = y. o sea, xp = yx. Es, pues, el conjunto de los x € G que conmu- 
tan con todos los elementos de G. A este grupo C se llama centro de G; puesto 
que C es el núcleo de o, C es normal, e 9(G) es isomorfo al cociente G/c. 


$ 1.7 GRUPOS FINITOS. GRUPO SIMÉTRICO 


Si G es un grupo finito, todo subgrupo H de G es finito y de índice finito (cf. $ 6, 
inicio). Se tiene entonces el siguiente: 


TEOREMA 11.7.1 


Si G es un grupo finito y H un subgrupo, se tiene (designando siempre el 
índice de H en G por [G: H] y el cardinal de G por [G]). 


[6] = [G : H].[H] . 
Demostración. Consideremos, por ejemplo, el conjunto [G/ ¿y], de las clases por 
la derecha. Si X e [G/ yl. y xe X, la aplicación y : ht hx, de H en G, tiene su 


imagen contenida en X y es inyectiva. Además, si x' € X, se tiene: 


xx leH, 


luego existe un h € H tal que x” x = p(h), luego y es una biyección de H en X. 
(No depende del hecho de que G sea finito.) Se deduce que todas las clases por 
la derecha tienen el mismo número de elementos, igual a [H]. c.7.d. 
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COROLARIOS 


1) Si H es un subgrupo de G y K es un subgrupo de H, se tiene: 
[G:K]=[G: H][H:K]. 


(Esta fórmula es igualmente cierta si se supone únicamente que [G : K] 
es finito.) 

2) Si G es un grupo finito, y x es un elemento de G, el orden de x 
divide a [G]. En particular, si hacemos n = [Gl], tenemos: x" = e. 


Demostremos la relación [G : K] = [G : H] [H : K] suponiendo tan sólo que K es un subgrupo 
de índice finito de un grupo cualquiera G, y que el subgrupo H de G verifica K< HS G, Sea 9g 
(resp. Y ;y)el conjunto de las clases por la izquierda de G mod (K) [resp. mod(H)], y sea Y yy, x el con- 
junto de las clases por la izquierda de H mod(K). Se tiene ante todo: Y yx < Y y. 

Para cada y € 9 y sea €, el conjunto de los c e 9 y tales que c< y; se tiene: Eg = Gu, x, y Cs 
claro que los(8,), ¿ y, forman una partición de Gx. 

Por otro lado, el cardinal de cada conjunto $, es igual a [H : K] = card (9y x); (en efecto, si 
x es un elemento cualquiera de y, la aplicación h|> xh, H =>) es una biyección de H en y, que 
define una biyección de Y;;,x en €). 

Del hecho de que los (8,),.4,, tengan todos el mismo cardinal [H : K], de que formen una 
partición de Y x, de que card (£x) = [G : K] y de que card (94) = [H : K], se deduce: 


[G:K] =[G: H][H :K]. 
Grupos de permutaciones de un conjunto finito con n elementos 


Designamos por N£ al conjunto (1, 2, ..., a) de los n primeros enteros. El grupo 
6, de las biyecciones de N* en MF tiene n! elementos. A veces será cómodo 
designar a una permutación d € S, por medio de la tabla de sus valores, o sea: 


_ 1 A 
"E Xan) 00)... am)" 


La permutación idéntica se designará por e,; el producto d o 7 de dos permuta- 
ciones se designará simplemente por or o por 0-7. 
—Sea m> n. La observación siguiente nos servirá en el futuro. Hemos visto 
($ 4, ejemplo 3) que la aplicación jan: Sh > Sm» tal que j.,»(0) coincide con o en 
N* y deja fijos los restantes elementos de M£, es un homomorfismo de grupos inyec- 
tivo, cuya imagen es el subgrupo de S,, formado por las permutaciones que dejan 
fijos n +1, n+2,...,m. En particular 


imnken) = €m- 
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— Para n > 3, S, no es abeliano, puesto que contiene a S¿ y Sy no es abeliano, 
según lo demuestran las relaciones siguientes (cuyas primeras definen a 0, y a 02): 


IR O E (123 Jue a 
ateo A a) 89 93 eS 2 17 


— Sean ¡,jeNÉ, i <j. Llamaremos trasposición de i y j al elemento 7;, de S, 
definido por 


UDS UD = il, Y TO =k para kzikAj. 


Una trasposición es de orden 2. Es claro que, para m> M, jm n(T;) =Tj. (Para 
la cuestión de notaciones ver más arriba.) Se tiene entonces: 


TEOREMA 11.7.2 


Si n > 2, el conjunto de las trasposiciones de S, es un sistema de gene- 
radores de 3. 


Demostración. Para n= (e, Tia). Supongamos cierto el teorema para 


el entero n— l, y sea 0 eS,. 


Primer caso: o(n) = n. En este caso, la restricción o” de o a N%_, es un elemento 
de 3,,-,. Por la hipótesis: de recurrencia, existen trasposiciones 7”,, ...,7', de Sp-, 
tales que 0" =7'1'2...T p. Sea 7, = j,-1..(7,); entonces 7, es una trasposición de 
S, y se tiene y Sitio 


Segundo caso: a(n) =q <n. Hagamos: T Tp, Y Y =71:0. 
Se tiene: y(n) = r(0(1)) = 1(q) =n. Según el primer caso existen trasposiciones 
. T, tales que y =T, ... Tp, de donde 


T.0=Tp...Tp, 0=T.T,...T,. C.q.d. 


La descomposición de 6 € S, en producto de trasposiciones no es única. Sin 
embargo, la paridad del número de estas trasposiciones, para o fijo, está bien deter- 
minada; es lo que vamos a probar y precisar, introduciendo la noción de signatura 


DEFINICIÓN 11.7.1 


Para toda permutación Ge 6,, se llama signatura de o, y se designa 
por s(0), al número 


T_ (60) - 50) 
$ EZ 
? TT G-5) 
$ 1< ¡<j<n 
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Designamos por T, al conjunto ((i, j)| (i, j)eNf x NNF e ¡<jj por d = 
=((i,i)Dheien a la diagonal de NM x Nf, y por K, al conjunto 
(NE x NE) A. 
Para toda permutación p€S,, definimos las aplicaciones 
Ll Ta > Ko y 9 T,>T, 
por medio de las fórmulas: 
SAG) = (PDD). 
AG 7) > ja si p()<plj). 
(POD.PO) si pm > pj). 


f, es una inyección y g, es una biyección. Reordenando el conjunto 7, por medio 
de y,, se tiene: 


aL, 0 = PU) [_G=p 
ap) = LE: a - - = (- pr bern == 1, 
Al, =D ie 
ie Ta (ip) E Tn 


en donde N es el conjunto de los pares (i, j) tales que p(i) > plj) e i <j («número 
de inversiones» de p). 

Si designamos por /' al grupo multiplicativo de los números [ —1, + 1), aca- 
bamos de ver que e envía 3, a /”. Con más precisión: 


TEOREMA 11.7.3 


La signatura e es un homomorfismo del grupo S, en el grupo multipli- 
cativo T =([— 1, + 1). 


Demostración (*). Conservamos las notaciones anteriores. Sean o, peS,. Por 
definición se tiene: 


«op)= TI opti) — api) _ nl opli) — pj) PD Pc) 


yen PEE AO =D Y ij 
apli) — opt) 

= A : ÁAj= —_—— 
s(oJ4.. on A. = Up 


(*) Si se analiza la demostración a fondo, el lector verá que consiste en establecer la propiedad 
siguiente: la signatura £(0) no depende del orden total elegido en el conjunto finito Ni para calcularla. 
e(o) depende sólo de a y de n= card (Nf). Para una definición correcta del cardinal de un conjunto 
(cf. [4)). 
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Para ¡,jeN£, ¡4 j, escribimos S((i,j)) A y es: 


(0) S((i,)) = S(, D) - 


Se puede escribir: 


A, = I S(L(. 5) : 


i<j 


luego (en virtud de (1), 4, = =u S(ga(i,j)), y dado que g, es una biyección de 
Ta en: Tos 
0 - 


- 156) - 1 0-0 ao). 


i<j 


Resulta, pues: s(op) = s(0)(p). c.q.d. 
Si n > 2, e es epiyectiva, ya que e(7?,) =— 1. El núcleo de e (conjunto de los 
0€S, tales que s(0) = 1) es un subgrupo de S,, que se designa por Á,,. 


DEFINICIÓN 11.7.2 


Al grupo A, formado por las permutaciones 0 € S, tales que e(0) = + 1 
se le llama grupo alternado de n elementos. A los elementos de A, 
se les llama permutaciones pares, a los elementos de Gm A, se les 
llama permutaciones impares. 


Á, es normal en S,, y el grupo cociente S,/ y, es isomorfo a PT=(-1,+1; 
se tiene pues 


Probaremos ahora que toda trasposición es una permutación impar. 

Sean ¡ < j y 7 la trasposición de S, definida sobre (i, jj. Los pares (k, 1) tales que 
T(k) > Y(l) y k <l son: 

— los pares (i, k) con k < j, en número de j—i; 

— los pares (k, j) con ¿ <k <j, en número de ¡—i—1. 

En total tendremos 2(¡ — i) — 1 pares, y este número es impar, de donde resulta 
nuestra afirmación. 


Consecuencia. Descomponemos gd € S, en un producto de trasposiciones: 


TR 
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Se tiene: 
elo) = (11) (13)... alt) = (19, 


luego la clase de p (mod 2) está bien determinada: p es par o impar según que o sea 
par o impar. 


$ IL8 GRUPO QUE OPERA SOBRE UN CONJUNTO 


En este $, todos los grupos que intervengan se designarán multiplicativamente, y designare- 
mos por e a su elemento neutro (salvo mención expresa). 


DEFINICIÓN 11.8.1 


Se dice que el grupo G opera por la izquierda sobre el conjunto E, si se ha dado 
una ley externa por la izquierda sobre E, de dominio G, a saber 


(gx) > gx (geG,xeE), 
que verifica las condiciones: 


(G;) para todo g,, g,€G y todo x EE, (8, 81)-x = 8(82:X) 
(Gy) para todo x€ E, e-x=x. 


Se podría definir análogamente un grupo G que opera por la derecha sobre el conjunto E, dando 
una ley externa por la derecha (x, g) => x-g en E, tal que 


x(91:92) = (x91)92 y xe=x para xeE, 9986. 


En lo que sigue nos ocuparemos esencialmente de los grupos que operan por la izquierda sobre 
un conjunto. 

Designemos por Sz al grupo de las biyecciones de E en E; fijemos g € G, y sea 7, la aplicación 
x > g-x de E en E. En virtud de (G,) y (G,) se tiene: 


(ty 1 979) (x) = 9 gx) = (97 *-9)x =e-x=x= (1,07,-1)(x)- 


Luego 7, y 7T,-, son biyecciones inversas la una de la otra. 
Además, si g,, 82 € G, 


(Ty, 9 74) (1) = gu(92:x) = (91 92):X = Tgrg,() - 


En otras palabras, /a aplicación g>T, de G en Sg es un homomorfismo de grupos. Recíprocamente, 
si gH-7, es un homomorfismo de G en Ss, la ley externa por la izquierda en E definida por 
(8, x) > Tx) =8»x hace operar a G por la izquierda sobre E. De donde: 


11.8.1 Dar una operación por la izquierda (g, x)-> g-x del grupo G sobre el conjunto E equi- 
vale a dar un homomorfismo g+-»T¿ de G en Sg, definido por t/(x) = g-x para ge G y 
x€eE. 


LELONG 1-6 
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Subgrupo de isotropía. Órbitas 


Sea G un grupo que opera por la izquierda sobre E, y sea a € E. El conjunto G, de los ge G 
tales que g.a = a es un subgrupo de G, pues, si g1, g, € Ga, se tiene: 


9192€ 6, 
según (Gy); y si g € Ga, se tiene 


g.a=g Ug.a)=(g 'ga=e.a=a 


según (G,), de donde g”*e G,; finalmente, G, es no vacío, ya que (según (G;)) e € Ga. 
DEFINICIÓN 11.8.2 


Si el grupo G opera por la izquierda sobre el conjunto E, al subgrupo G, de los ge G que 
dejan fijo un elemento ac E se le llama subgrupo de isotropia de a. 


La relación binaria definida en E por: 
«existe un geG tal que y =g.x» es una relación de equivalencia. 


En efecto, es reflexiva, según (G;). Según (Gy), » = £.x implica 


g Ug.x)=e.x=x, 


luego la relación es simétrica. Finalmente, si y =g.x y z =h.y(g € G, he G), se tiene: 
2 =h.(g.x) = (hg).x, 


luego la relación es transitiva. Podemos enunciar: 


11.82 Si el grupo G opera por la izquierda sobre el conjunto E, la relación «existe g € G tal que 
y = g.x (x, y € E)» es una relación de equivalencia sobre E, cuyas clases se llaman 
órbitas de E según G, o G-órbitas de E. 


DEFINICIÓN 11,8,3 


Se dice que G_ opera transitivamente sobre E si el número de órbitas según G es 
igual a 1; en otras palabras si, para todo x € E y todo y € E, existe un g € G tal que y = g.x. 
En caso contrario, se dice que G opera intransiticamente sobre E. 


Vamos a interesarnos ahora por los subgrupos de isotropía de los elementos de una órbita 
fija. Precisemos que dos subgrupos H, y H, de un grupo G son conjugados si se transforman el 
uno en el otro por medio de un automorfismo interno de G; en otros términos, si existe uno e G 
tal que H, =0 "Ho, 
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TEOREMA 11.8.3 


Sea 2 una órbita según G, el grupo G opera por la izquierda sobre el conjunto E. Si ae Q 
y beQ, los subgrupos de isotropía G, y Gy son conjugados en G. 


Demostración. Sea o € G tal que b =0-a. La relación g-b = b (g e G) equivale a: (g-0)a =0-a, 
o aún a (07 g0)-a = a. 

Esto demuestra que la aplicación g +>07!g0 es una biyección de G, en Ga, es decir que: 
G, =07Gya.]) 


Nota. Decir que G, es un subgrupo normal de G significa que G, = G, para todo ae Q y 
todo b € 2, o también, que toda aplicación 7, que deja fijo un punto a de 2 se reduce a la identi- 
dad en 2. 


TEOREMA 11.8,4 


El grupo G opera por la izquierda sobre el conjunto E, 2 es una órbita según G, y ac, 
Para todo x € £Q, designamos por C, al conjunto de los a € G tales que 0.a = x; la apli- 
cación x +» Cz es una biyección de 2 en el conjunto de clases por la izquierda de G según 
el subgrupo de isotropía Ga. 


Demostración. Para todo x€/42, sea oye G un elemento particular tal que 


074 = 


La relación 0-a =x (en donde d € G) se escribe 0-a = a/a y equivale a (05*.0)a = a, es decir: 
970 € Gp. Las relaciones: 


«ceC,» y «0€0,:G,» 


son pues equivalentes, lo que prueba que C, =0/*G,. C.q.d. 
Aplicación 


Cuando la órbita £2 es un conjunto finito, el número entero card(£2) es igual al índice de Ga 
en G, o sea a [G : Ga]. De ahí la ecuación 


(1) card (2) = [G : Ga]. 


Hemos encontrado de nuevo el hecho de que [G : G,] es independiente de a € 2, que resulta tam- 
bién de 1L.8.3. 

Si el conjunto E es, a su vez, finito, cada órbita es un conjunto finito. Designemos por £ una 
parte de E que contenga un elemento y sólo uno de cada órbita. La ecuación (1), aplicada a cada 
Órbita, nos da la relación importante, llamada ecuación de clases: 


Q) card (E) = Y [G:G,]. 


ace 


(En efecto, card(E) es la suma de los card(£2) para las diversas órbitas según G, ya que estas órbitas 
definen una partición de E.) 
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Grupos que operan fielmente 
DEFINICIÓN 11.8.4 


Sea G un grupo que opera por la izquierda sobre un conjunto E. Se dice que G opera 
fielmente sobre E si las relaciones: 


0€6G, y 0.x =x para todo x€ E, implican: o = e. 


Equivale a decir que el homomorfismo g+> 7, de G en Sz asociado canónicamente a la opera- 
ción de G en £ es inyectivo. Cuando el grupo G opera fielmente sobre E, se puede identificar G 
con un subgrupo de Sy. 

Supongamos que G opera fiel y transitivamente sobre E; según la nota que sigue a 11.8.3, si E 
tiene más de un elemento y si existe un subgrupo de isotropía G, % sep, (a € E), Ga no es un sub- 
grupo normal de G; en particular si G es abeliano, todo subgrupo de isotropía se reduce a (e). 


Vamos ahora a aplicar a algunos ejemplos simples las nociones abstractas dadas anteriormente. 


Ejemplo 1. Extensión a las partes de E. Clases de p-transitividad 


Si el grupo G opera por la izquierda sobre el conjunto E, para toda parte A de E, y todo g € G, 
designemos por g.A = T/¿(A) el conjunto de los g.a para a € A. Se verifican trivialmente las condi- 
ciones (G,) y (G;), de forma que la ley externa A4> g.4, de dominio G, define una operación por 
la izquierda de G en 4(E), llamada extensión a 2(E) (de la operación por la izquierda de G en E). 
Si F designa una parte de 2(E), estable por la ley externa A >> g.A (dicho de otra manera: si F es 
una reunión de órbitas de 2(E) según G), la restricción a F de la ley externa define una operación 
por la izquierda de G en F. Por ejemplo, se puede tomar F = P (E), conjunto de las partes con 
p elementos de E (peN*). 

Se puede considerar también el conjunto 9,(E) de las aplicaciones inyectivas de Nj en E: se 
hace operar a G sobre 9, «por extensión» asociando, a todo elemento g € G y todo (X;, Xp, » .. Xp), 
de 9,(E), el elemento Or -- «..»Yp) € 9(E) tal que y; = g.x, para ¿=1,2,...,p. 

Al conjunto de las órbitas de 9, (E) según G se le llama conjunto de las losas de p-transitividad 
según G; y se dice que G opera p veces transitivamente sobre E, si G opera transitivamente sobre 
9p0E). 

Volviendo a la extensión global (de la operación de G sobre E) a 2(E), observamos que, para 
toda parte no vacía A de E, el grupo de isotropía Ga es igual al conjunto de los g € G tales que 1, 
deja a A globalmente invariante. 


Ejemplo 2 


Sea H un subgrupo cualquiera del grupo G. Hacemos que H opere por la izquierda sobre G por 
traslaciones por la izquierda, definiendo sobre G la ley externa de dominio H, por: 


(h,x) > h.x (heH,xeG). 


Es evidente que las órbitas de G son exactamente las clases por la derecha según H. Cuando G 
es finito la fórmula (2) se reduce a: 


[G] = [G : H][H] . 


(*) Aquí el autor utiliza «G opera propiamente» para indicar que «G opera fielmente» (def. 11,8.4) 
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Ejemplo 3. Clases de conjugación. Normalizador 


Hagamos que el grupo G opere sobre sí mismo por la izquierda por automorfismos internos, 
definiendo 


o:x=0x0"? para xeG,0e6G. 


A las órbitas de G según G se les llaman clases de conjugación de los elementos de G. 

Un automorfismo interno de G transforma un subgrupo en un subgrupo. Podemos por tanto 
considerar la extensión de esta operación al conjunto Y de los subgrupos de G. (Brevemente, se 
dice que se hace operar a G sobre 9 por automorfismos internos.) Al grupo de isotropía de un 
subgrupo H de G (considerado como elemento de 9) por la acción de G sobre Y, se le llama 
normalizador de H. Lo designaremos por N,,: es el conjunto de los elementos d € G tales que 
oHo*=H. 

Manifiestamente H < Ny y H es normal en Ny. Además, todo subgrupo G' de G en el que 
H< G' con H normal en G' es tal que G' < Ny. 

Cuando G es finito (en cuyo caso Y también es finito), la ecuación (1) da una expresión del 
número ;, de los subgrupos conjugados del subgrupo H: 


Ya = [G : Ny). 


Ejemplo 4. Descomposición de una permutación en ciclos 


Designemos por S, al grupo simétrico de orden n, formado por las biyecciones de Nf en sí 
mismo. Todo subgrupo G de €, opera por la izquierda sobre Nf, por la fórmula 


sx=s(x) (seG,xeNf). 


Vamos a hacer operar sobre Nf el subgrupo cíclico G de 3, engendrado por una permutación 
sc En, s% e, Una órbita 2 de Ni según G se reduce a un elemento a si, y sólo si, se tiene: s(a) = a. 
Sea 2 una órbita no reducida a un elemento, y hagamos 


p=card(Q) Q<p<m). 


El orden de s es igual a [G], y lo designaremos por ww; según (1), p divide a w»: hacemos w = pq. 
Designamos por a a un elemento fijo de £2, 

El subgrupo de isotropía G, es un subgrupo de G de orden q. Luego, al ser G cíclico de orden w, 
posee un solo subgrupo de orden q, a saber, el grupo engendrado por s?”(ver def. 115.1). Dicho 
de otra manera, se tiene: 


sla)=a, y Maja para k<p-=1. 
Al ser válido para todo a€/2, resulta que los elementos 
a = a), s(a), .... s?7 a) 


son distintos dos a dos; puesto que hay p, son los elementos de 2. Si hacemos a, =a, 
a, = s(a), ..., ay =s”-(a), la restricción de s a (2 se puede escribir en la forma: 


Ay 3... Qp-1 Ay 
a 
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Se da en consecuencia la siguiente definición: 


DEFINICIÓN 11.8.5 


Sea seS (en donde el entero n es > 2) y sea Gs el subgrupo cíclico de Sn engendrado 
por s. Se dice que s es un ciclo si s % e, y si existe, para la operación natural de Gy 
sobre NÉ, una órbita Q y sólo una, no reducida a un solo elemento. Al número | = card(Q) 
se le llama longitud del ciclo s. 


A la parte £2 de Nf se le llama soporte de s. 
El estudio que precede se puede resumir y completar en el teorema siguiente: 


TEOREMA 11.8.5 


| Con las notaciones de la definición 1.8.5, el orden del ciclo s eS, es igual a su longi- 
tud. 


Demostración. Sea a € %2; si existen dos enteros m,, ma tales que m, —m, <1,0<m <m <l 
y sia) =s"(a), se deducirá (haciendo m= m¿—my):s"(a) =a. El conjunto E=f(a, 
s(a), .. ¿ma), contenido en /2, será G,-estable, por tanto reunión de órbitas según G,, de 
donde resulta una contradicción ya que card(E) </—1. Luego, a, s(a), ...,s'"(a) son dis- 
tintos, luego: 2 = (a, s(a), ..., sia) y necesariamente s'(a) = a (puesto que s(a) e 2). De 
todo ello resulta que Va € /2 sa) = a, de donde se deduce que /= 0 mod(c), siendo «» el orden 
de s; si se tuviera w < /, sería sv(a) = a, en contradicción con la propiedad anterior. Luego w = l. 
c.q.d. 

Dos ciclos son disjuntos si sus soportes lo son; dos de tales ciclos, evidentemente, conmutan, 

Si consideramos la operación natural de G, sobre N%, introducida anteriormente, la teoría de 
grupos que operan sobre un conjunto permite establecer: 


TEOREMA 11,8.6 


Sea sE Sn, s He (en donde neNi y n > 2). Sea T, el conjunto de las Gy-órbitas de Nk 
para la operación natural de G,, no reducidas a un solo elemento. Entonces existe una 
familia única (c,), e r, de ciclos, en que, para todo y € 1%, c, es un ciclo de soporte y, 
y tal que 
6) s=I|<% 

¿eL, 
(los cy conmutan dos a dos). Además, el orden de s es igual al mem de los órdenes de 
los Cy. 


Demostración (esbozo) 

Para todo y € 1, c, está necesariamente definido por la restricción de s a y: basta con asegurarse 
de que cada uno de los c, así definidos es un ciclo, lo que resulta fácilmente del hecho de que y no 
contiene ningún subconjunto no vacío, G;-estable, distinto de sí mismo. Puesto que los ciclos 
c, son disjuntos, conmutan dos a dos, de donde se sigue (3). 

Queda por ver que, si w es el orden de s, y, para todo y € £;, w, es el orden de c,, se tiene: 


w = mem(o»,). 
yes 
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El mem (0) es evidentemente múltiplo de cv». Recíprocamente, la relación s" = e implica evi- 
yer, 


dentemente, por restricción, (c,)W = e, para todo y € Ts, de donde 
per,  «w=0modí(o,. 


Luego «w es múltiplo del mcm (w,). c.q.d. 
vePs 


Ejemplo 5. Grupo de las isometrías que dejan invariante una figura. 


Empecemos por estudiar el grupo 9 de las isometrías planas que dejan globalmente invariantes 
los tres vértices A, B, C de un triángulo equilátero. 


9 opera por la izquierda sobre el conjunto 7 = (4, B, Cj, por la fórmula 
fA=f(4) Ve). 


9 opera fielmente, ya que una isometría plana que deja fijos tres puntos no alineados es la 
identidad (cf. Cap. XIII). Por lo tanto 9 se identifica con un subgrupo de S,, grupo de las permu- 
taciones de 7. Pero 9 contiene las simetrías respecto de las tres alturas de 7, y estas simetrías corres- 
ponden a las trasposiciones sobre T. Puesto que el conjunto de las trasposiciones genera S¿, vemos 
que 9 = Sy. Sabemos que las permutaciones pares son los productos de un número par de tras- 
posiciones, y que las isometrías pares son los productos de un número par de simetrías. Por con- 
siguiente, el grupo de los desplazamientos que dejan invariante a 7 es isomorfo al grupo de las 
permutaciones pares sobre 7, es decir, al grupo alternado Ay, 

De forma general, se puede definir el simplex regular 7, de R”: es la figura formada por n +- 1 
puntos de la esfera unidad, equidistantes dos a dos. La existencia de 7, se puede demostrar por 
recurrencia sobre » (cf. ejercicios): así, Ty es el retraedro regular. Por un razonamiento completa- 
mente análogo al precedente, se puede ver que el grupo de ¡sometrías de R” que dejan globalmente 
invariante a Th se identifica con el grupo simétrico Zn+1, y el grupo de desplazamientos de R” que 
dejan invariante a 7, se identifica con el grupo alternado 4 + (cf. ejercicios, y también [1]). 

Estudiemos ahora el grupo de isometrías planas que dejan globalmente invariantes los cuatro 
vértices (A, B, C, D) de un cuadrado de centro £2. Como antes, podemos hacer que 9 opere sobre 
el conjunto O =(4, B, C, Dj, y vemos que 9 opera fielmente. Luego, 9 se identifica con un sub- 
grupo de Sy. 


(y 


(u) 
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Hagamos que Y opere sobre el conjunto 
4=(%,B) 


de las dos diagonales (u« = AC, f = BD). 
9 opera transitivamente sobre 4, puesto que, por ejemplo, la rotación de centro 2 y ángulo 1/2 
cambia a y f?. Las isometrías que dejan invariante cada diagonal forman un grupo Y de 4 elementos, 


Y =(€,50 059), 


en donde so, sa y sa designan respectivamente las simetrías respecto a £2, a, y fP, y cuya tabla es la 
siguiente: 


€ e 
Sa So 
Sa Sa 
sp sp 


Se observa que Y es conmutativo y que todos sus elementos son de orden 2; Y es isomorfo a 
Zl2z x 2/22. 

Puesto que J opera transitivamente sobre 4, se ve que J contiene exactamente 8 elementos. 
Los elementos de 99 son las rotaciones (2, + 21/2) y las simetrías s, y s, respecto de las media- 
nas u y v del cuadrado. 

9 no es conmutativo: por ejemplo, 


Sy 95, = rot (a, + 


Y es normal en 9, de índice 2. 
El grupo 2% de los desplazamientos de 9 es el grupo cíclico de 4 elementos, engendrado por 
rot (2, 7/2), igual a (e, rot (Q, + 21/2), so, rot (2, — 11/2)). Evidentemente 


gn =1(es2). 


Aquí se observa una diferencia esencial con el ejemplo del triángulo equilátero: 2 no está 
contenido en el grupo alternado .%,. En efecto, rot (12, + 1/2) engendra Y y corresponde a la per- 
ABC 

BC DA 
para es impar, y viceversa). 9 está formado por los 4 elementos (e, so, Su, 5.) y contiene, por lotanto, 
los dos desplazamientos e, so, y las dos isometrías impares sy, sp. Además: 2 NY, = (e, so). 

Es interesante observar que el grupo Y es normal en % , (y de índice 3). En efecto, Y está formado 
por e, y por tres productos de dos trasposiciones disjuntas de Los otros elementos de «7, son 
los 8 ciclos de orden 3 de S,. La verificación de nuestra afirmación se hace entonces sin dificultad: 
en virtud de la simetría de la cuestión, basta con verificar que el conjugado ou so”? de un elemento 
seg Ne, por un elemento EZ (Í MZ 4) está en Y AZ 4, lo cual es fácil. 

Para un mayor número de detalles acerca de los grupos finitos de isometrías Je R? y R?, cf. [1]. 


mutación circular ( ) que es impar (en general, una permutación circular de orden 


Capítulo II 


Estructuras algebraicas 
en las que intervienen varias leyes 


$ IIL1_ GENERALIDADES 
DEFINICIÓN 111.1.1 


Sea E un conjunto provisto de dos leyes de composición interna, desig- 
nadas por T y |. 

La ley T es distributiva por la izquierda respecto de la ley |. 
si para todo x,y,2EE-x TO 123=ATN1(T2). 

La ley T es distributiva por la derecha respecto de la ley 
si para todo x, y, EE, (x1»)T2=(xT2310T2). 

La ley T es distributiva respecto de la ley | si es distributiva 
por la derecha y por la izquierda. 


Es evidente que si T” es conmutativa, su distributividad respecto de | equivale 
a su distributividad por la derecha, o por la izquierda. 


Ejemplos 


1) En el conjunto 4(E) de las partes del conjunto E, consideramos las dos leyes 
internas (conmutativas) (4, B)->ANB y (A, B) HAU B. Cada una de ellas es 
distributiva respecto de la otra (cf. Cap. 1. $ 4). 

2) Sea G un grupo abeliano (designado aditivamente), y designemos por F(G) 
el grupo aditivo de las aplicaciones de G en G: por definición, si fe F(G) y ge F(G) 
f+eg €s la aplicación x ->f(0) + g(). 
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En F(G) se puede definir otra ley interna, que es (f, g) =f o g (composición 
de aplicaciones). La ley o es distributiva por la derecha respecto de la suma de 
F(G) (+9) 0h=f0h + go h), pero en general no es distributiva por la iz- 
quierda (en el caso de aplicaciones cualesquiera, en general no se verifica: 
folg+M=f0g8+f0h. 


3) En el conjunto N*, la ley interna (a, bh) ab (multiplicación) es distribu- 
tiva respecto de la ley interna (a, b) => med (a, b). Este lenguaje traduce la fórmula 
aritmética 


c.mcd (a, b) = med (ca, cb). 
Análogamente, la multiplicación es distributiva respecto de la ley 


(a, b) => mem (a, b). 
En general, sea (x, y) >/(x,p) una ley interna sobre R. Decir que la multiplica- 
ción de R es distributiva respecto de esta ley, significa que, para todo ¿€R, se 
verifica: 
ING Y) = FX, 4) > 


es decir que la función numérica f:R?*->R, es homogénea de grado 1. 
DEFINICIÓN 111.1.2 


Sea Q un dominio de operadores, E un conjunto provisto de una ley interna 
T, y de una ley externa por la izquierda |, de dominio (2. Diremos que 
la ley | es distributiva respecto de T si para todo «EQ, y to- 
do x, ye E, se tiene: a | (xT»=(1xT (1 p). 


Existe una noción análoga de distributividad para leyes externas por la derecha. 
Supongamos que, a su vez, 2 está provisto de una ley interna / : se dice que | es 
distributiva respecto de A (o «| es distributiva respecto de la ley » de los esca- 
lares») si 

para todo 2€/2, todo $e y todo xe E, se tiene: 


(a a BlLx=(a 1 x)T (Bl x). 
Ejemplos 


1) Sea G un grupo abeliano (designado aditivamente). Dotamos a G de una 
ley externa de dominio Z, por medio de la fórmula 


(m,x) >» m.x (meZ.xeG). 
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Esta ley externa es distributiva respecto de la suma de G, y respecto de la suma de 
los escalares. 

2) Sean G, H dos grupos abelianos (designados aditivamente); sea .Z el grupo 
aditivo de las aplicaciones de G en H: por definición, si 


fed y yed, f+yg es la aplicación x — f(x) + gx). 


Designemos por F(G) (resp. F(H)) el grupo de las aplicaciones de G en G 
(resp. de H en H). Las fórmulas 
(a, f) > aof (1E F(H). fe.) 
y UBB (PeF(G).fo Y) 
definen sobre «2 una ley externa por la izquierda, de dominio .4(H), y una ley 
externa por la derecha, de dominio F(G): 

La ley externa por la izquierda es distributiva respecto de los escalares (pero 
no respecto de la suma de .7) y conmuta con la composición de aplicaciones en 
F(H). 

La ley externa por la derecha es distributiva respecto de la suma de .2 (pero 
no respecto a los escalares) y conmuta con la composición de aplicaciones en F(G). 


$ IL2 GENERALIDADES SOBRE LOS ANILLOS 
DEFINICIÓN 111.2.1 


Un anillo es un conjunto A provisto de dos leyes de composición inter- 
nas llamadas adición y multiplicación (o suma y producto) 
tales que 


(Aj) 4 es un grupo abeliano para la adición. 
(As) la multiplicación es asociativa. 
(As) la multiplicación es distributiva respecto de la suma. 


La adición de un anillo se designa, en general, con el signo + (dicho de otra 
manera, el grupo aditivo de un anillo se designa aditivamente). 

En general, la multiplicación de un anillo se designa por (a,b) => a.b, O 
(a, b) > ab. Para todo anillo A, escribiremos A* = AMLO). 


DEFINICIÓN 111.2.2 


Un anillo se llamará unifero () si admite un elemento neutro para 
el producto, distinto de 0. 


(9 Que sepamos, el término unífero sólo se emplea para las álgebras; pero un anillo con elemento 
unidad se puede considerar siempre como un álgebra unifera respecto del anillo Z. 
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Si dicho elemento neutro existe,es único (cf. $ 111.2). Entonces se llama elemento 
unidad del anillo. Se le designará por e, u, 1, o 1 si no se presta a confusión. 

Un anillo unífero tiene, por lo menos, dos elementos: 0 y 1. 

El conjunto (0), provisto de las leyes O + 0 =0 y 0.0 =0 es un anillo, llamado 
anillo nulo. El anillo nulo no es unífero. 


DEFINICIÓN 111.2.3 
$ Un anillo A es conmutativo si su multiplicación es una ley conmutativa. 
Cálculo en un anillo 


En un anillo cualquiera A, se tienen las siguientes propiedades (además de las 
que resultan de la estructura de grupo aditivo, y de la asociatividad de la mul- 
tiplicación): 

— Para todo ac A, a0 =0 =0.4. 

En efecto: a.0 = a(0 + 0) = a.0 + a.0, de donde a.0 =0. 

Asimismo 0.a =0. 

En particular, si A es no nulo, jamás es A un grupo respecto de la multiplicación. 

—Para todo aceA y todo be A, a(—b) = — (ab) =(— a) - b, pues 

ab + a(—b) =alb + (—b)] =40 =0, de donde a(— b) = — (ab). 

Análogamente — (ab) = (— a)b. 

Estas propiedades permiten «desarrollar» los productos de sumas en un anillo. 
Por ejemplo: 


(a+ bh (a+b)=a+ab+ba+b?. (a+b)(a—-b)=a*—ab+ba—b?. er. 


Se observará que para escribir el producto de estos desarrollos se debe tener en 
cuenta el orden de los términos. Si A es comunicativo, se podrán, sin embargo, efec- 
tuar simplificaciones; así, las dos fórmulas anteriores se convertirán en: 


(a+ blMa+b)=a +2ab+0b?, (a+ b)(a—b)=a?—b?. 
— Si A es un anillo cualquiera, para a € A y ne N*, se define a” por recurrencia: 


Aza, e=0"a 

La asociatividad del producto demuestra que para m, n eN*, se tiene: a”+" =a".a". 
Cuando el anillo A es unífero, se define además a? = 1, y la fórmula anterior 

es válida para m, neN. 
Vamos a precisar estas reglas de cálculo en un anillo conmutativo. 
Recordemos que se ha definido ya, para todo meZ y todo xe A, el símbolo 


m.x (cf. Cap. 1). 
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TEOREMA 111.2.1 


Sea A un anillo conmutativo. Para todos los elementos a, b de A y 
todo entero n > 1, se tiene la fórmula 


n1/n 

0) (a+ b=a" + ( y ( ) «+ +." 
p=1XP, 

(fórmula del binomio). 


Demostración. Por recurrencia sobre n. La fórmula es evidente para n= l. 
Supongámosla verdadera para el entero n, y probemos que es verdadera para el 
entero n + 1; se tiene, en efecto 


(a+ by 


n-1 
(a + by (a + b)= (+ + Y (7). be + 1) (a + b) 
p=l 


n-1 
= Uabc Y (ano, 
12 


5 (”) +1 
+ arar pr 
p=1ADP, 


p= 


(puesto que el producto es asociativo y conmutativo). 
Pero podemos escribir: 


1 n- 
(prom. + E (ere, 
p=1XD p=2XP, 


Earn E Jena 
Pp k=2Xk — 1 
de donde 


(a+ dy! = a 4 (m4 ab + (n + 1):ab” + 


AA 


se concluye con la ayuda de las fórmulas 
m4 1 n+1 
( )-( ) 141.000 
íl n 


L)= 7) 
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Si A es unífero (y conmutativo) la fórmula del binomio se puede escribir 


S (7 = n! 
(a + by = E(jerre- ara, 
p=0XP, asi pg! 
p+q=. 


Vamos a generalizar la fórmula del binomio en el caso de un anillo unífero 
conmutativo; 


TEOREMA 111,2,2 


Sea A un anillo unifero conmutativo, y sean ay, da, .... a, elementos de A. 
Para todo entero m, se tiene: 


(2) (a, + az + + +4,” = 


(Esta fórmula se denomina a veces «fórmula del binomio, generalizada». Je 
Demostración, Por recurrencia sobre n. La fórmula es verdadera para n =2 


según el teorema 111.2.1. Supongámosla verdadera para el entero n y probemos 
que es verdadera para n + 1; se tiene: 


' 
m 
1 
— Parr 


(+a + +a +0) "= (a+ a "= Y 701 
ra DEQO 
rado 


si hacemos a=4 + 42+. G,. Luego, por hipótesis, 


a= 


De donde, 


(a + ap)” 


m! 


(ts o p!q!pi'p2 


Us 


p+p2+.+pn+g=m 
mot + PP 


y la fórmula buscada se obtiene haciendo q = p,+,. C.q.d. 


* En el texto original a esta fórmula se la llama «fórmula del multinomio» pero hemos preferido de- 
nominarla fórmula del binomio, generalizada. (N. del T.). 
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Notas 
1) Según el capítulo I, $ 10, el número de términos del segundo miembro de 
m+n-1 
(Q) es 1 


2) En particular se observará la fórmula: 
la+b+o=a + bal bra c+b?c+b?oar+rctar+c?b)+6 abc. 


“TEOREMA 111.2,3 


En un anillo conmutativo, se tienen las fórmulas siguientes, válidas para 
ac A, bea: 


ad —- b?=(a-— b)(a + b). 


(€) n-2 
ar—b=(a- ola +b14 Y ea), 
k=1 


Si A es, además, unifero, las fórmulas (3) se pueden condensar en la fórmula 
única 


n-1 
(6) oro (qee) 


k=0 


Demostración. Cuando A es unífero, (4) resulta de (3). Demostremos la segunda 
fórmula (3). Si designamos por D el miembro de la derecha, podemos escribir: 


D 


n-2 n-2 
aba Ya ooo Y op 
k=1 k=1 


n-1 n-2 
abraibrirta -(% 00) + ( Y, 0) +antb 
4=2 


k=2 
=a"-b". c.q.d. 
Como caso particular, se tendrá presente la fórmula que sigue, válida también 


en un anillo unífero cualquiera (no necesariamente conmutativo) 


a-1=(a-I(l+a+rad+o+am), 


Nota importante. Sea A un anillo (resp. un anillo unífero) no necesaria- 


mente conmutativo, y 4a€ A, be A. Entonces[ si ab = ba] la relación (3) (resp. (4)) 


es válida. Para verlo, basta reemplazar A por el menor subanillo B de 4 que 
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contenga a a y b (resp. por el menor subanillo unífero B de A que contenga a a y 
b): en efecto, la relación ab = ba implica que B es conmutativo, y 111.2.3 se cumple. 


Elementos invertibles 
DEFINICIÓN 111.2.4 


Sea A un anillo unifero, y ae A. Por definición: 

— 4 €s invertible por la izquierda si existe be A tal que ba=1, a 
b se le llama un inverso de a por la izquierda. 

— 4 es invertible por la derecha si existe ce A tal que ac=1, a 
e se le llama un inverso de a por la derecha. 

— a es invertible si es invertible por la derecha y por la izquierda. 


A un elemento invertible se le llama a veces una unidad* del anillo. No se 
debe confundir esta noción de unidad con el elemento unidad del anillo, que es 
único y se designa por 1. 

Si a es invertible por la izquierda, es regular por la izquierda, pues “si b es un 
inverso por la izquierda de a), la igualdad ax = ay implica 


b(ax) = blay) =1.x=1l.y=x= y. 


Análogamente, todo elemento invertible por la derecha es regular por la derecha. 

Los recíprocos son falsos (cf. ejemplos dados más abajo). 

Si a es invertible por la izquierda (resp. por la derecha) el inverso por la izquierda 
(resp. por la derecha) no es necesariamente único (cf. ejemplos). 

Si a es invertible, el inverso por la derecha y el inverso por la izquierda coinciden, 
y dicho inverso es único, pues, de ac =1 y ba= 1, se deduce: 


bac = (ba)c = blac)=c=b, 
y, de ba=b'a = 1, se deduce (suponiendo siempre que ac = 1): 
bac=bac=b=b=c. 


El elemento unidad del anillo es evidentemente invertible. 

Si A es conmutativo, la existencia de un inverso por la derecha para as A 
equivale a la de un inverso por la izquierda, y por lo tanto a la de un inverso único 
de a en A. 


(*) Ciertos autores llaman a los elementos unidad de un anillo elementos unitarios. (N. del T.). 
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TEOREMA 111.2.4 


Sea A un anillo unifero, y sea U(A) el conjunto de los elementos inver- 
tibles de A. Entonces U(A) es estable por la multiplicación de A, y la ley 
inducida sobre U(A) por la multiplicación de A es una ley de grupo, cuyo 
elemento neutro es 1. 


Demostración. La única cosa que se ha de probar es la estabilidad de A para 
el producto, pues el resto resultará de las consideraciones que preceden a este 
teorema. Sean u e U(A) y ve U(A), y designemos por u' y v' a los inversos de u y v. 
Se tiene: 

(04) (uo) =0(UuYo=vlv=vv=1, 
y , , 

(uv) (v' 4) = u(vo)u =u-1-U =uu =1, 
luego uv admite a v'u' como inverso por la derecha y por la izquierda, de donde 
u.y € U(A). c.q.d. 

U(A) es el llamado grupo de unidades de A. Su conocimiento da, a menudo, in- 
formación estimable acerca de la estructura de 4. 


Divisores de cero 


Sea A un anillo no nulo. Un elemento a € A es divisor de O por la izquierda si 
a 0, y si existe be 4, b 4 0, tal que ab =0. Análogamente, a es divisor de O por 
la derecha, si existe c 4 O tal que ca =0 (a % 0). 

Decir que a es un divisor de O por la derecha equivale a decir que a no es regu- 
lar por la derecha: pues si ba 4 0 con b % 0, a no es regular por la derecha puesto 
que 0-4 =0. Y si a-b =ac con b % c, se deduce 


ab—=c)=0 con b=cxXx0. 


Análogamente, a es divisor de cero por la izquierda si, y sólo si, a no es regular 
por la izquierda. 

Si A es conmutativo, las nociones de divisor de cero por la derecha y por la 
izquierda coinciden. 


Nota. En un anillo pueden existir, en general, divisores de cero por la izquierda 
(resp. por la derecha) que sean regulares por la derecha (resp. por la izquierda). 


DEFINICIÓN I11.2.5 


e A un anillo no nulo; se dice que A es íntegro si no admite divi- 
sores de cero. 


LELONG 1-7 
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Un anillo íntegro y conmutativo se llama, a veces, dominio de integridad. 
En un anillo íntegro, la relación ab = 0 es, pues, equivalente a la relación: 


(a=0 o b=0); 


y todos los elementos 4 0 son regulares. 


Ejemplos 


1) El conjunto Z de los enteros relativos, dotado de la adición y de la mul- 
tiplicación ordinarias, es un anillo unífero, conmutativo e íntegro. El grupo de 
las unidades (elementos invertibles) es (— 1, 1). 

2) Sea n un entero > 0, y sea y el homomorfismo canónico de grupos aditivos: 
1 :Z >Z/yz. Se verifica que (z(a) = g(a”) y x(b) = ¿(b”)) implican y(ab) = y(a'b”); 
luego z(ab) sólo depende de y(a) y x(b), y, haciendo z(a).x(b) = z(ab), se define una 
ley interna sobre Z/nz; de este modo, Z/zn se convierte en un anillo unífero y con- 
mutativo, de elemento unidad x(1), para la adición habitual y para el producto, 
llamado anillo de las clases módulo n. Como ejemplo, construimos las tablas 
de sumar y de multiplicar de Z/4z (1% designa a y(u)): 


Adición Multiplicación 
01 123 
0|0 123 0|0. 0.0.0 
(123 0 1|0T23 
2012 3 01 20202 
3.130. 1-2 310 1 


Vemos que el grupo de las unidades de Z/4z es (x(1), x(3)- 
En el caso general (n cualquiera) la relación y(ab) = y(0) equivale a: 
ab =0(n) (es decir,ab es divisible por »). 
Se deduce que Z/,z es íntegro si, y sólo si, n es un número primo. 
Sean m y a dos enteros; en virtud de la definición del producto de Z/,z, se 
tiene: 


m-y(a) = y(ma) . 


Luego y(a) es invertible si, y sólo si, existe un entero meZ tal que m-x(a) = y(1); 
lo que significa que z(a) es un generador del grupo Z/nz. Así pues, sabemos ($ 11.5) 
que estos generadores son los z(a) tales que 


O<as<n-—l, y (an) =1. 
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Luego los elementos invertibles de Z/,yz son las clases z(a), en donde a es un entero 
< mn y primo con n. 

3) Si A es un anillo unífero y £ un conjunto, el conjunto .7(E, A) de las apli- 
caciones de £ en A se convierte en un anillo unifero si se le dota'de las leyes siguien- 
tes (E se supone no vacio): 


adición (£2)>/+g definida por (+ g) (1) =f() + g(a) (x € E); 
multiplicación (f 2) > fg definida por (fe) (x) =f()-g(x) (x € A). 


El elemento unidad de F(E, A) es la aplicación constante igual a 1. 

Si A es conmutativo, F(E, A) es conmutativo. 

4) Si G es un grupo abeliano no reducido a (0) (designado aditivamente), 
sea 4 (G) el grupo aditivo de los endomorfismos de G. Dotamos a 4(G) de la ley 
interna 


UD Sfo9. 


/' (G) se convierte entonces en un anillo unífero. El hecho de que f, g, h sean endo- 
morfismos de G nos asegura las fórmulas de distributividad 


folg+h)=f0g+foh, (f+goh=foh+goh, 


el elemento unidad de 4(G) es la aplicación idéntica de G. En general, '(G) no 
es conmutativo ni íntegro. 

5) Anillo de Boole. Designamos por A al anillo Z/37. Para todo conjunto £, 
la aplicación f=>f-((1)) (en donde f designa a una aplicación de E en 4) es una 
biyección de F(E, A) en el conjunto 2(E) de las partes de E. Cuando se transporta, 
con la ayuda de esta biyección, la estructura de anillo de .F(£, A) sobre 2(E), se 
obtiene en 2(E) una estructura de anillo unífero conmutativo; la adición y la mul- 
tiplicación de 2(£) están definidas por 


X+Y=(XuY Xona Y) 
Y =Xkna Y. 
El elemento unidad es £, el elemento nulo es 5; para todo X e 2(E), se tiene 


X4X=0 y X=Y. 


Estas propiedades se expresan diciendo que 2(£) es un anillo de Boole. El grupo 
de unidades es (£]. (En el bien entendido que £ se suponga no vacio.) 
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* 6) Sea G un grupo abeliano no reducido a (0) y P = GN el grupo producto, 
formado con las sucesiones (a,,),, >) de elementos de G; designemos por F(P) el anillo 
de los endomorfismos de P. Para toda sucesión a = (4,), >) hacemos: 


fa) = (banzo, con bp=0, y b,=4,-, para n>1; 
gía) =(crnzo > Cn =Gn+1 para 1n>0: 
h(a) = (dn>o, con dy=4p). y d,=0 para n>l. 


£, g, h son elementos de F(P), $4 0, g 4 0, h 4 0. Designemos por / al elemento 
unidad de F(P) (aplicación idéntica de P). Se tiene: 


gof=1I, luego f es invertible por la izquierda. 
Además: hof=0, luego f es un divisor de cero por la izquierda. 


Finalmente: (g + h)of=go0f + ho f=1, luego f admite dos inversos por la iz- 
quierda distintos: g y gh. 


$ 1.3 SUBANILLOS Y ANILLOS PRODUCTOS 


Según las definiciones generales del capítulo II, se puede establecer: 


DEFINICIÓN 111.3. 1 


Sea A un anillo; una parte B de A es un subanillo de A si B es un 
subgrupo del grupo aditivo de A, y si B es estable para la multiplica- 
ción de A. 


Cuando así ocurre, las leyes inducidas en B por las de A hacen de B un anillo. 
Es evidente que si Á es conmutativo, B es conmutativo, y que si A es íntegro, B es 
íntegro. Por el contrario, si A es unífero, B no es necesariamente unífero: por ejem- 
plo, 2Z es un subanillo no unífero de Z. 

Además, si A y B son uníferos, puede ocurrir que los elementos unidad de A 
y B sean distintos. 


Ejemplo (cf. Cap. VID) 


Sea A el anillo M,(K) de las matrices cuadradas de orden 2 sobre un cuerpo 
conmutativo K. A es unífero de elemento unidad 


1.0 
P= E ] (1, elemento unidad de K). 
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Sea B el subanillo formado por las matrices de la forma: 


$ A 
0 ,» deK. 


Bes un subanillo unífero de A, de elemento unidad 


o ls JAI d 
Flo ol? A lI.c.q.d. 


Sea B un subanillo del anillo 4; supongamos que A y B son uníferos y desig- 
nemos por / (resp. J) al elemento unidad de A (resp. de B). Si 1 4 J, J es un divisor 
de cero en A, pues se tiene: 


lJ=J=J?, de donde J-(1—J)=0=(1-J)J. 


e Si A es un anillo unífero, reservaremos el término subanillo unifero de A para 
designar a un subanillo unífero que posea el mismo elemento unidad que A. 


DEFINICIÓN 111.3.2 


Sean A y B dos anillos. Se llama anillo producto de los anillos A 
y B, y se designa AX B, al conjunto AX B provisto de las leyes defi- 
nidas por: 


(a.b) + (a'.b') = (a + 4.b +b) 
(a.b)-(a",b') = (aa",bb')  a.deA:b.b'eB. 


Se verifica inmediatamente que estas leyes definen en A Xx B una estructura 
de anillo. 


Si A y B son uníferos, A x B es unifero, de elemento unidad (1, 1). 
Si A y B son conmutativos, A x B es conmutativo. 
Si A y B son no nulos, A x B no es íntegro, pues 


(a. 0)-(0, b) = (0,0) =0. 


Sean A y B dos anillos uníferos, y C =4A X B. Sea ce C, c = (a, b); c es in- 
vertible por la izquierda (resp. por la derecha) si, y sólo si, existe ue A y veB 
tales que 


(ua, vb) = (1.1) (resp. (au, br) = (1. 1). 
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En particular c es invertible si, y sólo si, a y b son invertibles en A y B. Se deduce 
sin dificultad el resultado siguiente: 


Si U(A), U(B), U(C) designan respectivamente a los grupos de unidades de los ani- 
llos uníferos A, B, C, en donde C=A X B, se tiene: U(C) = U(A) x U(B). 


En general, sea (4;);É, una familia de anillos; el conjunto producto 


A=IlA, 


iel 
dotado de la adición producto de las operaciones de adición de los A. y de la mul- 
tiplicación siguiente: 
si x=(Xhier e Y=Ubier. X.=(X¡Y¡)e1 (multiplicación producto), 


es un anillo, llamado anillo producto de los A;. Si todos los A, son uníferos, A es 
unífero, y si todos los A, son conmutativos, A es conmutativo. 


Si todos los 4, son iguales a un mismo anillo A, el anillo ]] A, (designado por 
¡el 
A') se puede identificar con el anillo de las aplicaciones de 1 en A, o sea a F(L, A). 


$ IL4 HOMOMORFISMOS, IDEALES, 
Y ANILLOS COCIENTES 


Conforme a las definiciones generales del capítulo II, se puede establecer: 


DEFINICIÓN TIL 4.1 


Sean A, B dos anillos. Una aplicación p: A—>B es un homomorfismo 
(de anillos) si p es un homomorfismo para los grupos aditivos de A y B, 
y si, para todo ac A y todo be A, se tiene: 


p(ab) = pla) p(b) . 


Es claro que si p : A—>B es un homomorfismo de anillos, p(A) es un sub- 
anillo de B. 

Si A y B son uníferos, un homomorfismo p: A —>B no tiene porque trans- 
formar necesariamente el elemento unidad de A en el elemento unidad de B. Por 
ejemplo, si para todo xe A, £(x) = 0, £ es un homomorfismo (llamado homomor- 
fismo nulo, y designado por 0). Otro ejemplo es el siguiente: A y B son uníferos, C 
es el anillo 4 x B, p : A—>C está definido por p(a) = (a, 0); p es un homomorfismo, 
y P(1) =(1,0) 4 (1, 1). 
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Convenio 
e En todo lo que sigue a lo largo de esta obra, si A y B designan anillos uníferos 
se llamará «homomorfismo de anillos de 4 en B» tanto al homomorfismo nulo 


como a un homomorfismo que transforme el elemento unidad de A en el de B. A los 
restantes homomorfismos se les llamará representaciones de A en B. 


Ideales 

e Para no recargar el texto, el estudio de los ideales y de los anillos cocientes 

lo realizaremos sólo para anillos conmutativos uníferos. 

DEFINICIÓN 111.4.2 
Una parte a del anillo unífero conmutativo Á es un ideal si es 
un subgrupo del grupo aditivo de A, y si, para todo aca y todo € A, 
se tiene: ¿a ea. 

La segunda condición implica la relación: 
[(asa) > (-a=-—1l.aea)]; 


por consiguiente, para que la parte a de A sea un ideal de A, es necesario y suficiente 
que se verifiquen las dos condiciones siguientes: 


(1) [(ae a) y (bea)] > [a+ bea]: 
(2) [(ae a) y (€4)] > [ae a]. 


Según (2), si lea, a = A; recíprocamente, si a = A, lea; enunciamos: 
111.4.1 Para que el ideal a del anillo A sea igual a A, es necesario y suficiente 
Il que: Lea. 
Propiedades inmediatas de los ideales 


(03 y A son ideales (a los ideales distintos de A se les llama ideales propios). 
Todo ideal contiene al (0). 
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Si (a,);¿, es una familia de ideales de A, n a, es un ideal. Es el ínfimo de los 


a, en 2(4) ordenado por inclusión. Esta propiedad nos conducirá a la defini- 
ción 111.4.3. 

Sea p : A—=>B un homomorfismo de anillos. Para todo ideal b de B, p(b) es 
un ideal de A. En particular, el núcleo p-(0) es un ideal de A. Por el con- 
trario, si a es un ideal de A, p(a) no es necesariamente un ideal de B, salvo que 
p sea epiyectivo (en efecto, en el caso general, (2) no se verifica para p(a); y p(a) ve- 
rifica (2) siempre que p es epiyectivo). 


DEFINICIÓN 111.4,3 


Sea S una parte del anillo A. A la intersección de la familia de los ideales 
de A que contienen a S (que es un ideal en virtud de lo que precede) se 
denomina ideal engendrado por S; a S se le llama el sistema de 
generadores de este ideal. 


Si S es no vacio, el ideal engendrado por S contiene todos los elementos de 
la forma 
LO Es id e IE AO AA según (1) y (2). 
Recíprocamente, el conjunto de los elementos de la forma anterior es un ideal ((2) 
se verifica inmediatamente; (1) es un poco más delicado: ver $8 para un razona- 
miento general). 
Enunciaremos: 


IL4.2 El ideal engendrado por una parte no vacía S del anillo A es igual al 
conjunto de los elementos de la forma 7,5, + da Sa +... + An Sn, en donde 
los 7, son elementos cualesquiera de A, y los s, elementos cualesquiera de S. 


Casos particulares 


1) Si S es una parte finita [a,, ..., a,) de A, el ideal engendrado por S es el 


conjunto de elementos de la forma > 2,a, (7, € A). Este ideal se designa por «ideal 
i=1 
(a, ..., 4,)» o, más simplemente, por (a,, a», ..., a,) cuando no se preste a con- 
fusión. 
A un ideal de la forma (a), es decir un ideal engendrado por un elemento a, 
le llama ideal principal; a es un generador del ideal principal (a). Un ideal 
principal puede admitir generadores distintos. 
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2) Si S=U a,, en donde (a,);¿, es una familia no vacía de ideales de A, el 
iel 
ideal engendrado por S coincide con el conjunto de los elementos de la forma 


5 a,, en donde J es una parte finita cualquiera de /, y para todo i, a, € a,, en virtud 
ieJ 
de I11.4.2 y de la condición (2). 

Por esta razón, al ideal engendrado por U a, se le llama suma de los ideales a,, 

iel 
y se designa por > a,.En el conjunto de ideales de 4 ordenado por inclusión, >, a; 
iel iel 
es el supremo de los ideales a;. En general, este ideal no es igual a U a, (cf. Cap. IL, 
iel 

notas que siguen a la definición 11.4.3). 

En virtud de su importancia, resumimos en forma de teorema las propiedades 


que acabamos de ver, relativas al supremo e ínfimo de una familia de ideales: 


TEOREMA 111.4.3 


En el conjunto (ordenado por inclusión) de los ideales de un anillo (con- 
mutativo, unifero), toda familia de ideales (a;);¿, admite un supremo y un 


ínfimo. El supremo es 3 a, (ideal engendrado por U a;), el ínfimo es 10] Aj 
iel iel 


Anillos cocientes 


Sea a un ideal del anillo conmutativo A; designemos por p : A >A/, al homo- 
morfismo canónico del grupo aditivo A en el grupo cociente A], (cf. Cap. IL, $ 5). 
En primer lugar vemos que, para todo ae A y todo be B, el elemento p(ab) 
depende sólo de p(a) y de p(b) (en otras palabras, la relación de equivalencia x — y€a 
es compatible con la multiplicación de A). En efecto, si a' e p(a) y b' e p(b), se tiene 


a=a+u, DU =b+v,. con uea,vea, 
de donde 
ab'=ab+av+buz+u. 


Puesto que a es un ideal, buea, avea y uvea, se deduce: 
pla b') = plab), 


según se había enunciado. 

Podemos, pues, definir en 4/, una ley de composición interna, escribiendo para 
XE€ Ala e Ye Ala : XY = p(xp) (x es un elemento cualquiera de X e y es un ele- 
mento cualquiera de Y). Si a = A, A/, es el anillo nulo. y en caso contrario no se 
comprueba fácilmente que la multiplicación así definida convierte a 4/¿ en un 
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anillo unífero, conmutativo, de elemento unidad / = p(1). Como ejemplo, compro- 


bamos la distributividad. Puesto que A es conmutativo, bastará comprobar la 
fórmula: 


Z(X + Y) =ZX + ZY (X,Y, Ze Alp): 
Para ello se eligen x€ X, pe Y, z€ Z, y se tiene sucesivamente: 
X+Y=px+y), Z=p(2), Z(X + Y) = pla(x + y) = p(2x + 2y) 
= p(2x) + py) = ZX + ZY. 
DEFINICIÓN 111,4.4 


Sea a un ideal de A; al anillo A/¿ definido antes se le llama anillo 
cociente de A por a Al homomorfismo de anillos 


p:A => Ala 
se le llama homomorfismo canónico. 


A] p es el anillo nulo, y Also) =A. 


TEOREMA 111,4.4 (descomposición canónica de un homomorfismo) 


Sean A y B dos anillos conmutativos uniferos, y p : A —= B un homomor"- 
Jismo de anillos. Designemos por a al núcleo de p, por C a la imagen de p, 
por p : A => Ala a la aplicación canónica y por j : C > Ba la inyección ca- 
nónica; sea p : Aly —>C el isomorfismo de grupos tal que 

0) p=jopop. 


Entonces j es un homomorfismo de anillos, y p es un isomorfismo de anillos. 


Demostración 


Según el capítulo II, $ 5, sabemos que p, j y p son homomorfismos de grupos, 
y que p es el único homomorfismo de grupos que verifica (1). Hemos visto antes 
que p es un homomorfismo de anillos. Todo consiste. pues. en demostrar que 
y p son homomorfismos de anillos. Es evidente si a = 4. Supongamos que a + A; 
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puesto que p(l) = 1, C es entonces un subanillo unífero de B, y j es realmente un 
homomorfismo. Finalmente sea 


XE Ala y YE Ala, EX yyeY; 


se tiene: 
P(XY) = p[p(0y)] = p(xy) = p(x) py) 


= (PLN) (AO) = POP. 


que demuestra que p es realmente un homomorfismo de anillos, si se tiene en cuenta 
que la unidad / = p(1) de A/, verifica Pp) = p(1) = 1. c.q.d. 


Nota. Sea A un anillo unífero conmutativo, y B un anillo unífero cualquiera, 
y sea p: A > B un homomorfismo no nulo. p(4) es un subanillo conmutativo uní- 
fero de B, y por lo tanto podemos aplicar 111.4.1 a p, considerándolo una apli- 
cación de A en p(4). Designando por a a su núcleo (que es el núcleo de p), vemos 
que A/, es, también, isomorfo a p(A). 

El teorema 111.4.4 es de vital importancia, y presta los mismos servicios que el 
teorema análogo de la teoría de grupos. 


X% Aplicaciones 


1) Sabemos que los únicos subgrupos de Z son los conjuntos nZ, n entero > 0. 
Puesto que, evidentemente, estos conjuntos son ideales, son los únicos ideales. 
Luego todo anillo cociente de Z es un anillo Z/,,z para un valor conveniente de n. 
Sea ahora A un anillo unífero cualquiera, de elemento unidad /. 

La aplicación y : Z —>A, tal que p(m) = ,m-[, es un homomorfismo de anillos 
(a causa de la distributividad del producto con respecto de la suma en 4). 

El núcleo de q» es de la forma gZ, para un entero q EN. 

Según el teorema 111.4.4, la imagen P de y es un subanillo de A isomorfo a 
Z/9z (por lo tanto a Z si q = 0), luego P es el menor subanillo unífero de 4. Estas 
consideraciones nos conducen a la siguiente: 


DEFINICIÓN 111.4.5 


La característica de un anillo unifero A, de elemento unidad 1, 
es el entero q >0 tal que gZ sea el núcleo del homomorfismo 


meo ml 


de Z en A(). 


(1) Para los especialistas en álgebra conmutativa, esta definición de la característica se presta a veces 
a confusión, y por ello se reserva preferentemente para cuerpos conmutativos. Sin embargo, en el nivel 
en que nos movemos, no hay inconveniente alguno en utilizar esta definición. 
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Cuando la característica es nula, m +>m.] es un isomorfismo de Z en un sub- 
anillo de A (designado antes por P). En este caso, se puede decir que A «contiene» 
a Z. Cuando la característica q es > 0, q es el menor entero m > 0 tal que m.I =0, 
y todo entero m tal que m./ =0 es un múltiplo de q. Además, para todo x€ A, 
qx = (9.1)x =0. 

Cuando A es integro y la característica q de A es > 0, el anillo P es íntegro 
(todo subanillo de un anillo íntegro es íntegro). Dado que P y Z/gz son isomorfos, 
Zlgz es íntegro, luego q es primo. Enunciaremos: 


T11.4.5 Un anillo íntegro y de característica no nula tiene por característica 
un número primo. 

Por otra parte es evidente que todo anillo finito tiene una característica 
no nula. 


Nota. Supongamos que Á es un anillo conmutativo cuya característica es un 
número primo p. Para todos x, y € Á, se tiene: 


(€) (+ y” = xP +y. 


En efecto, la fórmula del binomio proporciona: 


p-1 
(+) =P 4 Y (Pare, 


k=1 
y para 1<k<p-— 1, se tiene: 


Ps En efecto (P| - ¡P2=D-(20-k+0_,m 
(1) =0m. In Aesto: k P 71 a 


en donde m es un entero. k! es un producto de números primos con p, luego es 
primo con p, y puesto que k! divide a pm, k! debe dividir a m según el teorema de 
Gauss, y de ahí nuestra afirmación. 


Se deduce, para 1<k<p—1, ( r ) x* y?+*=0, y la fórmula del binomio 


se reduce a (3). 
En general, se deduce, por recurrencia sobre el entero « > l: 


(+ y =P 4 y, 
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2) Fórmula de Euler 


Sean m y n dos enteros > 0 y primos entre sí. Definimos la aplicación 


F:Z => Zlmz Xx Zlnz» por: f(x) =(p(3), q(x) , 


en donde p:Z ->Z/)ymz y q:Z -—>Z/,z son las aplicaciones canónicas. 

f es un homomorfismo de anillos; el núcleo a de f está formado por los ente- 
ros x tales que p(x) =0 y q(x) =0, lo que significa: x es múltiplo común a m y 
n, y puesto que mm y n son primos entre sí, su mem es mn, luego a = mn Z. 

Según 111.4.4, la imagen de fes un anillo isomorfo 22/1292: 2/ mz Y 2/m2 <2/nz 
poseen el mismo cardinal mn, lo cual permite ver que f es epiyectiva. Finalmente, los 
anillos Z/mmz Y Z/mz * Z/pz son isomorfos. 

Designemos por G(a) al grupo de las unidades de Z/¿7. Sabemos que G(m) x G(n) 
es el grupo de las unidades de Z/,z x 2/yz- Poniendo 


gía) = card (G(a)) 
(función de Euler), de lo que precede se deduce la relación: 
(4) pg(mn) = p(m) o(n) , 


válida para m y n primos entre sí. 

Cuando p es un entero primo y a es un entero > 1, p(p*) es el número de los 
enteros < p” que no son múltiplos de p; los números < p” que son múltiplos de p 
son los mp, con m < p“1; su número es, pues, p“1, lo que da: 


op) =p. =p! =p Up 1). 


Con la ayuda de (4), se deduce de (5) el siguiente resultado, debido a Euler: 
11.4.6 Si la descomposición del entero n en factores primos distintos es: 


n=Ppú ... pr ilu... > 1, 


se tiene: 


k 
om) = [1 1072, — 1) 


i=1 


en donde p(n) designa el número de enteros <n y primos con n. 


$ ULS DIVISIBILIDAD EN UN ANILLO 


e En lo que sigue, consideraremos un anillo A conmutativo, unífero e íntegro. 
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DEFINICIÓN TILS.1 


Sean a, b dos elementos del anillo A. Se dice que a divide a b (o 
que b es divisible por a, o que b es múltiplo de a), s existe un 24€ A tal 
que b= la. 

Entonces se escribe a| b. 


Propiedades inmediatas 


— Para todo ae A, a|a (pues a = 1-4). 

— alb y b|c implican a| e (transitividad de la relación a| b). 

— Todo ae A es múltiplo de 1, y todo as A divide a 0. 

— Seaa+0,ae A.Sib|ay aj b, existen 2 y 1 e A tales que b = 2a y a = pb, 
de donde a = ¿¡ua, y, puesto que A es íntegro, ¿4 = 1. Recíprocamente, para todo 
elemento invertible 2 y todo ae A, (2a)| a y a| (a). 


DEFINICIÓN 115.2 


Dos elementos a y b del anillo A son asociados si existe un elemento 
invertible 7 tal que b = /a. 


El conjunto de elementos invertibles de A es un grupo respecto de la multi- 
plicación (el grupo de las unidades), por lo que se tiene: 


HLS.1 La relación «a y b son asociados» es una relación de equivalencia en 
Il el anillo A. 


A las clases de equivalencia de esta relación se les llama clases de los elementos 


asociados. 
La relación a| b no es una relación de orden en A; se obtiene una relación de 


orden si se pasa a ideales. Recordemos que, para todo a € A, designamos por (a) 
al ideal principal engendrado por a: (a) está formado precisamente por los múl- 
tiplos de a (cf. p. 104). 


111.5.2 Il Las relaciones «a y b son asociados» y «(a) = (b)» son equivalentes. 


Demostración. Si a y b están asociados, es inmediato que (a) = (b). 
Si (a) = (b), se tiene: a| b y b| a, luego a y b son asociados según el razo- 
namiento que precede a la definición 111.5.2. c.q.d. 
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Si hacemos corresponder a cada ideal principal el conjunto de sus generadores, 
se obtiene una biyección canónica del conjunto de ideales principales de A, en el 
conjunto de clases de elementos asociados. 


DEFINICIÓN 115,3 


$ Se dice que el ideal principal (a) divide al ideal principal (b) si (a)  (b). 


Según las definiciones, sí (a) divide a (b), a| b, y recíprocamente. Puesto que 
la inclusión es una relación de orden en el conjunto 2(4), tenemos: 


TEOREMA TII.S.3 


En todo lo que sigue dotaremos a 2 de esta relación de orden. 


Designemos por P al conjunto de ideales principales del anillo A. En P, 
la relación «a divide a b» es una relación de orden (opuesta a la relación 
de inclusión). 


DEFINICIÓN 111.5,4 


El elemento a 0 del anillo A es irreducible si 

12 (a) 4 A; 

2.* el ideal (a) es minimal en el conjunto 2>4A) respecto de la rela- 
ción «a divide a b» (luego maximal respecto de la relación de inclusión). 


Decir que a es irreducible es lo mismo que decir en primer lugar que a no es 
invertible, y seguidamente que los únicos divisores de a son los elementos inver- 
tibles de A por una parte, y por otra los elementos asociados a a. 


DEFINICIÓN 11L.S.S 


Sea (a;);., una familia de elementos del anillo A. 

a) Se dice que la familia (a), admite un máximo común divisor 
en el anillo A, si la familia de ideales (a;) admite un ínfimo y en P. 
Cuando esto ocurre, a todo generador de y se le llama un med de los 
a,; notación: med ((4;);.1). 

b) Se dice que la familia (a,);, admite un mínimo común múltiplo 
en el anillo A, si la familia de ideales (a;) admite un supremo m en 2. 
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Cuando esto ocurre, a todo generador de m se le llama un mem de los 
a,; notación: mem ((A;);c). 


Según I!IL5.2, el med y el mem están definidos a menos de un factor invertible. 
Un anillo íntegro en el que todos sus ideales son principales se llama anillo 
principal. El teorema 1.4.3 implica inmediatamente la siguiente propiedad: 


TEOREMA 111.5.4 
l En un anillo principal, toda familia de elementos admite un mcd y un mcm. 


Existen anillos no principales en que esta propiedad también es verdadera 
(por ejemplo los anillos K[Y,, .... X,], cf. Cap. XIV). 

Es preciso tener en cuenta que, en tales anillos, el ideal engendrado por el med 
de una familia de elementos (a;);¿, no coincide en general, con el ideal > (a,), que 

iel 

es el ínfimo de los (a,) en el conjunto de todos los ideales (ordenado por la relación 
de orden opuesta a la inclusión). Se puede hacer una observación análoga con el 
ideal engendrado por el mem de los (a;);e. 

Así, en el anillo A = K[X, Y] (en donde K designa a un cuerpo conmutativo), el 
med de los elementos X e Y es 1. Sin embargo, el ideal (X) + (Y), formado por los 
polinomios sin término constante, es distinto de 4. 


Ejemplos 


1) El anillo Z es principal (cf. aplicación 1) de 111.4.4; el grupo de las uni- 
dades de Z es (— 1, + 1). Las clases de elementos asociados de Z son los con- 
juntos (—A, nj, neN. 

Los elementos irreducibles de Z son los números + p, en donde pe N* es primo. 

2) Si K es un cuerpo conmutativo, el anillo K[Y] de los polinomios en una 
variable, con coeficientes en K, es principal. Este anillo se estudiará detallada- 
mente en el capítulo IV. 

3) (Cf. Cap. IV) sea K un cuerpo conmutativo, y K[X, Y] el anillo de los 
polinomios en dos variables sobre K. 

K[X, Y] no es principal; por ejemplo, el ideal (X, Y) no es principal, puesto 
que los polinomios que lo componen carecen de término constante, y que los úni- 
cos divisores comunes a X y a Y son las constantes + 0, que no pertenecen al ideal. 
Los elementos invertibles de K[XY, Y] son las constantes % 0. 


Estructuras algebraicas en las que intervienen varias leyes 113 


Probemos que en K[X, Y] el polinomio P = X?=+ Y? 1 es, en general, irre- 
ducible. Si P no fuese irreducible, existirían constantes 


u,0,r 4,0, Y 


tales que 

ona X4+Y+1=(UX+0Y +1) (uUX+v Y +01), 
(1) ul =vw' =rf =1 

Q) w+ur=ow +vr=0 

(3) uv +v4=0. 


(1) prueba que u, v, r, u', v', r' son no nulos. (2) y (3) dan 


u u 


v v 


de donde, multiplicando miembro a miembro: 
rística 2. Pero entonces, según (1), uw' + vv = 


= — l; luego K es de caracte- 
), de donde junto con (3): 


(u+o)(u+v)=0, y u=—vu=0, y además U=", u= 


Luego P es irreducible si K no es de característica 2; y si K es de característica 2, 
se tiene: 


xX2+Y2+1=(X+ Y +1. 
Se puede demostrar, sin embargo (cf. Cap. XIV) que todo polinomio de K[X, Y] 
es producto de polinomios irreducibles, siendo la descomposición única salvo para 


los factores irreducibles. En general, este resultado es verdadero en el anillo 


Ki 5 026] (ef. $ 1V.7). 


$ IIL6 CUERPOS 


DEFINICIÓN 1IL6.1 


Un cuerpo es un anillo unífero en el cual todo elemento no nulo es 
invertible. Si la multiplicación de un cuerpo es conmutativa, se dice que 
el cuerpo es conmutativo. 


LELONG 1-8 
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Se puede decir también que un cuerpo es un anillo unífero en que el grupo 
de unidades es el conjunto de elementos + 0. 

En particular, un cuerpo es un anillo íntegro. Resulta de ello que /a caracte- 
rística de un cuerpo es 0, o un número primo (cf. $ 4). 


DEFINICIÓN 116.2 


Sea K un cuerpo. Se llama subcuerpo de K a todo subanillo unifero 
de K, cuya estructura sea una estructura de cuerpo. 


— Para comprobar que una parte L del cuerpo K es un subcuerpo de K, es 
suficiente ver: 


1) que —1eL£; 

2) que L es estable para la suma y el producto de K; 

3) que la relación x€ L implica eL si x % 0 (x7, inverso de x en K). 
— Si L es un subcuerpo de K, se dice también que K es un supercuerpo de L. 
— Si K y L son, además, conmutativos, se dice que L es una extensión de K. 


TEOREMA [11.6.1 


Sea K un cuerpo, A un anillo unifero y p : K-—=> A un homomorfismo de 
anillos. Si p es no nulo, p es inyectivo, y el anillo p(K) es un cuerpo. 


Demostración. Si p%0, p(1) =1. Sea xeK y x € K tales que 
Pp) = p(x). 


Haciendo u = x —x', se obtiene p(u) = 0. Supongamos que u % 0; se tiene en- 
tonces: 


plu.u!) =p(1)=1 =p) pu?) =0, 


lo cual es absurdo. Luego u = 0 y x = Y”, lo que demuestra que p es inyectivo. Es 
claro entonces que p(K) es un cuerpo isomorfo a K. c.q.d. 


“TEOREMA 111.6.2 
li Todo anillo unifero, integro y finito es un cuerpo. 


Demostración. Sea A un anillo como el descrito, y sea a % 0, a€ A. Sean ya 
la aplicación x + ax y 0, la aplicación xi> xa. y, y Ó, son inyeccicnes de 4 en 4. 
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luego son biyecciones puesto que A es finito; luego existe un bh tal que ab= 1 y 
un c tal que ca = 1, lo que demuestra que a es invertible. c.q.d 


Nota. Se demuestra que tales cuerpos son necesariamente conmutativos 
(T. de Wedderburn: todo cuerpo finito es conmutativo) (cf. ejercicios: Cap. IV, 
polinomios ciclotómicos). 


Aplicaciones 


1) Si p es un entero > 0 y primo, el anillo Z/pz es un cuerpo. 

En general, si A es un anillo unífero íntegro de característica p > 0, el sub- 
anillo engendrado por 1 en A es un cuerpo K isomorfo a Z/pz: este cuerpo es 
el menor cuerpo contenido en A. Cuando A es un cuerpo, a K se le llama el sub- 
cuerpo primo de A. 

2) Si K es un cuerpo de característica nula, sabemos ya que (en cuanto 
anillo) «contiene» a Z; contiene, pues, todos los elementos de la forma (4.1) .(p.D), 
en donde peZ y q eZ*. El conjunto de estos elementos forma un subcuerpo de K 
isomorfo a O. Podemos, pues, afirmar que todo cuerpo de característica nula «con- 
tiene» a O, o que es un supercuerpo de O. 

La notación ideal permite, en el caso conmutativo, caracterizar los anillos que 
son cuerpos: 


TEOREMA I1I.6.3 


Sea Á un anillo conmutativo unifero. Para que Á sea un cuerpo, es nece- 
sario y suficiente que los únicos ideales de A sean (0) y A. 


Demostración. Si A es un cuerpo, sea 9 un ideal 4 (0) de A, y sea ae 9, 
a + 0; puesto que 9 es un ideal, se tiene: | =a ae 9, luego 9 =4. 

Recíprocamente, sea 4 un anillo conmutativo en que (0) y A son los únicos 
ideales, y sea ae A, a % 0; el ideal (a) es no nulo, luego 


(a)= A, y 1e(a), 


lo que significa que a es invertible. c.q.d. 

Como aplicación, vamos a caracterizar los ideales maximales, es decir, los 
elementos maximales del conjunto de los ideales de A, distintos de A, ordenado 
por inclusión. (A designa todavía un anillo conmutativo unífero.) 


111.6.4 Si a designa un ideal del anillo A y p : A—= Alg la aplicación canó- 
ll nica, la aplicación 6+> p(6) es una biyección del conjunto de los ideales 
de A que contienen a A, en el conjunto de los ideales de Ala- 
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Demostración (resumida). Las relaciones «b es un ideal de A y b> 0» y «b es 
un ideal de A y b =p (p(6))» son equivalentes. ]] 


TEOREMA I11.6.5 


Para que el anillo cociente A], sea un cuerpo, es necesario y suficiente 
| que el ideal a sea maximal en el conjunto de los ideales de A distintos 
de A, ordenado por inclusión. 
Demostración. Según 111.6.3-4, A/¿ es un cuerpo si, y sólo si, los únicos ideales 
de A que contienen a a son A y a, o dicho de otra manera, si a es maximal en el 
conjunto de ideales + A, c.q.d. 


Ejemplos de cuerpos 


1) El conjunto Q de los números racionales, dotado de la adición y de la 
multiplicación ordinarias, es un cuerpo. Asimismo, el conjunto R de los números 
reales, y el conjunto C de los números complejos; R es un subcuerpo de C, Q es 
un subcuerpo de R. Existe una infinidad de cuerpos K tales que 


Qc<cKcR, o QaeKcC. 


Por ejemplo, el conjunto K de los reales de la forma a + hb |/ 3, en donde acQ 
y b£0, es un subcuerpo de R que contiene a Q: en efecto, puesto que /3 40, las 
relaciones ae OQ, beQ y a+b/3=0 implican a =b=0. Es evidente que K 
es un subgrupo aditivo de R, y que 1 € K (hacer a= 1, b=0). K es estable res- 
pecto del producto, ya que 


(a+ b/3)(a +03) = ad +3bb' + (ab' + ba) /3; 
Finalmente sea xe K— (0), x =a +b/3; haciendo x =a —by 3, se tiene 


0 (puesto queaf0ybH%0) y xi=a 3040, 


WE 
de dond EIA 
e donde > pap ek 


2) Sea p un entero > 0 y primo, y y :Z —>Z/pz el homomorfismo canónico; 
Zlpz es un cuerpo con p elementos. El grupo de unidades G(p) de este cuerpo tiene, 
pues, p — 1 elementos: G(p) = [x(1), x(2). -... lp — 1)). Sea 


aeG(p); 
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el orden de a en G(p) divide a p — 1, lo que implica: a” = (1). Esta propiedad 
es equivalente al «pequeño» teorema de Fermat: «para todo entero m no divisible 
por el número primo p, se tiene: m?-1 = 1(p)», quedando así demostrado. Se puede 
observar también que 


(4771 = (1) > (4? = a). 


En consecuencia, la aplicación x= x” es la aplicación idéntica del cuerpo Z/pz. 


Ejemplos de ideales maximales 


1) En todo anillo principal A, si g es un elemento irreducible, el ideal (9) es 
maximal (cf. $ 5). Estos ideales son los únicos ideales maximales de A. 

2) Sea K un cuerpo conmutativo, E un conjunto; designemos por A el anillo 
F(E, K) de las aplicaciones de £ en K, y por xy un elemento cualquiera de E, fijo. 
La aplicación X¿: AHK, fe/(x) es un homomorfismo de anillos. 

X, es epiyectiva, pues para todo ye K, existe un fe A tal que f(xp) = y, por 
ejemplo la función f definida por f(xp) = y y f(x) =0 si x % xy. El núcleo de Xp 
es el ideal M,, de los f tales que f(xp) = 0; por lo tanto, M,, es un ideal maximal 
de A, y el cociente A/M,,es un cuerpo isomorfo a K. 


xo 


* Cuerpo de fracciones de un anillo unífero, conmutativo, íntegro 


Vamos a generalizar el procedimiento de construcción de Q a partir de Z. 


TEOREMA 11L.6.6 


Sea A un anillo, unífero, conmutativo e integro. Existe un cuerpo K(A) 
y un homomorfismo inyectivo p : A-> K(A) que posee la propiedad si- 
guiente: (llamada «universal»). 

Para todo cuerpo L, y todo homomorfismo inyectivo o : A=>L, existe 
un homomorfismo o : K(A) — L único tal que o =00 p: 


y E A K(4) 


al 


Fi 


K(A) es conmutativo. 
Además, dos cuerpos que verifiquen estas condiciones son isomorfos. 
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Este teorema significa dos cosas: 

a) la existencia de un cuerpo K(A) que contiene a A; 

b) pero también que K(4) es «el más pequeño posible» (propiedad universal) 
lo cual nos asegura su «unicidad salvo para un isomorfismo». 

Demostración 


1) Unicidad. Suponemos que los dos cuerpos K(4), K'(4) y las dos inyec- 
ciones p : A —>K(4), p' : A— K'(4) responden a las condiciones impuestas. Por 
hipótesis, existen homomorfismos 


P:K(4) > K(4) y p:K(4) > K(4) 
tales que p=po p' y p' =p' 0 p. De ellos se deducen las relaciones 
Porop=pop =p y Popop=Pop=P> 
Por otro lado, si 7 e 7” designan las aplicaciones idénticas de K(4) y K'(4) 
lop=p=P>P' op. 
luego, en virtud de la propiedad universal, po p' =1/. Análogamente, pop=I". 
Por lo tanto, p y p' son isomorfismos recíprocos. 
2) Existencia 


a) Construcción de p y de K(4). 
Sea 4” el conjunto de los pares (a, b), ae A, be B y b% 0. La relación bina- 
ria R definida en 4 por 


(a,b) R(a,b') => ab' = ba, 


es una relación de equivalencia (su transitividad resulta del hecho de que 4 sea 
íntegro); designemos por K(4) al conjunto cociente X/R, y porp:X > [ra la 
aplicación canónica. Dotamos a 4” de las leyes siguientes (que están definidas 
puesto que Á es íntegro): 

adición (a, b) + (c, d) = (ad + be, bd), 


multiplicación (a, b).(c,d)  = (ac, bd). 


R es compatible con estas leyes. Por ejemplo, comprobémoslo para la adición; esta 
ley es conmutativa, luego es suficiente probar que si (a, b) Ría', b”), se tiene: 


[(a, b) + (c, d)] R [(a', 0) + (c, d)]. 
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Esto nos lleva a comprobar la relación (ad + bc) b' d = bd(a' d + b' c), o sea 
ab' d? + bb' cd = a bd? + bb! cd, 


que es verdadera puesto que ab' = ba”. 

Por paso al cociente, las leyes de 4 definen leyes internas en K(4). Según la 
nota que sigue a la definición 11.2.4, estas leyes son asociativas y conmutativas 
(pues es fácil comprobar estas propiedades en 4”). 

K(A) es un grupo abeliano respecto de la adición: el elemento neutro es p((0, 1)), 
el opuesto de p((a, b)) es p((— a, b)). 

Para la multiplicación, K(4)* = K(4).(0) es un grupo abeliano: el elemento 
neutro es p((1, 1), el inverso de (a, b) es (b, a) (a 4 0). 

La multiplicación es distributiva respecto de la adición (es suficiente comprobar 
esta propiedad en 4). 

En resumen, K(4) es un cuerpo conmutativo. 

Si a y b son elementos de A, b 4 0, el elemento p((a, h)) se designa por 7 Se 
define el homomorfismo p: A > K(4) por pla) == q (ac 4); es evidente que p es 
inyectiva. 

b) Comprobación de la propiedad universal. 

Sea L un cuerpo, y 0 : AL un homomorfismo inyectivo. Si existe una pro- 
longación a de a a K(4), debe cumplir : 


000007 


lo que determina a o de forma única. Recíprocamente, la aplicación 


7:K(4) > L 
tal que o (5) - e) está definida, pues ee) depende únicamente de la clase 
ha 5) ab) pues cp) SP 
(a, b). 
En efecto: 


fa a al 
dond: =)=w|=]. 
de donde (+) do. 


Para terminar, se comprueba que o es un homomorfismo. c.q.d. 
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DEFINICIÓN 111.6.3 


Se llama cuerpo de fracciones de un anillo íntegro conmutativo A, 
al cuerpo K(A) construido en la demostración del teorema 1.6.4. 
A la inyección p: A—> K(A) se le llama inyección canónica. 


Casi siempre, con la ayuda de p, se identifica A a un subanillo de K(4). Se 
ve, pues, que todo anillo integro conmutativo puede considerarse como un subanillo 
de un cuerpo. 


y UL7 CÁLCULO EN EL CUERPO 
DE LOS NÚMEROS COMPLEJOS 


Recordaremos brevemente la construcción y las propiedades esenciales del 
cuerpo C de los números complejos. 

En el conjunto R <X R se obtiene una estructura de cuerpo conmutativo si se 
define la suma por medio de la fórmula: (x, y) + (x, ” = Ce +x', y +) y la 
multiplicación por la fórmula (x, p).(x”, y) = (xv" — y" + xp). El cuerpo 
así obtenido se designa por C y se llama cuerpo de los números complejos. 

El elemento nulo de C es (0, 0), el elemento unidad es (1, 0); el inverso del ele- 
mento no nulo (x, y) es 


La aplicación j : R —C tal que j(x) = (x, 0) para todo xeR, es un isomor- 
fismo del cuerpo R en un subcuerpo de C. Habitualmente, R se identifica con el 
subcuerpo ¡(R) deC. obtenido por medio de j, de suerte que el número complejo 
(x, 0) se designa simplemente por x. 

El elemento (0, 1) de C se designa por ¡; se tiene: — 1. Por definición, el 
número complejo z = (x, y) es igual a x + iy, y esta representación es única. Se 
establece: 


x=Re(z) (parte real de z) 


y =Im(z) (parte imaginaria de z). 


Si z = x + iy es un número complejo, se escribe Z = x — ip, y a 7 se le llama el 
conjugado de z. Se comprueba inmediatamente la siguiente propiedad: 


1.7.1 La aplicación z+>z es un automorfismo involutivo de C, que deja fijo 
ll, cada uno de los elementos de R. 
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Recíprocamente, un automorfismo de C que deje fijo cada número real es la 
identidad si deja fijo a i; si no, transforma a ¡en — i, y es la aplicación z+» z. 


DEFINICIÓN IIL.7.1 
El módulo del número complejo z =x + iy es el número positivo 
Iz| =/z7.7 = JE y. 


Se designa por | z|. 


Se tiene evidentemente zz =|z|?, y, si z% 0, 2 ==" 
Además 
Iz|>|Re(3], |21>|Im()] 2+7Z=2Re(z), z-7Z=2ilm(z). 


z es real si, y sólo si, z =Z. 


111.7.2 Para todo zeC y z'€C, se tiene: 


Do tei=121121, y (2 Iz+z]1<|z21+1|2]. 
Demostración 
(1) Se tiene | 27]? = 27 27 =|2|?|7 |? de donde | 27'| =|2|.]z'| 
Q) E 
luego: 
Iz 
y 


111.7.3 Todo número complejo % 0 posee 2 raíces cuadradas opuestas. 


Demostración. Hagamos a =x2 if y z =x=+w iy (a 4 0): 


E 
6) 70) 2xy=B 7] y= ya + pa) 


24 y? = Ju? + B? 


Y 


¿4/2 +pP+0) 


— 
e 
lo 
' 
to 
ES 


Il 
= 


2 xy 
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A una determinación de x sólo corresponde una determinación de y, puesto 


que el signo de xy es el de $. Se obtienen, pues, dos pares (x, y), (— x, — y) que 
son solución de (3). c.q.d. 


117.4 El conjunto de números complejos de módulo 1 es un subgrupo del grupo 
ll. multiplicativo C* de los números complejos no nulos. 


|, es un 


Demostración. La aplicación y :C*.>R*, definida por y(z) =| 
homomorfismo de grupos (para las leyes multiplicativas), pues 
lzr|=|21.12); 
y el conjunto de los números complejos de módulo 1 es precisamente el núcleo de y. 


c.q.d. 
El grupo multiplicativo de los números complejos de módulo 1 se representa 


por U, 


Homomorfismo exponencial, ángulos orientados 


En el volumen II de la presente obra (Análisis), demostraremos el teorema 
siguiente: 


TEOREMA 111.7,5 


a) Existe un homomorfismo continuo epiyectivo q del grupo aditivo 
¡py 


, Y UN nú- 
UN ? 


mero 2 > 0 tal que el núcleo de p es el subgrupo 231Z de R; 

b) todo homomorfismo continuo y del grupo aditivo R en el grupo multi- 
plicativo U es de la forma x => «p(ax), en donde a es un número real que 
depende de 1. 


ie 
R en el grupo multiplicativo U, definido por p(t) = 2 ( 
n>0 


Las funciones circulares se definen haciendo p(0) =cos 0 + ¡sen 0 y se tiene: 
cos?) + sen?0 = 1; las funciones cos y sen 0 son periódicas, reales, analíticas, 
y se tiene 


d d 
qa (6en0) = cos 6. qa (Cos 0) = = senÚ . 
DEFINICIÓN 111.7.2 


j Al homomorfismo q definido en 111.7.5 se le llama exponencial y se 
le designa por p(0) =e". 
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Con estas notaciones, se tiene: 
eñ0+0) = gio gi0 ;  (ei0)" = giró (fórmula de De Moivre). 


Con la ayuda de este teorema se puede construir la teoría completa de las fun- 
ciones circulares (cf. Tomo II). 


Argumento 
DEFINICIÓN 111.7.3 


Para todo z e€C* =C>4(0), se llama argumento de z 4 cualquiera 


y z 
de los números reales 0 tales que e” = Tz] > 
z a es 
Puesto que [z] € U y que la exponencial es epiyectiva, todo elemento de C* 


tiene, por lo menos, un argumento; y por definición de núcleo, la igualdad el” = eto, 
que equivale a el0-%) = 1, se verifica si, y sólo si, 0 —0,€21Z. Luego si se co- 
noce uno de los argumentos de z, por ejemplo My, los restantes se deducen sumándole 
un múltiplo entero de 2 xx. 

Con estas definiciones todo número complejo no nulo se puede escribir en la 
forma, llamada trigonométrica: 

z=rel 

en donde el número positivo r =| z| está univocamente determinado, y el número 
real 0 =arg z «definido salvo para 2 ka» (en donde k €Z). 


DEFINICIÓN 111.7.4 


Para todo zeC* se llama medida del ángulo orientado (Ox, 02) al con- 
junto de los números reales arg z; notación (Ox, Oz). 


Esta medida no es una función numérica, sino un isomorfismo del grupo de las 
rotaciones de centro O en el grupo aditivo R/2 11Z. 


Aplicaciones de la fórmula de De Moivre 


1) En primer lugar se deducen las fórmulas de Euler: 


(4) cos O = 200 +e7%. send = 7 (0 Al 
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luego 
(em)? = e = ], de donde e" =+1. 
Puesto que 7 ¿2 1Z, necesariamente e” = — 1; el estudio de las funciones circu- 
¡n z 
i MA 
lares prueba que e? =i,e ?=-—i 
2) Suma de una progresión geométrica. 
Hacemos 
4 z á 
S=14+04++ 40 = Y) sg + ir. 
k=0 


Si el =1 (e.d.si 0 =2 kx, k€Z), se tiene: S=n+ l. 
Si el 4 1 (o sea 0 4 2 kx), se tiene: 


| — elln+ De 


S= 


19 


1 =38 


de donde 


+ +1 
10 MA 0 0 sen 0 
6 0 = 0587 en0j2 =$ en 072 
con 0= Y cosmb; 7= Y senn0 
k=0 k=0 


3) Linealización de cos” x. 
Haremos el cálculo solamente para el caso n =2p, p entero. 
Según la fórmula de Euler, cos x =3 (e'* 4 e“), de donde 


Mi 2 
2 ix y gimp 
cos? x= 5; (0% + e7%) 
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Aplicando la fórmula del binomio y agrupando los términos equidistantes de 
los extremos, se obtiene 


1 2p 1 /(2p. 
cos” x == 2 pix PK 
A) (e + e ml, 


La aplicación de las fórmulas de Euler a cada uno de los términos del segundo 
miembro nos da finalmente 


pr /2 
(6) cos?? x = - 1) +2 A E) cos Ap — k) +] A 


De forma análoga se calcula cos??+! x y sen” x. 
4) Expresión de cos nx como polinomio en cos x. 
Efectuamos el cálculo para n =2p (penN). 
Según la fórmula de De Moivre, 


1) (cos x + ¡sen x)?” = cos 2 px + ¡sen2 px. 


Aplicando la fórmula del binomio al primer miembro de (7), y tomando las 
partes reales de ambos miembros, se obtiene: 


2p 
(cos x + ¡sen x)? = 0%) cos! x(isen x)?P=* 


(8) cos 2 px 


1 
Ms 


2p 
(= 17" cos?” x.sente=m y 
o Nm. 


Si cambiamos m por p — m en (8), y teniendo en cuenta 


(9) sen?” x = (1 — cos? x)”" = y (-1y (:) cop 
4=0 4 


se tiene: 


cos 2 px = DR (= ud (o) Cos tr=m+2) y 


0<m<p,0<¿<m 2m 


que, cambiando / por m — 4, es: 


(10) cos 2 px = En (= q e! (:) cos Hr y 


126 Estructuras algebraicas en las que intervienen varias leyes 


Si hacemos  =0 en esta última expresión, se encuentra el coeficiente de cos?” x, 


pa leo! = Port, 
o<m<p N2m 


En el capítulo IV, $5, obtendremos una expresión más simple del segundo 
miembro de (10). 


O sea 


sen nx de 
en función de cos x. 
sen x 


También es posible calcular la expresión 


Raíces de la unidad 


111.7.6 Todo número complejo no nulo posee n raices n-ésimas distintas. 


Demostración. Se escribe a=pe", «a =rel” (p> 0, r> 0). La ecuación: 
a” =a equivale a (r” e ”” = pel), o sea a 


=p. 0= 


o también a 
np=0+2kn.keZ, k,2eZ, 0<k<n-—1.c.q.d. 


En particular, la ecuación ¿” = 1 (neN) tiene n raíces distintas £, dadas por 
kn 
2i 
j¿=e ",0<k<n— 1. Estos n números son las raíces n-ésimas de la unidad. 


Observemos que toda raíz de la unidad £ es un elemento de U, por lo tanto ¿E=1. 
Designaremos por U, al conjunto de las raíces n-ésimas de 1 (1). 


111.7.7 U, es un subgrupo del grupo multiplicativo C*, isomorfo al grupo adi- 
Il tivo Z/nz. 
a 
Demostración. Hagamos «w =[, =e ”. La aplicación y : m =>" de Z en U, 
es un homomorfismo epiyectivo de grupos, cuyo núcleo es el conjunto de los me Z 


2imi 
tales que wm” =1. Pero ww” =1 se escribe e ” =1, lo que equivale a la condi- 
ción m/n eZ. Luego este núcleo es nZ, y U, es isomorfo a Z/pz según 11.5.3. c.q.d. 
Los generadores de Z/yz están representados por los enteros k que verifican 


l<k<n-—1 y med (k, 1) = 1. 


() Los especialistas en teoría de grupos algebraicos suelen designar a este con'unto por ftp. Por 
razones de coherencia en la notación, en esta obra lo hemos llamado U. 
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Luego los generadores de U, son los números w* tales que: 


l1<k<n-—1 y med (k, n) = 1. 
DEFINICIÓN 111.7.5 


¿ A los generadores de U,, se les llama raíces n-ésimas primitivas de la 
unidad. 


En el capítulo IV, $ 5, demostraremos el resultado siguiente (e incluso un re- 
sultado más general). 


TEOREMA 111.7.8 


IL El único subgrupo finito de orden n del grupo U es Un. 


$ 1IL8() ESTRUCTURA DE MÓDULO SOBRE UN ANILLO 


e Todos los anillos que se consideran en este parágrafo son uníferos, 
DEFINICIÓN 111.8.1 


Sea A un anillo; un A-módulo por la izquierda es un conjunto M 
provisto de una ley interna (designada aditivamente) y de una ley externa 
por la izquierda, de dominio A, designada por (a, x) > ax (ae A, x€ M), 
tales que: 
(M,) M es un grupo abeliano para la adición; 
(My) la ley externa es distributiva respecto de la adición de A y respecto 

de la de M; 
(Ma) para todo ae A, todo PEA y todo x € M, se tiene: 

al Bx) =(aB)x : 

(My) para todo x€ M, se tiene: 1.x =x. 


Se puede definir la noción de A-módulo por la derecha (la ley externa es por 
la derecha) pero en esta obra no la necesitaremos. 
Propiedades inmediatas 


— Para todo xe M, se tiene: 


(09) 0.x=0. 


() Este parágrafo puede omitirse en una primera lectura. 
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pues 0.x = (0 + 0).x =0.x + 0.x, de donde 0.x =0 (atención: en la relación (1), 

el 0 del miembro de la izquierda es el de A, el O del miembro de la derecha es el de M). 
— Para todo ae A y todo xe M, 


0) (- a9).x = — (ax) 


pues a.x + (— a).x = [a + (— a)].x =0.x =0; en particular, 
(=D.x= -=(1.)==x., 


— Para todo ae A, la aplicación x-=>ax es un endomorfismo del grupo adi- 
tivo M (según (M;)). Delo que resulta a.0=0. c.q.d. 


Aplicaciones lineales 


De acuerdo con las definiciones generales del capítulo II, se establece: 


DEFINICIÓN 111.8.2 


Sean M, N dos A-módulos. Una aplicación f : M => N es un homomor- 
fismo de A-módulos si es un homomorfismo para los grupos aditivos 
M y N, y si, para todo ae A y todo x€ M, se tiene: 


Fax) = af(x) . 


A los homomorfismos de A-módulos se les llama aplicaciones A-lineales, o apli- 
caciones lineales si sólo entra en juego un anillo de base. 

La compuesta de dos aplicaciones lineales es una aplicación lineal. 

El conjunto de las aplicaciones A-lineales de M en N se designa por Z,(M, N), 
o Z(M, N) cuando no hay peligro de confusión. Se escribe -P,(M) en vez de 
L (M, M); L,(M, N) es un grupo abeliano para la ley (f, g)>/ + g definida por: 


(F+ 900) =/(0) + 9(x) (xeM). 


Para fe L£¿(M, N) y ae A, sea a. f la aplicación de M en N tal que (af (x)=a.f(x) 
para todo xe M. 
En general, af no es lineal, puesto que 
(a2f) (Ux) =a.f(2x) = qef(x) = f(x) . 
Aaf) (x) = ¿af (x). 
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Sin embargo, si A es conmutativo, af es A-lineal, y la aplicación 


CANA 
es una ley externa en P,(M, N), de dominio A, que dota a P¿(M, N) de estructura 


de A-módulo. 
Submódulos 


— Sea M un A-módulo. Un submódulo de M es una parte de M estable para 
las leyes de M, y que es un A-módulo para las leyes inducidas. 


TEOREMA 1I1.8.1 


Sea M un A-módulo y N una parte no vacía de M. Para que N sea un 
sub-A-módulo de M, es necesario y suficiente que N sea estable para la 
ley interna y para la ley externa de M. 


Demostración. La condición es evidentemente necesaria. Recíprocamente, su- 
pongámosla verificada, y es suficiente probar que N es un subgrupo de M. Sea, 
pues, x€ N. Se tiene: (—1).x € N; pero hemos visto antes que 


D.ox=-x, 


de donde la relación: (VWx)xe N => —xe€N, lo que, en virtud de las hipótesis, 
prueba que N es un subgrupo de M. c.q.d. 


Propiedades de los submódulos 


— (0) y M son submódulos de M. Si N es un submódulo, la inyección canónica 
N => M es lineal. 
— Si (N,);¿, es una familia de sub-A-módulos de M, N = Q N, es un submó- 


dulo de M; N es el ínfimo de los N, en el conjunto, ordenado por inclusión, de 
los submódulos de M. 


— En particular, la intersección de los submódulos que contienen a U MN, 
iel 


es un submódulo de M, supremo de los N,; este módulo se designa por 2 N; y 
» iel 


se llama suma de los N,. Evidentemente, es el conjunto de elementos de M de 


la forma Y x, en donde J es una parte arbitraria, finita, no vacía, de J. 
ieJ 


LELONG 1-9 
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— Si M, N son dos A-módulos y fe £,¿(M, N), la imagen directa de todo 
submódulo de M por f es un submódulo de N, y la imagen recíproca de todo sub- 
módulo de N por f es un submódulo de M. 

En particular, el núcleo f(0) de f es un submódulo de M, y la imagen f(M) 
de f es un submódulo de N. 


Combinaciones lineales en un módulo 


Sea (a;);¿, una familia de elementos del A-módulo M. Recordemos (cf. Cap. I) 
que ¿> a, es una aplicación cualquiera (no necesariamente inyectiva) de / en M. 
El conjunto asociado es la parte de M imagen de / por medio de esta aplicación. 

Recíprocamente, si S es una parte de M, es posible asociarle la familia (4,),<s 
tal que, para todo s € S, u, = s. Se dice que esta familia está canónicamente asociada 
a S, o simplemente, asociada a S. 


DEFINICIÓN 1I[.8.3 


Si (a);¿, es una familia de elementos del A-módulo M, una combinación 
lineal de los a; es un elemento de M de la forma: 
(mm x= Y 44, 

iel 
en donde ¡> 4, es una aplicación de 1 en A, tal que 2, =0 salvo para 
un conjunto finito de valores de i (brevemente, se dice que los 2, son casi 
todos nulos). 
A los 7, se les llama coeficientes de la combinación lineal. 


El sentido que debemos dar a (1) es el siguiente: si todos los A, son nulos, x = 0; 
en caso contrario, x es la suma 2 2,a;, en donde J designa a la parte (finita) de los 
¡el tales que 2, + 0. Es ¿Sinodo convenir que el símbolo > 2,a, representa al 
elemento nulo de M. Con este convenio, en (1), x es la sm 2,4, en donde Y 
designa al conjunto de los ¡e 7 tales que 4; % 0, en todos oécisoR 


Caso particular. Si S designa a una parte del A-módulo M, una combinación 
lineal de elementos de S es una combinación lineal de la familia asociada a S, es 
decir, un elemento x e M de la forma: 


en donde los coeficientes (2,),¿s son casi todos nulos. c.q.d. 
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Consideremos una familia (a;);., de elementos del A-módulo M. El conjunto 
de submódulos N de M tales que (Vi € 1, a, € N) es no vacío, puesto que M verifica 
esta propiedad. La intersección de este conjunto de submódulos es el menor sub- 
módulo de M que contiene a todos los a;, y se le llama submódulo engendrado 
por la familia (a;)jey. 


111.8.2 El submódulo engendrado por una familia (a;);., de elementos del A- 
Il módulo M es el conjunto de las combinaciones lineales de los a,. 


Demostración. Según IIL8.1, si un submódulo N de M contiene a todos los a;, 
contiene toda combinación lineal de los a,. Basta, pues, con demostrar que el con- 
junto .W/ de estas combinaciones lineales es un submódulo de M. Vamos a com- 
probar sucesivamente que si EV e ye/, se tiene: x + y EN; y que siAEA y 
xeYN, se tiene: ¿xeN. 

a) SixeN e pey, existen escalares (2;)s, casi todos nulos, y escalares 
(M:)ier casi todos nulos, tales que 


Y ajaj. y = Y Mit 

val 1 

Los escalares (2, + 11;)¡e, son casi todos nulos, ya que si K (resp. £L) designa una 

parte finita de / tal que 2, =0 para ¡ £ K [resp. 1, =0 para ¡ € £L], se tiene: 2/+11 =0 

paraig KUL, y K U Les una parte finita de /. Es evidente que x + y = 3 (+4) 
el 


x= 


a;, de donde x + y EN. 
b) Six= Y A4a eN, y si 26 A, los escalares (22,)¡¿, son casi todos nulos, 
tel 
y se tiene: ¿x= > (22,Ja,. c.q.d. 
tel 


Si S designa una parte del A-módulo M, el submódulo engendrado por la fa- 
milia asociada a S es el conjunto de las combinaciones lineales de elementos de $; 
brevemente, se llamará submódulo engendrado por S. Este submódulo es, pues, 


el conjunto de elementos x€ M de la forma: 


Ms Dels 


ues 
en donde (2,),es es una familia de escalares casi todos nulos, 
DEFINICIÓN 111.8.4 
Se dice que una parte S de un A-módulo M es una parte generadora 


(o un sistema generador o también, por abuso de lenguaje, un sistema 
de generadores) si el submódulo engendrado por $ en M es igual a M. 
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111.8.3 Sean (A¡)ier y (bj)jey dos familias de elementos del A-módulo M. Si el 
conjunto asociado a la familia (a;);¿r, está contenido en el conjunto aso- 
ciado a la familia (b,)ye, el submódulo N engendrado por la familia (a;);er 
está contenido en el submódulo P engendrado por la familia (b,);er. 


Demostración. Si xeN, existen escalares (2;)je, casi todos nulos, tales que 
x= Y 1,4, Sea K la parte finita de 7 formada por los ¡e I tales que 4, + 0. Para 


tel 
todo ¡e K, existe (según las hipótesis), por lo menos, un elemento de J, llamado 


J(i) tal que a, = by); y se tiene: 


x= Y ¿¡4,= Y 2¡byy de donde xe P. c.q.d. 


¡ek ¡ek 


COROLARIO 


| Sea (a;); una familia de elementos del A-módulo M. Toda familia (b,)jey 
que tenga el mismo conjunto asociado engendra el mismo submódulo. 


Demostración. Se aplica 11.8.3 intercambiando los papeles de ambas familias. 


DEFINICIÓN 111.8.5 


Sea (a); una familia de elementos del A-módulo M. Se dice que esta 
familia es libre, 0 que las a, son linealmente independientes, 
si, cualquiera que sea la familia de escalares casi todos nulos, (A)ier, 
la relación: 

Y 214,=0 


iel 


implica: (VieI) 2, =0. 
Una parte L de M es libre, si la familia asociada a L es libre. 


A una familia (a;);¿, de elementos de M, no libre, se le llama ligada, o lineal- 
mente dependiente. 


111.8.4 Si la familia (a;);¿, de elementos del A-módulo M es libre, la aplicación 
ia, de I en M es inyectiva. En otras palabras, cada elemento del con- 
junto asociado sólo figura una vez en la familia. 
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Demostración. Si ¡H>a, no es una aplicación inyectiva, existen ¡el e ¡el 
tales que ¡y % i, y 4;, = 4;.. Hagamos 2, = — 4¡,=1, y, parai% iy Xi (iel, 
2, =0. Se tiene entonces > 2,a, = 0, en donde los escalares (/,) son casi todos 

iel 
nulos, pero no todos nulos. Luego la familia (a;);¿, está ligada. c.q.d. 

Llamamos subfamilia [resp. subfamilia finita] de una familia (a;)je,, a toda 
familia de la forma (a;);¿y, en donde J es una parte [resp. una parte finita] de 7. 
De las definiciones, resulta que: 


1L8.5 Una familia (a,);¿, de elementos del A-módulo M es libre si, y sólo si, 
ll toda subfamilia finita de esta familia es libre. 


Nota. (0) no es una parte libre de M, puesto que, para todo 2€ 4, 2.0 =0. 
Luego, si (a;);¿, es una parte libre de M, para todo ¡el, se tiene: a; A0. 

Sea (a;);e, una familia libre del A-módulo M, y sea (2;);É, una familia de esca- 
lares casi todos nulos. Si (,1,);¿, es otra familia de escalares casi todos nulos, tal que 
Y 114,= Y 1,41, 

tel iel 


se tiene 
Y (4 4)a=0, 


tel 


de donde (Vie 1, 4; = 1). según la definición 11.8.4. 
Luego, si x es una combinación lineal de los a,, existe una familia y sólo una 
de escalares (2;);e,, casi todos nulos, tal que 


i= E Md 


¡el 


Al elemento 2, se le llama entonces coordenada de x de índice i. Recíprocamente, 
si esta condición se verifica para toda combinación lineal de los a,, entonces la 
familia (a,)je, es libre. 


DEFINICIÓN 111.8.6 


; Una familia (a;);¿, de elementos del A-módulo M es una base de M, 
si es, a la vez, libre y generadora. 


Según lo que antecede, (a,);É, es una base de M si, y sólo si, todo xe M se 
escribe de una manera y sólo una en la forma 


x= Y Andi 


iel 


en donde los escalares (2,) son casi todos nulos. 
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Cuando esto ocurre, la aplicación x+> 4, de M en A que es 4-lineal se llama 
proyección de índice i. (Aquí A se halla dotado de su estructura canónica de A- 
módulo por la izquierda (cf. ejemplo 2, más abajo.)) 


Nota. Es cómodo dotar al conjunto de las partes generadoras (resp. de las 
partes de M, decir que S < T equivale a decir que la familia asociada a S es una 
por la inclusión de las partes de M. Desde este punto de vista, si S y T designan 
a partes de M, decir que S< T equivale a decir que la familia asociada a S es una 
subfamilia de la familia asociada a 7. A lo largo de toda esta obra, nos permiti- 
remos utilizar, sin mayores explicaciones, frases del tipo: «secan S y T bases de E 
tales que S< Tp. 


Ejemplos de módulos 

1) Sea G un grupo abeliano; la ley externa 

(m, x) > m.x (meZ,xeG) 

define en G una estructura de Z-módulo. Los sub-Z-módulos de G son los sub- 
grupos de G. Todo teorema sobre los subgrupos abelianos es un teorema de los 
sub-Z-módulos y viceversa. 

2) Sea A un anillo; la ley «externa» 

(1,x)H>4.x (1E6E4,x€4) 

define en A una estructura (llamada canónica) de A-módulo. A los sub-4-módulos 
de A se les llama ideales por la izquierda de A. (Si A es conmutativo, éstos son los 
ideales ya definidos.) 


3) Sea A un anillo y £ un conjunto, y sea F(E, A) el anillo de las aplicaciones 
de E en A. F(E, A) es un A-módulo, si se le dota de la ley (a, f)->> af tal que 


(af) (x) = 0. f(x) (ue A,xe E). 


4) Sea G un grupo abeliano, E un conjunto, .F(E, G) el grupo aditivo de las 
aplicaciones de £ en G, y 6(G) el anillo de los endomorfismos de G. La ley 


(1.1) > a0f (1e8(G) fe F(E,G)) 


define en .F(E, G) una estructura de ¿(G)-módulo por la izquierda. 
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Ejemplos de bases de A-módulos 


1) Sea A un anillo; consideremos los n elementos e; (1 < ¡ < n) del módulo A”, 
definidos por: 


€ = (Ó,15 Óp2, 000, 019)3 0, =1 y 9,=0 si ¡Aj (l<i<m): 


fe hi<isn es una base de 4”, llamada base canónica. 

2) Sea A un anillo, y sea AW) el conjunto de las sucesiones (x;,),>p de elemen- 
tos de 4, nulas a partir de un cierto lugar; AW es un sub-A-módulo del módulo 
de las aplicaciones de N en A. Establecemos 

e= (Ainnzo+ 4 = 1 y 4=0 parairj (¡eN): 


los e, forman una base (infinita) de AW, llamada base canónica. 


$ 1.9 ESTRUCTURA DE ÁLGEBRA SOBRE UN ANILLO 
CONMUTATIVO UNÍFERO 


En este parágrafo, de forma excepcional, designaremos por * a la multiplica- 
ción en ciertos anillos, 


DEFINICIÓN HI.9.1 


Sea C un anillo conmutativo. Una C-álgebra asociativa es un C-módulo A, 
dotado de una multiplicación * que hace de A un anillo unifero (cuyo ele- 
mento unidad designaremos por 1), tal que, para todo € C, todo x€ A, 
y todo yc A, se tiene: 


Ax y) = (0x)x* y = x*(4))- 


Nota. En esta obra, sólo consideraremos álgebras asociativas. Por este mo- 
tivo, nos permitiremos llamarlas «álgebras» sin ningún calificativo. 

Designamos por A una C-álgebra, por * el producto de A. 

— La aplicación y : 2 +> 2.7 es un homomorfismo de anillos: en efecto 1./=1, y 


(.0.1= (90D = ¿(ul DM) = 21 (0) = (2) + (ul) 
La imagen de C es un subanillo conmutativo de A, contenido en el centro de A (*). 


() Por definición, el centro de un anillo A es el conjunto de elementos x € A tales que xy = yx para 
todo y e A. Se comprueba fácilmente que el centro de A es un subanillo unífero conmutativo de A. 
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— Sea C un anillo unífero conmutativo, y sea D un subanillo unífero de C. 
Si A es una C-álgebra, el módulo obtenido por restricción a D de los escalares es 
una D-álgebra. 

— Sea Á un anillo unífero; el homomorfismo m ->m.I de Z en A define en A 
una estructura de Z-álgebra, llamada canónica. 

— A una parte B de la subálgebra A se le llama sub-C-álgebra de A si es a la 
vez un sub-C-módulo de A y un subanillo unífero de A. Estas dos estructuras pro- 
veen, entonces, a B de una estructura de C-álgebra, llamada inducida. 

— Sea A un anillo unífero, y C un subanillo de A contenido en el centro de A. 

La inyección canónica j: C > A define en A una estructura de C-álgebra. 

Los ejemplos más importantes de álgebras son las álgebras de polinomios, de 
series formales, de matrices (Caps. IV, VII y VIID, y las álgebras de funciones, 
e.d. las subálgebras de F(E, A), en donde A designa a un anillo unífero conmutativo. 


Capítulo IV 


Polinomios con una o varias variables 


Dejando Z aparte, el anillo K[X] de los polinomios con coeficientes en un 
cuerpo conmutativo K es el ejemplo más familiar de anillo principal. Las propiedades 
aritméticas de los $$ 2 y 3 dependen únicamente de esta estructura, de ahí su exacta co- 
rrespondencia con las de Z, que se puede extender a todo anillo principal. 


$ IV.1 DEFINICIÓN DE A[X], PROPIEDADES GENERALES 
DEFINICIÓN 1V.1.1 


Si A es un anillo conmutativo unifero, se llama polinomio con coefi- 
cientes en Á a una sucesión (As, 4, ..., An, ...) de elementos de A 
en la cual sólo un número finito de términos es no nulo. A este poli- 
nomio se le llama normalizado (o unitario) si su último coeficiente 
no nulo, llamado coeficiente dominante, es igual a 1. 


Notación. Al conjunto de los polinomios con coeficientes en un anillo A se 
le designa por A[X]. En A[X] se definen dos leyes de composición interna: 
Adición. Si P = (Ap; Ay, «<0s Gp») = (A) en y 
O = (bo, b;, -.., Dn -.-) = (Dp)pen> 
se define la suma P + Q por: 
P+0Q=(8 + bo,21 + Di, -.., An + dp...) = (0) + Dopen- 
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Multiplicación. Conservamos las anteriores notaciones. Para me N definimos 


(1 = Y apb,. 

p+q=m 
Puesto que los términos (a,) y (b,) son nulos a partir de un cierto lugar, existe un 
myEN tal que (1 > my) > (a, =b, =0). Según (1), para m > 2 mp, se tiene: 
Cm = 0 (para cada término a, b, del segundo miembro de (1), uno de los enteros p, 
q es > my). Ello muestra que la sucesión (C,,),,>p definida por (1) es un polinomio. 
Por definición, este polinomio es el producto PQ de P y OQ. 


TEOREMA I1V.1.1 


Provisto de estas dos leyes de composición, A[X] es un anillo conmutativo 
unifero. 


Demostración 


a) Para la adición, A[X] es un grupo abeliano. En efecto, la asociatividad 
y la conmutatividad de la adición en A[X] resultan de las correspondientes pro- 
piedades de la adición en el grupo aditivo A. El elemento neutro (designado por 0) 
es el polinomio definido por la sucesión que posee todos los coeficientes nulos, 
quees el polinomio nulo; el opuesto de P =(a,)py es — P.=(— aphpen: 

b) La conmutatividad, asociatividad y distributividad respecto de la suma, del 
producto, resultan de estas mismas propiedades en A. Por ejemplo, comprobemos 
la asociatividad : 

Sean P = (appen» Q = (brdxens R = (c,),en tres polinomios. Se tiene 

PO = (Bmdmen: (PQ)R = (0n)nen 3 Y = 2h as P= , y apby. 


+K=k 
En virtud de la asociatividad del producto y de la conmutatividad de la suma en A, 
se deduce de todo ello: 


%»= Y apb,C,. 
p+GEr=n 


Igualmente se demostraría que P(QR) = (y»)en- El polinomio (e): y €n el que ey = 1 
y €, =0 para p > 1 es, evidentemente, elemento neutro para el producto. c.q.d. 


DEFINICIÓN 1V.1.2 


Dotado de la estructura de anillo definida anteriormente, el conjunto 
A[X] se llama anillo de los polinomios con una variable (o inde- 
terminada), con coeficientes en A. Este anillo se designa también 
por A[X]. 
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Inclusión de A en A[X]. La A-álgebra A[X] 


Definimos la aplicación j: A-—> A[X] por j(a) =(a,0,0, ...) (sucesión en 
que el término de índice O vale a y los restantes términos son nulos). Es claro que j 
es un homomorfismo de anillos inyectivo. Por esta razón, se identifica A con un 
subanillo de A[Y], omitiendo indicar la aplicación j. A los elementos de A se les 
llama entonces constantes de A[X]. 

En A[X] se puede definir una estructura de A-módulo y también de A-álgebra: 
el producto de ae A por el polinomio P = (a,),ew es el polinomio (44,),en- 


Grado 


Si — co es un símbolo, designaremos por N al conjunto Nu (— coo]. Se ex- 
tiende la relación de orden de N y la adición de N a N por medio de las fórmulas: 


-o0<n (neN), =0+n=-00. 


DEFINICIÓN 1V.1.3 


El grado del polinomio nulo es — oo. 

El grado de un polinomio no nulo P =(4), 4, ..., An, ...), es el mayor 
entero k tal que a, 4 0. 

En todos los casos, el grado de un polinomio P se designa por gr (P). 


1V.1.2 Para todos los polinomios P, O € A[X] se tiene: 
| (2) gr (P + 0) < sup (gr (P), gr(0)). 
6) er (PQ) < gr(P) + gr (0). 


Demostración. (2) es evidente. Observemos que, siempre que 
gr(P) 4 gr(0) 


se tiene la igualdad en (2). La relación (3) es evidente si P=0 0 Q =0. Supon- 
gamos que P y O son no nulos, P.= (4)),>0 O = (b,)4>0 Y Pongamos m = gr (P), y 
n = gr(0). Para p > m (resp. gq > n) se tiene: a, =0 (resp. b, = 0). Luego, para 
P+4>m-+mn, se tiene: a, b, =0. 
Esto demuestra que el término 
cu= Y Ap by 
p+qg=M 

del polinomio PO = (c,),>p es nulo para M > m + n, luego (3) ha quedado esta- 
blecido. c.q.d. 
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TEOREMA 1V.1.3 
Si el anillo A es integro (luego en particular, si A es un cuerpo) A[X] es 
íntegro. 
En otras palabras, la relación PQ =0. (P, O e A[X]) implica entonces 
P=000=0. 


Demostración. Utilizamos las mismas notaciones que en la demostración de 
1V.1.2, El término de índice m + n de PQ es 


Cmtn = Gm Pp. - 


Puesto que 4, % 0, b, 4% 0, se tiene: Cm+, + 0 (pues A es íntegro). Dicho de otra 
manera, en este caso la fórmula (3) se convierte en 


(4) gr (PQ) = gr (P) + gr (0), 


y las relaciones P 4 0 y Q 4 0 implican PQ %0. c.q.d. 


IV.1.3 es un ejemplo de «teorema de permanencia», es decir, de teorema ver- 
dadero en A[X] cuando es verdadero en A; veremos otro ejemplo en el capítulo XIV. 


Valoración (u orden) 

DEFINICIÓN IV.1.4 
La valoración del polinomio nulo es + co. 
La valoración de un polinomio no nulo P = (Ay, 4, ..., Gn, ...) es el 
menor entero k tal que a, 40. 


A la valoración de un polinomio P se le llama también el orden de P; en 
general se le designa por «(P). 


Las propiedades de la valoración son análogas a las del grado; nos limitaremos 
a enunciarlas: 


AP + Q) > inf (a(P), (0), 
MPQ) > AP) + (0) ; 


y, si el anillo de base es íntegro: 


(PQ) = AP) + AQ) - 
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Generador de A[X] 


Sea YX el polinomio (e,),ew definido por e, = 1, y e, =0 para p 4 1, o X =(0, 
1,0,...,0,...): a X se le llama la variable (o indeterminada). Para cada n eN, el 
polinomio X” = (few está definido por: f, =1, f, =0 para p An. 

Consideremos un polinomio cualquiera P = (4,),ew; puesto que los a, son 


nulos a partir de un cierto lugar, la suma > a, X” tiene sentido. Y, en virtud de 
neN 
lo precedente, esta suma es precisamente igual a P. En consecuencia, se puede 


enunciar: 


IV.1.4 Si X es la variable, todo polinomio P e A[X] se escribe de una manera 
y sólo de una en la forma 3 a, X”, en donde los a, son los coeficientes de P. 
neN 


Se expresa IV.1.4 diciendo que X es un generador de la A-álgebra A[X]. Según 
el capítulo HI, $9, IV.1.4 expone también el hecho de que el conjunto de los poli- 
nomios (X”), ey forma una base del A-módulo A[X]. 

Si n designa el grado de P = > a, X”, se puede escribir igualmente: 

peN 


P= y a, X* (ordenación de P según las potencias crecientes), 
k=0 
o 

P= Y a, X* (ordenación de P según las potencias decrecientes). 


k=n 


Substitución de un polinomio en otro 


DerINICIÓN 1V.1.5 


Sean P= 5 a4xX*y0= S, b, X* dos polinomios. 
=0 ko 
Se llama compuesto de P y 0 (notación P o Q o P(Q)) al polinomio 


> a; Q*. Se dice también que P o Q se deduce de P substituyendo X por Q. 
k=0 


Propiedades de la operación (P, Q)+ Po Q: 


PSX =P, 
(P, + P,)0Q0 =P,0Q+P0Q; 
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pero, en general, 


Po(0,+ 0) X*P0o0,+P00,. 
Por ejemplo, si P=1+X?, Q, =X?, Q, =X, se tiene: 


Po(Q,+0)=1+(X+X??, y PoQ,+P0Q,=2+X*%+Y", 


Elementos invertibles de A[X] 
TEOREMA IV.1.5 


Si el anillo A es integro, el grupo de las unidades de A[X] coincide con 
el grupo de las unidades de A. 


Demostración. Si Pe A[X], Qe A[X] y PO =1, se tiene ante todo P %0 y 
0 %0, luego, en virtud de (4): 


gr (P) + gr (0) = gr (1) =0; 
esta última relación implica que gr (P) = gr (0) =0, luego P y O son constantes 
invertibles. El recíproco es evidente. c.q.d. 


Si A no es íntegro, 1V.1.5 no es verdadero: por ejemplo, si existe a € A tal que 
a 0 y a? =0, se tiene: 


(aX + 1)(-aX+1)=1. 


Observemos, finalmente, que si A es íntegro, según IV.1.5, los polinomios de 
grado > 0 no son invertibles. 


Cambio del anillo de base 


p : A —>B designa a un homomorfismo no nulo de anillos uníferos conmutativos. 
Hagamos corresponder, a todo Pe A[X] definido por P= 3 a, X”, el polinomio 
O e B[X] definido por: Q = > p(a,) X”. 

La aplicación PH Q es un homomorfismo de anillos 


P:A[X] > BX], 


llamado extensión de p. Si p es inyectivo (resp. epiyectivo), p es inyectivo (resp. 
epiyectivo). 
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Este razonamiento se aplica especialmente cuando A es un subanillo de B y 
p: A->B es la inyección canónica. En este caso, p permite identificar A[X] con 
un subanillo de B[Y]. Pero entonces es preciso distinguir perfectamente bien entre 
las propiedades de un polinomio P € A[X], según que lo consideremos como elemento 
de A[X] o de B[X]; (cf., por ejemplo, la noción de irreducibilidad: ver $ 3). 


$ 1V.2 DIVISIÓN EUCLÍDEA. 
PROPIEDADES ARITMÉTICAS DE KI[X] 
CUANDO K ES UN CUERPO CONMUTATIVO 


División euclídea 


O De momento, K designa a un anillo conmutativo unifero (en adelante, supon- 
dremos que K es un cuerpo). 


TEOREMA IV.2.1 


Sea A un polinomio cualquiera de K[X] y B un polinomio, tcl que el coe- 
ficiente de su término de más alto grado sea invertible en K. Existen poli- 
nomios O y R, univocamente determinados, tales que 


(1) A=BQ+R, 
(2) gr (R) < gr (B); 
a O se le llama cociente, y a R, resto en la división euclídea de A por B. 


Demostración 


a) Unicidad. Si las parejas de polinomios (O, R), (Q”, R') satisfacen (1) y (2), « 
se tiene, por sustracción miembro a miembro, 


6) BO'-0)=R=R'. 


El coeficiente del término de más alto grado de B es invertible, por lo tanto regular 
en K. Volviendo a la demostración de 1V.1.3 la relación (3) implica, 


er[B(Q' — Q)] = gr (B) + gr(Q' — Q); 


si RA R', se deduce que O” — O %0, de donde gr [B(O' — 0Q)] > gr (B); pero 
por otro lado, 


gr [B(Q' — Q)] = er (R — R') < sup [gr (R), gr (R')] < er (B), 
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de donde se sigue una contradicción. Luego R = R'. Finalmente se establece que 
OQ = Q' teniendo en cuenta que B no es un divisor de cero en K[X] (el coeficiente 
de su término de más alto grado es invertible). 

b) Existencia. Si.A=0, basta hacer Q =R=0. Si no, se razona por recu- 
rrencia sobre n = gr (4). Escribimos B = b, X” +... + bp, con p =gr(B). Por 
hipótesis, b, es invertible en K. Cuando n < p, se hace Q = 0, R = A. Supongamos 
la propiedad verdadera para todos los polinomios A de grado < nm, y demostré- 
mosla para 


A=4:1 XP 4 +49, (n+1=gr(4) 4n+1 4 0). 


El polinomio A, = A — BQ,, en donde OQ, = $2 pi, es de grado <n. 


'» 
Por la hipótesis de recurrencia, existen dos polinomios O, y R,, con gr (R)) < py, 
tales que A, = BQ, + R). Se tiene: 


A= A, + BQ, = B(Q, + 02) + R2. 


Por lo tanto es suficiente hacer R = R,, Q = Q, + Q, a fin de obtener (1) y (2). 
c.q.d. 


La disposición práctica clásica de la división se inspira en el anterior razona- 
miento por recurrencia. 


Ejemplo 
A=X54+2X*-3X-2, B=X'W+X+1 


" 


Xx?4+1 
—X?-4X-3. 


ES 
Il 


Cuando K es un cuerpo conmutativo, cualquier pareja de polinomios (A, B), 
B 0 verifica las hipótesis del teorema IV.2.1. 


O Por este motivo, en lo que resta de este capítulo, supondremos que el anillo de 
base K es un cuerpo conmutativo. 

Recordemos algunas definiciones acerca de los divisores (dadas ya en el capí- 
tulo II en un cuadro más general). Se dice que B € K[X] es un divisor de A, o que A 
es un múltiplo de B, si existe Q e K[X] tal que A = BO. Para ello, es necesario 
y suficiente que, en la división euclídea de A por B,el resto sea nulo.(Cuando B%0.) 

Dos polinomios A y B están asociados si cada uno de ellos es múltiplo del otro. 
Ello equivale a decir que existe 4 e K* tal que B= 24, o que A= B =0. Diremos 
también que tales polinomios son proporcionales, o que difieren únicamente en un 
factor constante. 
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Ideales de K[X] 


En lo que sigue designaremos por (Ay, Az» --..4,) al ideal de K[X] engendrado 
por los polinomios Ay, ..., An. Recordemos que (4, ..., A,) es el conjunto de 


los polinomios A de la forma A = 3 U, A,, en donde los U, son polinomios arbi- 
trarios de K[X]. Eh 
En particular, el ideal principal engendrado por A se designará por (4). 


TEOREMA 1V.2.2 


Si K es un cuerpo conmutativo, todo ideal de K[X] es principal. 

(En otras palabras (cf. Cap. 111) K[X] es un anillo principal). Preci- 
sando, a todo ideal 9 de K[X], se le puede asociar un polinomio P, 
único salvo un factor no nulo, tal que 9 =(P). 


Demostración. Si Y = (0) se puede tomar P =0 y ésta es la única solución. 
Si o 4 (0), sea 6 = (gr (4)| 4e 9 y A % 0). El conjunto 6 es una parte no vacía 
de N; existe, pues, un primer elemento d > 0. Sea Pe >< (0) tal que gr (P) =d. 
Se verifica, evidentemente, (P)< 9. Por otro lado, si Ae 9, la división euclídea 
de A por Pda A = PQ + R, con gr (R) <d, y (4 € 9 y PQ € 9) implica A— PQ = 


=Re€09. Es, pues, necesario que gr (R) =— co, luego R=0 lo que demuestra 
que Á es un múltiplo de P; de ahí la inclusión 9 < (P), o sea, en fin, 9 =(P) ya 
que Pe 9. 


Si 9 =(P,) = (Pa), con 9 4 (0), P, y P¿ son no nulos y múltiplos el uno del 
otro, luego están asociados. c.q.d. 


Máximo común divisor 
Sea Aj, Ay, -.., A, una familia finita de polinomios no todos nulos y sea 


J= (Aj Az «> An) 


el ideal engendrado por estos polinomios. Según IV.2.2 existe un polinomio D, 
único salvo un factor no nulo, tal que 


J =(Aj, Az ---> Ay) = (D)- 


Este polinomio D es un divisor común a todos los A, (ya que A; € J); y todo po- 
linomio que divida a cada uno de los A, divide a D (ya que DeJ): 


LELONG 1-10 
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DEFINICIÓN 1V.2.1 


Si los polinomios A;, Az, ..., A, son todos no nulos, el polinomio D (único 
salvo un factor) tal que (A,, Az, .... Ay) =(D) se llama máximo común 
divisor (med) de los polinomios 


Arda A 
En lo que sigue, al mcd de Ay, 4), .... A, lo designaremos por 


mm 


A,TA,T..TA, 


(no existe una notación universal). 
D=A, T Az T ... TA, se caracteriza por las relaciones: 
— D divide a cada uno de los polinomios A; (¡=1,2,...,M), 
— todo divisor común a los A, divide a D. 


DEFINICIÓN 1V.2.2 


Se dice que los polinomios A, Az, .... A, Son primos entre sí en 
conjunto si su med es una constante no nula (que podemos suponer ¡igual 
a 1), en otras palabras, si carecen de divisor común de grado > 0. 


TEOREMA 1V.2.3 (Bezout) 


Para que los polinomios Ay, Az, ..., A, sean primos entre sí es necesario 
y suficiente que existan polinomios U,, U», ..., U, tales que 


(4) Na Et, 


Demostración. La condición es necesaria, puesto que si (4,. 43, ..., A,) son 
primos entre sí, 1€(4,, 42, ..., 4,) lo que implica la existencia de U,, ..., U, 
tales que se verifique (4). 

Reciprocamente, si (4) se verifica, todo polinomio que divida a Ay, Az, .... An 


divide también a > U, A;, luego divide a 1. c.q.d. 


i=1 


Propiedades del med 


Por la misma definición, la operación (A, B) > 4 T B es conmutativa; de ello 
se deduce que, para toda permutación o € S,, se verifica: 


Ay TAL Ti TA = Ag Y Ascay, Y +. TA ay 
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IV.2.4 (Asociatividad). Para toda terna de polinomios A, B, C, se tiene: 
| ATBTC=(ATB)TC=AT(BTC). 


Resulta de las definiciones. 
Se deduce, en particular, la regla siguiente (cf. Cap. II, $ 2). 
Para determinar el mcd de n polinomios, se pueden substituir p cualesquiera de 


ellos por su mcd (p <n). 
IV.2.5 Para todo polinomio Ay, ..., An, B, se tiene: 
| (5) B.(4,TA,T...T A,) = (BA) T (BA) T... T (BA); 


(distributividad del producto respecto de T). 
La demostración es inmediata. 


TEOREMA 1V.2.6 (T. de Gauss) 


| Si A, B, C son tres polinomios, si C es primo con B y divide a AB, di- 
vide a Á. 


Primera demostración. Según 1V.2.5, BT C =1 implica 
(AB) T (4C) = 4. 


Y puesto que C divide tanto a AB como a AC, divide a A. 


Segunda demostración. Sea L tal que AB = CL, y U, V tales que UB+-VC=1, 
Se deduce que UAB + VAC = A, o sea 


ULC+VC=A, (UL +AV)C=A, 
lo que demuestra que C divide a A.]] 
Generalización (inmediata). Si el polinomio C divide al producto A,.Az ... An 
y es primo con cada uno de los polinomios Aj, Az, ..., An-1, divide a 4, (demos- 
tración por recurrencia a partir de 1V.2.6). 
TEOREMA 1V.2.7 


Sean A, B, Ce K[X]; si A y B son primos entre sí y dividen a C, enton- 
ces C es múltiplo de AB. 
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Demostración. Existen polinomios P, Q, U, V tales que C =AP = BO, 
UA + VB =1. Se deduce que: UAC + VBC =C, o sea 


UQAB + VPAB=C, (UQ + VP)AB=C, 
luego AB divide a C. c.q.d. 


TEOREMA IV.2.8 


Demostración (abreviada). UA+VB=1 y U'A+V'C=1 implican por 
multiplicación (UU' A + UV'C + VU' B) A + (VV') BC =1. c.q.d. 


Si A es primo con B, y primo con C, es primo con el producto BC. 


Mínimo común múltiplo 
Sea Aj, ..., A, una familia finita de polinomios; la intersección 
(41) (4) O... N(A,) 


de ideales (4,) es un ideal de K[X'], formado por los múltiplos comunes a Aj, Az, . ., An» 

Si M es el polinomio (único salvo un factor) de K[X] tal que A (4) = (M), se 
1 

dice que M es el mínimo común múltiplo (mem) de los polinomios (A;). Lo de- 

signaremos por: 


M=A¡LAzl..LA,. 


Está caracterizado por las dos condiciones: 

— es un múltiplo de 4,, Az, ..., An; 

— todo múltiplo común a A,, Aa, ..., A, es un múltiplo de M. 

Las propiedades inmediatas del mcm son las propiedades conmutativa, asociativa 
y distributiva del producto, que implican, respectivamente, las fórmulas siguientes: 


Al Aloma Lholsltds (165) 
ALB1C=(ALB)LC=AL(BLO), 
BA, LA21...1 4) =(BA4,) 1 (BA) 1 ...1 (BA). 


En el caso de dos polinomios, se tiene además la propiedad siguiente: 
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TEOREMA IV.2.9 


Sean A, B dos polinomios no nulos, D = A T By M=A _ B. Se tiene: 
AB 


=> 
(Esta propiedad no se generaliza al caso de n polinomios.) 


Demostración. Hagamos A = DA, y B=DB,; AB|D = A, B,D es un múl- 
tiplo común a A y B. Recíprocamente, si N es un múltiplo de A y de B, es un múlti- 


N 
plo de D, y P = y sun múltiplo común a A, B,. Los polinomios Ay, B, son primos 
entre sí, P es un múltiplo del producto A, B, (T. 1V.2.7), y N es múltiplo de 


AB 
A,B,D=XS 


D” c.q.d. 


Interpretación con la ayuda del conjunto ordenado de los ideales 


Cuando se ordena por inclusión el conjunto de los ideales de K[X], el ideal 
(A1 1 Az Ll ... 1 4) es el ínfimo de los ideales (4,), y el ideal (4, T Az T -. TA) 
es el supremo de los ideales (4,) (cf. Cap. IL, $5). 


» Extensión de escalares 


Sean K, L cuerpos, sea p un isomorfismo de K en un subcuerpo de L. Sean 
A, Be K[X] y D =mcd (A, B). Llamemos p : K[X]>LI[X] a la extensión de p (ver $ 1). 
Entonces p(D) = mcd (p(4), p(B)). En efecto, p(D) divide a p(4) y p(B), y existen 
U y Ve K[X] tales que UA + VB =D, de donde 


PU) HA) + AV) p(B) = PD), 


lo que prueba que todo divisor común a p(A) y p(B) debe dividir a p(D). 

Todo ello se aplica, en particular, al caso en que p es la inyección canónica 
K>L, cuando K es un subcuerpo de L. No debe preocuparnos saber sobre qué 
cuerpo de base (K o L) nos hallamos para hablar del mcd y del mcm, de divisiones 
euclideas, de polinomios primos entre sí, etc. 

Más adelante veremos que no sucede lo mismo para otras propiedades arit- 
méticas. 


$ IV.3 ALGORITMO DE EUCLIDES 


La teoría precedente no proporciona ningún método práctico para determinar 
el mcd de una familia de polinomios, ni tampoco para calcular los polinomios U, 
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cuya existencia se halla establecida por el teorema de Bezout. Por todo ello el algo- 
ritmo de Euclides, que se describe a continuación, posee gran interés práctico. 
Se observará que este algoritmo sólo trata del caso de dos polinomios. Pero el 
teorema de asociatividad 1V.2.4 permite transformar el caso general al caso de 
dos polinomios. 
Además, este algoritmo es independiente de la teoría del $2, y nos proporciona 
una nueva demostración de la existencia del mcd. 


Construcción 


Sean A, B dos polinomios, B 4 0 y busquemos D = A T B. Definimos por 
recurrencia polinomios (Ry)*>p Y (Q;)*>, por medio de las condiciones siguientes: 
R)=4A, R¡=B, y, para k>1: 
a) si RAO Ri-1 = RiQ; + Rus 1 | división euclídea de R,-, por 
lá gr (Ris1) < gr Ri Re; 
b) si Ri=0 Risp =0 parap> 1, QOi+,,=0 para p>0. 


Si se tiene R, 4 0 para todo k, la sucesión infinita de enteros positivos gr (R;), 
sería estrictamente decreciente, lo cual es absurdo. Luego existe k > 2 tal que R, =0. 
Sea k, el menor de estos enteros, luego por construcción, R,, Ra, --.» Ry,_, SON % 0. 
DEFINICIÓN 1V.3.1 
Con las notaciones anteriores, la sucesión finita de relaciones (1) para 
k<k—1 es la sucesión de divisiones sucesivas de A por B, la 
sucesión Ro, ..., Ry, es la sucesión de restos sucesivos. 


Rig-1 es, pues, el último resto no nulo. 


IV.3.1 El mcd de A y B es el último resto no nulo en la sucesión de divisiones 
Il sucesivas de A por B. 


Demostración. Utilizamos las notaciones que preceden a la definición 1V.3.1. 
Para k <kp¿—1, 


Rui = RiQr + Risso» Er (Ros) < gr (Ri). 
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El conjunto de divisores comunes a R,., y R, coincide con el conjunto de divisores 
comunes a R, y R;+,: en el lenguaje de los ideales: 


(Rias Ri) = (Re Ruz 1) id 
Por recurrencia finita se deducen las igualdades entre ideales: 


(4, B) = (Ro, Ri) = == (Rio=15 Rio) = (Rio-1> 0) = (Rio-1)- 0:q.d. 
Ejemplos 
1) Hallar D = mcd (A, B), con 


E ES A A A E ES EOS A 
BO +Ray Q,=X-2, R¿=X*+6X*+8X+15, 
B=R,Q0,+Ry 0)=X-3, R¡=17X2+17X +51, 
R¿=R303+ Ra 0=X+5, R¿=0. 


Luego D =R¿=17(X?*+ X + 3); mcd (4, B) = X?4 X +3. 
2) Hallar D = mcd (A, B), A= X" —1, B= X” — 1. Efectuemos la división 
euclídea de m por n: m=nq -+r,r<n. 


A=X"-1=X""-1= XX 1)+ X= 1, de (X—1)<n. 
X= (XP 1) (0D 0D y 4 1) = B.H 


(en donde A designa a un polinomio). En consecuencia A = HX'.B + X' —1. 
Luego, si se escriben las divisiones sucesivas de A por B, la sucesión R, de los 
restos sucesivos viene dada por R, = X'* — 1, en donde (r,) es la sucesión de los 
restos en las divisiones sucesivas de m por n en N. Se deduce también que 
D=X"—1, en donde d = med (m, 1). c.q.d. 
El algoritmo de Euclides nos permitirá precisar el teorema de Bezout (e incluso 
suministrar una nueva demostración) en el caso de dos polinomios. 


1V.3.2 Si los polinomios A, B son primos entre sí y no constantes los dos, existe 
un par único de polinomios (U, V) tal que 


(2) UA+VB=1, gr(U)<gr(B), gr(V)<er(4). 


Demostración 


a) Unicidad. Si (U,, V,) y (Us. Va) son dos pares de polinomios que verifi- 
can (2), se tiene (U, — U,) A = (V, — V,) B. Según el teorema de Gauss, si U, — U,, 
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fuera no nulo, A dividiría a V, — V,, lo cual no es posible puesto que gr (V, — V,) < 
< gr (4). Luego U, = U, y V,= Va. 

b) Existencia. Si se conoce un par (Up, V¿) de polinomios que satisfaga 
UJA+ VyB=1 y si gr(U,) > gr(B), es suficiente hacer la división euclídea 
de U, por B, U¿= BO + U, con gr(U) < gr (B) y escribir Y = V¿+ 40 para 
obtener un par (U, V) de polinomios que satisfagan UA + VB = 1 y gr (U) < gr (B), 
y, por consiguiente (ya que A y B no son ambos constantes), gr Y <gr A, es decir (2). 
La existencia de (U, V) resulta, pues, del teorema 1V.2.3. c.q.d. 

Las divisiones sucesivas de A por B nos permiten obtener directamente el par 
(U, V) sin necesidad de utilizar el teorema 1V.2.3. 

Consideremos de nuevo las relaciones (1). R;,-, es el último resto no nulo, 
luego (puesto que A y B son primos entre sí) podemos suponer que Ri-1= 1. 
Probaremos, por recurrencia, sobre el entero p = k, — k, que existe una sucesión 
de polinomios S, tal que se tiene 


€) Si Ri+SiRisi= 1 y gr(S,) <gr(R;) 


para k =kp, ..., 1. 
En efecto, la relación (3) es verdadera cuando p = ky —k=2 con 


Si-2=1, Si-1 =0. 


Supongámosla verdadera para ky — k < p, y probemos que es también verdadera 
para ky —k =p + 1. Reemplazando en (3) Ry+, por R;-, — R; Q; (relación (1)) 
se tiene en efecto: 


Sres Ri + SURBir — RiQu)= 1» 


o sea 
SiRrr + Sia Ri=1, 

poniendo 

(4) Sir = Suri — Si Qu; 


por la hipótesis de recurrencia, se tienen las desigualdades 
gr (Sy+1) < gr (Re+1), gr (S,) < gr (R;), 
de las que se deduce 
gr (S,-,) <sup [gr (R;-1), gr (R; Q,)]. 
Pero la identidad de división R;-, =R; Q, + R;+, nos muestra que se verifica 


gr(R; Qi) =8r (Rey) y  gr(Res¡) < gr (Ry-1) 
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de donde se deduce 


er (Sy-,) < gr (Ri), 


lo que demuestra que (3) es verdadera si se reemplaza k por k — 1 (lo que equi- 
vale a reemplazar p por p + 1). Paso a paso vemos que (3) es verdadera para 
k=ky=2, ko —3,..., 1,0; y para k =0 se obtienen (teniendo en cuenta que 
Ry= 4 y R,= B) dos polinomios Sy, S, que satisfacen 


SA+SyB=1, er (Sp) < gr (4), gr(S,) < gr (B). 


Los polinomios buscados son, pues, U=S, y V = Sy. 

En la práctica se partirá de la última división escrita con resto no nulo, o sea 
Rus-a = Roa Quoa + 1 (Si Ria = 1); se substituirá R,,-2 por su expresión ex- 
traída de la división precedente, y así sucesivamente. En cada identidad obtenida 
se reemplaza el resto R, de índice mayor que en ella interviene por R;-2 — Ri=1 Qr-15 
finalmente se obtienen los polinomios U, Y buscados. 


Ejemplos 


1) 4=X"—X-—1, B=X* + l, son primos entre sí. 
En este caso se tiene: 
A=BQ,+Rs. 0=X*, R¿=-X*-X-1; 
B=R,0)+ Ry. 0)= OP 1d Ra Xi 
Ra=RyQ3+ Ra) Q)=X +1, Ri=-1; 
de donde: 
1=R, Q,—R¿=(B=R,02)03—Rz con R2=A—BQ,, 
o sea 
1= 08-04 B0,)-4+B0,=4(-0> 03-1)+ B(Q,+03+01 Q2 03) - 


Se obtienen: 


U=-1-0,03=X*-X?+X, V=Q,+03+01 0,03=-X'+X*-X*4+X+1. 


2) A=X"” y B=(l — X)' son primos entre sí. 
En: 
mai(m+n— 
1=[X+(1=XM]pPp*2= Y ( A 


o 


) XML Xperia 
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agrupamos los términos de exponente k > m; se obtiene 


min 1 


X1-— Xy 1» 
MSP ) vn Xx) > 


1=UA+VB, con U= y ( 
O<p<m+n—1 


Yo y ES ») XL 


k<m 
y se tiene además gr (U) Zn gr(V) <m. 
$ IV.4 POLINOMIOS IRREDUCIBLES (SOBRE UN CUERPO) 
DEFINICIÓN 1V.4.1 

Un polinomio P es irreducible si: 

a) gr(P)> 1, 


b) los únicos divisores de P son (salvo factores no nulos) 1 y P. 


IV.4.1 Sea P un polinomio irreducible y A un polinomio cualquiera. Si P no 
ll es un divisor de A, A y P son primos entre sí. 


Demostración. Pongamos D= P T A, puesto que D divide a P, se tiene: 
D=1 o D=P c.q.d. 


IV.42 Si el polinomio irreducible P divide al producto A; ... Ay, divide a uno 
ll de los factores A,. 


Demostración. Si P no divide a ninguno de los factores A,. es primo con cada A; 
según IV.4.1, luego es primo con A; Az... A, (T. 1V.2.8). c.q.d. 


TEOREMA 1V.4.3 


| Si K es un cuerpo conmutativo, todo polinomio A € K[X], de grado > 1, 
posee un divisor irreducible. 


Demostración. El conjunto 2 de los polinomios de grado > 1, que dividen 
a Á, es no vacío puesto que contiene a A: existe, pues, un Pe Y de grado mínimo. 
Si P no fuese irreducible, se tendría 


0) P=OR, gr(0)>1, gr(R)>1. 
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Puesto que (1) implica gr(P) = gr (0) + gr (R), se tendría 
1 < gr(0) <gr(P), 


y O dividiría a A (puesto que O divide a P). Luego P no sería de grado mínimo 
en Z. Resulta, pues, que P es irreducible. c.q.d. 

A fin de enunciar correctamente el teorema de factorización, introducimos la 
noción de conjunto representativo de polinomios irreducibles: por definición, un tal 
conjunto 9 es un conjunto de polinomios de K[X] que verifica: 

a) todo Pe 9 es irreducible; 

b) si PE 9, Qe9 y PH O, entonces P y O no son proporcionales (luego son 
primos entre sí); 

c) todo polinomio irreducible Re K[X] es tal que existe un Pe y con P y R 
proporcionales. 

Por ejemplo, el conjunto 9y de los polinomios irreducibles normalizados es 
representativo. 

Se tiene entonces: 


TEOREMA 1V.4.4 


Sea 9 un conjunto representativo de polinomios irreducibles de K[X] (en 
donde K es un cuerpo conmutativo). 

Para todo polinomio A no nulo, A K[X], existe una familia única 
(%p)p ¿y de enteros casi todos nulos y un elemento único u€ K* tales que 


A 4 ]] PA. 


PED 
Demostración 
a) Unicidad: Sean (%p)p«0 (Bp)p.o dos familias de enteros casi todos nulos, 
y u,, u¿€ K* tales que 


ad =u [] P*=u: ]] PP. 


PES Ped 


Supongamos que exista un P¿€ 9 con dp, > fp, Se tendría entonces 


uy Páro tro [|  P*=xu%z II 2*=8. 


PE9.P+Po PE9.P+Po 


Luego el polinomio P, debería dividir a uno de los (P2”)p. > p+p, Puesto que 
es irreducible. Luego debería dividir a uno de los P (Pe 9, P % Pp), ya que la 
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hipótesis py — PB pp > O implica que el grado de B es > 1.Ello es contradictorio, 
por lo que se deduce que a, < $, para todo Pe 9. Igualmente se verá que ap > fp 
para todo Pe 9. Luego a» =P» para todo Pe 9, y puesto que 4 % 0, esto im- 
plica 4, = Uz. 
b) Existencia: Para todo Pe 9, sea ap el mayor de los enteros k tales que 
P* divide a A(*). Para toda parte finita J de 9, el polinomio [] P*” divide a A 
PeJ 


(pues los P*%” son primos entre sí), de donde > a, < gr (4): luego los a, son casi 
PeJ 
todos nulos, y este razonamiento demuestra además que el polinomio C = [] P** 


Pes 
divide a A, Por definición de los ap, el polinomio A/C no puede poseer ningún 


A 
divisor irreducible. Luego (T. 1V.4.3) -eK*. c.q.d. 


IV.4.5 Existe en K[X] una infinidad de polinomios irreducibles, primos entre sí 
ll dos « dos. 


Demostración. Sean P,, ..., P, polinomios irreducibles, no asociados dos a 
dos. Sea A =P,P,... P, +1=0Q +1. Es claro que (4, O) = (1), luego ningún 
divisor de A está asociado a ninguno de los P,(1 <¡ < m). Puesto que A posee 
un divisor irreducible P,.+, (según 1V.4.3) se deduce que, si existen n polinomios 
irreducibles, no asociados, dos a dos, existen n + 1. Ahora bien, al menos, existe 
uno (los polinomios de grado 1 son irreducibles); luego existe una infinidad.c.q.d. 


Nota importante. La propiedad de irreductibilidad depende del cuerpo K de los 
coeficientes (contrariamente a la propiedad de ser el mcd o el mcm). 
Por ejemplo, X?—2 es irreducible en Q[X] y 


Xx? -2=(X-/D(X +2) 
en R[X]. 


$:1V.5 FUNCIÓN POLINOMIO. RAÍCES. 
FORMULA DE TAYLOR 


e De momento, K designa a un anillo conmutativo. Más adelante, supondremos 
de nuevo que K es un cuerpo. 


() La existencia de los ap viene del hecho de que P? =1 divide a A (luego el conjunto $ de los enteros 
k tales que P* divide a A es no vacio) y de que si P* divide a A, esto implica k » gr (P) < gr (4) (luego 
£ está acotado superiormente). Cf. teorema 1.10.1. 
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DEFINICIÓN IV. 5.1 


Sea P=a,+4,X +... + a, X” un polinomio con coeficientes en K, 
y L una K-álgebra untjera, de elemento unidad 1. Se le llama función 
polinomio (*) asociado a P en L, y se designa por P,, a la aplicación 
de L en L definida por: 


Plx)=a)1+ax+0 +0,  (xeL). 


Si L' es una sub-Kálgebra de L, la restricción de P, a L' es P,,. 
Introducimos la K-álgebra F(L) de las aplicaciones de L en L. Las propiedades 
de base de la aplicación PHP, de K[X] en F(L) se resumen en el siguiente: 


TEOREMA IV.5.1 


Para toda K-álgebra L, la aplicación P+» P, de K[X] en F(L) es un 
homomorfismo de K-álgebras. En otras palabras, para todo par de 
polinomios P, O € K[X] y todo ¿€ K, se tiene: 


(P+0). =P, +0, P.0,=P,0,, ¿P, =4P, 


Demostración. Las leyes de composición en K[X] se han definido precisamente 
para que las fórmulas anteriores fuesen verdaderas. c.q.d. 


Casos particulares 


1) Se toma L = K. La función Pr se designa simplemente por P, y se le llama 
función polinomio asociada a P. Este caso será el más importante en nuestro estudio. 

2) Se toma L= K[X]. Para todo polinomio Q e K[X], el polinomio P.(0) 
es, precisamente, el polinomio Po Q (ver $1). Para Q =X, P,(0)es el mismo 
polinomio P. Por esta razón, un polinomio P con coeficientes en K, se puede de- 
signar indiferentemente por P o por P(X). 

3) Se toma L = F(K). Si I designa a la aplicación idéntica de K en K, PLL) 
es precisamente la función P, que se vuelve a encontrar así «globalmente». 


Nota. Si L designa una K-álgebra cualquiera, resulta de IV.5.1 que, para 
cada ueL, la aplicación P+> P,(u), de K[X] en L, es un homomorfismo de K- 


(1) Se denomina también, frecuentemente, función polinómica. (N. del. 7.) 
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álgebras, y la imagen de este homomorfismo es la intersección de las sub-K-álgebras 
de L que contienen a u. A esta subálgebra de L se le llama subálgebra engendrada 
por u, y se le designa a menudo por K[u] (ver Cap. XD.]] 

En lo que sigue de este parágrafo, nos interesaremos únicamente por el homo- 
morfismo 7 : Pt» P, de K[X] en F(K). 

En general, T no es inyectiva ni epiyectiva. Dicho de otro modo, existen apli- 
caciones de K en K que no son funciones polinomios, por una parte; y por otra, 
la relación P, = P, no implica Py="Ps 


Ejemplos 


1) La aplicación f : x > deR enR no es una función polinomio, pues 


1 
*+1 
FAO, lím f(x) =0 y un polinomio + 0 no admite límite O cuando x > + co, 


2) Sea K un cuerpo finito y designemos por 4,, %a, . . ., a, a los elementos de K. 
Hagamos P=0 (polinomio nulo en K[X]) y O = HO as. Es claro que 


P=0, y se tiene O=0 en virtud de IV.5.1. Sin cnibarzo! 0 % 0, puesto que el 
grado de O es q. Precisando, en este caso el núcleo del homomorfismo P+> P, es 
el ideal (0) =(X"” — X) de K[X] (cf. $ 6, ejemplo 4). 

Los polinomios P, y P, son funcionalmente idénticos si P, = P,, formalmente 
idénticos si son iguales (en K[X], es decir, si tienen los mismos coeficientes). El 
ejemplo (2) anterior demuestra que /a identidad funcional no implica, en general, 
la identidad formal (si bien, es claro que el recíproco es verdadero). Se observará, 
sin embargo, que los polinomios de grado cero se identifican con las funciones 
constantes. 


e Supondremos de nuevo que de ahora en adelante K es un cuerpo conmutativo. 


Además, de ahora en adelante designaremos por Pía) al valor de la función 
polinomio P asociada a P en el punto ae K, en vez de designarlo por P(a). 
Una raíz de Pe K[X] en K es un elemento a € K tal que P(a) =0. 


TEOREMA 1V.5.2 


a) Si K es un cuerpo conmutativo, y ac K y Pe K[X], para que P sea 
divisible por el polinomio X — a es necesario y suficiente que a sea una 
raíz de P. 

b) Si Pe K[X], gr(P) <m, y si P posee, en K, n+ 1 raíces distintas, 
se tiene P =0 formalmente. 
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Demostración 


a) La división euclídea de P por Y —a da 
P=(Y-a)0+R (R=Cte). 
En virtud de la proposición IV.5.1, se tiene 
Pía) = (X — a) (a).Q(a) + R=R, pues (X — a)(a) =0. 


Luego (P es divisible por X — a) <> (R =0), de ahí el resultado. 

b) Razonemos por recurrencia sobre n. La propiedad es evidente si n =0, 
puesto que P es entonces una constante. Supongámosla verdadera para el entero 
n — 1 >0, y demostrémosla para el entero n. A este fin, designemos por aj, da, ..., 
An+y A n + 1 raíces distintas de P en K. Según la parte a) de la demostración, se 
puede escribir 


P(X) =(X — dn+1) P¡(X), en donde P, designa un nuevo polinomio. 


Puesto que gr (P) = gr (Y — 4, +1) + gr (P,), vemos que gr (P,) <n — 
Substituimos X por a, en la relación P(X) = (X — 4,+1) P,(X), para 1 <A. 
Se obtiene: (a, — 4,+1) P,(a;) = 0, de donde P,(aj) = 0 puesto que a, — 4 +1 + 0. 
En virtud de la hipótesis de recurrencia, se deduce que P, = 0, de donde P =0.]] 


Notas 


1) La parte a) de la demostración es válida si se supone únicamente que K 
es un anillo conmutativo unífero cualquiera. 
0 2) La parte b) de la demostración es válida si A es un anillo conmutativo íntegro; 
además era previsible teniendo en cuenta 111.6.6 y el final del $ 1V.1. 


COROLARIO 


| Si K es infinito, la identidad formal de polinomios es equivalente a la iden- 
tidad funcional de estos polinomios. 


En efecto, supongamos P 4 0 y P=0; sin = gr (P), es posible encontrar n + 1 
elementos distintos en K, que son raíces de P puesto que P=0, lo que contradice 
IV.5.2, Luego (P = 0) implica (P =0). 

Mejor aún: el anterior razonamiento demuestra que dos polinomios que toman 
el mismo valor para una infinidad de elementos de K son formalmente idénticos. 
(Esta nota es la base de todos los razonamientos prácticos de identificación.) 

Así cuando K es infinito, la aplicación T : K[X] >.F(K) es inyectiva, y es 
posible identificar, con la ayuda de T, K[Y] con una subálgebra sobre K de -F(K). 
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En otras palabras, no hay motivos para distinguir un polinomio de la función 
polinomio asociada. 


Ejemplo 


Sea S,, =2c0s m0 (m entero > 1) y x=S, =2c0s 0. Un cálculo elemental 
demuestra que, para m > 3, Sm =XSm-, — Sm-2 La fórmula 


Do S="+ Y w[(7)-+ 3] proa 
2<2g<m q ql 


se demuestra, entonces, por recurrencia. 
La fórmula de De Moivre da directamente: 
Sm = 2 Re (cos O + ¡sen0)” =2 y ( > (= Disen? O cos” p : 
0<2k<m N2k d 


sen*k g = (1 — cos? 9) 
S=2 Y Copa” E cos”= 2-4) g = 
OSI<k 2k)M 
0<2k<m a k 
=2 —- 1) m=2, 
Le En (;) (Ejes pe 


24<2k<m 


a k 1 
(Y) S,=2 (7 -2 
$052 a elo k-=q q" ¿ 


< 
129<2k<m 


en (1) y (2) se ha remplazado x = 2 cos O por una indeterminada Y. Obtenemos dos 
polinomios formales que toman el mismo valor para una infinidad de números 
reales, a saber los números de la forma x = 2 cos 0), es decir, los números del in- 
tervalo [— 2, 2]. Luego estos polinomios son formalmente idénticos, lo que sig- 
nifica que en (1) y (2) se pueden «identificar» los coeficientes de las mismas potencias 


de x. De ahí las relaciones 
m 
=2m 1, 
¿Zen 61) 
y, para 2<2g <m, 


m k ] m-q m=q-=1 
y) Y )+( qa=1 ) 
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» Una aplicación del teorema 1V.5.2 


Vamos a demostrar el resultado clásico siguiente: si K es un cuerpo conmutativo, 
todo subgrupo finito del grupo multiplicativo K* = KxX0) es cíclico. 

A este fin, designemos por G a uno de estos subgrupos, por n al orden de G, y 
por m al mayor entero igual al orden de uno de los elementos de G. Se trata de 
demostrar que m= nm. Supongamos que m <n, luego m será un divisor estricto 
de n. Los elementos x e K cuyo orden divide a m son, según las propiedades del 
orden de un elemento, las raíces del polinomio P = X” — 1; puesto que gr (P) =m, 
el número de estos elementos, según 1V.5.2, a lo sumo m. De esto resulta que existe 
un elemento be G, en que el orden p no divide a m. 

Utilizando la descomposición de m y p en factores primos, vemos que existe un 
número primo q, los enteros a, $ que verifican 0 <a <f, y los enteros m', p' no 
divisibles por q, tales que: 


m=qm  p=qp. 


Designemos por a a un elemento de G de orden m. Entonces a%” tiene orden 
m' y b”' tiene orden g” (pues si x es un elemento de orden uv, x, es de orden v). 
Los números m' y q* son primos entre sí, de lo que se deduce (cf. Prop. 11.43) que 
a” b,' es de orden m' q? > m, lo cual contradice la definición de m. c.q.d. 

En esta demostración, la conmutatividad de K ha desempeñado un papel 
esencial (utilización del T. IV.5.2, y cálculo del orden de a** b”"). Es fácil de ver 
que la propiedad enunciada resulta falsa en el caso de un cuerpo no conmutativo 
(cf. problema n.” 5). 


Derivada 
Sea P=4,+4X+... +4, X” un polinomio. Por definición, la derivada 
dP 
formal de P (designada por p> Po P00) es el polinomio 


41+2a0X +“ +mnm0,X"* si n>1. 
Ysin=00— co, P' =0. La aplicación Pt P' es lineal de K[X] en sí mismo; 
finalmente se tiene la fórmula siguiente: 
(€) (POY =P'0 +P0Q'. 
La derivada P() de orden cualquiera k eN de P se define por recurrencia por 
PO =P, P+D =(PW), La aplicación PH P% es lineal de K[X] en sí mismo. 
Por recurrencia sobre k, se deduce de (3) la fórmula de Leibnitz: 


(4) (po) = y es pe» Es 


osjsk NJ 


LELONG 1-11 
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— Pongamos Y =X + h, los (X”),>p forman una base del K-espacio vecto- 
rial K[X]. Puesto que X = Y — h, los (Y”),>p constituyen un sistema de genera- 


m 


dores de este espacio. Este sistema es libre, pues de > 2, Y* =0, se deduce 


k=0 


d+ M0, 


k=0 


de donde se obtienen las relaciones 


$ sl) A"=0, (p=0,1,2,...,m). 
k=p P, 


Para p = m, esta relación se reduce a 4, = 0, y se demuestra por recurrencia que 
todos los 2, son nulos. 

En resumen, cualquiera que sea he K, los (Y”), y forman una base de K[X]. 
Siendo esto así, la fórmula de Taylor nos proporciona las coordenadas de P en la 
base (Y")n>0: 


Multiplicidad de una raíz 
Sea a una raíz del polinomio P; X —a es un factor irreducible de P, luego 
existe un entero a > 0 tal que (Y — a)” divide a P y (Y —a)"* no divide a P. 


O bien, si escribimos P=(X —a)* 0, X —a no divide a O, lo que equivale a 


Q(a) 40. 


DEFINICIÓN 1V.5,2 


; Se conservan las anteriores notaciones. El entero a es la multiplicidad 
de la raíz a (definición válida para un cuerpo conmutativo cualquiera). 


Por convenio, si a no es una raíz de P, entonces la multiplicidad de a es 0. 
La fórmula de Taylor permite caracterizar la multiplicidad de una raíz. 


TEOREMA [V.5.4 


Sea a una raíz del polinomio P. Para que el orden de multiplicidad de a 
sea k,es necesario y suficiente que se verifiquen las relaciones siguientes: 


(6) P(a) = P'(a) = -: = PU Wa) =0, 
0) PORO. 
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Demostración. La fórmula de Taylor da 


a 
(8) P(X) = Pla) + Pa) ho+ A == ds PU Da) + 
E 7 e Pa) + (X— aos, 


en donde S es un polinomio tal que gr (S) = gr(P) —k— 1. 


Haciendo 
armas Oo, y rr P+D poa), 
la anterior relación se convierte en 
P=(X-0Q+R, 
que es la división euclídea de P por (X — a)". 
Luego 
((X — a) divide a P) > (R =0) >(P(a) = P'(a) = +: = PU= Wa) = 0) 


(cf. las notas que siguen al teorema 1V.5.3); (6) es, pues, el conjunto de condiciones 
necesarias y suficientes para que a sea de orden > k. 
Si a es de orden > k, (X —a)* divide a P si, y sólo si, P(% (a) =0, puesto 


1 
que Q(a) = UT P (a). De donde se sigue el teorema. c.q.d. 


Si K es de característica p > 0, el teorema 1V.5.4 es falso. Por ejemplo, sea 
K=Z/5z y P(X) =X"4+1=(X —2) (X — 3) (k designa a la clase de k mód (5)). 
P admite dos raíces de orden 5, y por consiguiente P'(X) = 10.X? =0 (puesto 
que la característica es 5), luego para todo k > 1, PX) =0. 

Sin embargo, en este caso, volviendo a la demostración de 1V.5.3 se observa 
fácilmente que (8) es válido si k < p. El teorema Y1V.5.4 conserva su validez en ca- 
racterística p, siempre que k < p. En particular, se tendrá presente el siguiente re- 
sultado: 


IV.5.5 Si K es un cuerpo conmutativo, para que ae K sea una raíz simple 
Il, del polinomio P e K[X], es necesario y suficiente que P(a) =0 y P'(a) 40. 
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$ IV.6 RELACIONES ENTRE LOS COEFICIENTES 
Y LAS RAÍCES. 
DESCOMPOSICIÓN EN C[X] Y R[X] 


Aquí K designa un cuerpo conmutativo cualquiera. Sea Pe K[X] un polinomio 
de grado n tal que todos sus factores irreducibles sean de grado 1. Se puede escribir 
0) P=alX — x (0 — x3)...(X—x,), 


en donde las x, e K son las raíces de P, entendiéndose que si x,, es una raíz de 
orden k, se repetirá k veces el término x;, en la sucesión Xy, Xy, ..., Xy» Introduz- 
camos los coeficientes (a,) de P: 


Q) P=a,X "+40, X"* ++ (a, + 0) 


y desarrollemos (1). Se obtienen las relaciones 


16) 2 XX IP (<A <m) 


1<(<i2<...<i €n ” 
llamadas relaciones entre los coeficientes y las raíces. En particular, para k = 1, 
Qs. 


se obtiene x, + X2+... + Xp 0 , para k=nm: 
1 2 a, 


bn 


a 
XX ...X.=(= Fo 


Ejemplos y aplicaciones 
1) En C[X] sea P(X) =(X + 1)" — e?“ Las raíces de P son 
(ka 
Xx is + a), 0<k<n-1. 
Según (3) se tiene 
S =X9X1 00 Xp = ( 1(1 — ei) 


y directamente se encuentra 


n-1 n-1 
S= 25 coli E E + a)] T] sen (s + 2). 
k=0 2 k=0 n 
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Luego 
n-1 kx Tr 
=> = 5 (n— 1). 
E(E+<) na +>3( ) 


Si se escribe 


se tiene, entonces, 


S= 20m MD 2 Ip ie 


sen na eE . 
de donde T ==>, 7, identidad que se puede encontrar también por medio de 


las fórmulas de Euler, 
2) Sca p un número primo > 3, 


K=Z/pz =10,1,2,....p 11. 
Se sabe (cf. ejemplo 2, $ IIL6, p. 116) que todo x € K verifica x” = x; el polinomio 
P=X"-— X_admite_como raíces a todos los elementos de K, lo mismo que 
0 =X(X — 1) (X— 2)... (YX —(p —1)). Luego P—0Q es de grado <q —l. 
Según I1V.5.2, se tiene P—Q =0, de donde 
X(xP71 1) =XP- X= XX -1)(X-2)...(X - (p = 1). 

Dado que K[X] es íntegro, se deduce: 
(4) xr 1=(X—T1)(X— 2)... (X= (p =D). 

El producto de las raíces es ((p — 1)!), y puesto que p es impar, (3) da 

W=D!=-T, 
y de ahí la congruencia entre enteros: 
(p= D1+1=0 (p). 

Esta condición (que es evidentemente suficiente) es también necesaria para que p 
sea primo > 3 (teorema de Wilson). 


3) A modo de ejercicio, buscamos si el polinomio X? + 1 posee una raíz en 
K =Zlpz (p, número primo > 3). 
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K* es un grupo multiplicativo con p — 1 elementos, y pa : u—>u? es un endo- 
morfismo de K*. El núcleo N, de q, está formado por los u e K* tales que? — 1 =0, 


= = =1 
luego N, = (— 1, + 1). De esto se sigue que la imagen de y, tiene E 3 elemen- 
tos. Se tiene (puesto que p es impar) 
a PL pt. 
PU E SDE? ED. 
Pl [=l pS 
luego, siempre según (4), cada polinomio X? —1y X? + T posee raíces 


p—1 
en K*. Seauy e pa(K*), existe 1, tal que uy = vi, de donde uy, ? =vp"! = 1, luego 
p—1 


todo elemento de py(K*) es raíz de X? — 1. Puesto que 
gr 


card (pair) = 2 = grx? 1) 


lo E 
vemos que los elementos de pAK*) son exactamente las raíces deX”7 —1. En particu- 
Pol 


lar, para que (—I) € p(K*), es necesario y suficiente que (— 1)? = 1: es la con- 
dición necesaria y suficiente para que X? + 1 posea una raíz en Z/pz (criterio de 
Euler sobre el carácter cuadrático de — 1 mód (p)). 


4) Sea K un cuerpo finito con q elementos 4, da, ..., 4. Probaremos que en 
q 

KI[X], los polinomios P =X*— X y Q = [] (X — aj) son iguales. Los elementos 
i=] 


4, 4, ..., 4, SOn raices de O, y veamos que son asimismo raíces de P. El elemento 
nulo es, evidentemente, raíz de P. Si a, 4 0, se tiene: af? = 1, pues el grupo mul- 
tiplicativo de los elementos invertibles de K tiene q — 1 elementos (cf. corolario 2 
de 11.7.1), luego af = a;, de donde se sigue nuestra afirmación. 

Puesto que P — Q es de grado < q — 1, vemos, como en el ejemplo 2, que 
P—0Q =0, de donde 


4 
X1—X=[](X-a). 
i=1 
Busquemos ahora el núcleo del homomorfismo PHP de K[X] en F(K). Este 
núcleo es un ideal principal 9 = (NW), y, puesto que la función polinomio asociada 
a X“—X es nula, X* — X es múltiplo de N. Sin embargo, 1V.5.2 prueba que 
todo polinomio no nulo de 9 debe poseer un grado > q. Se tiene, pues (salvo 
factores invertibles), N =X* — X, e 2 =(X" — X). Además, Pt> P es epiyectiva 
(cf. ejercicio VIL.11, polinomio de interpolación de Lagrange). 


168 Polinomios en una o varias variables 
Descomposición en C[X] y R[X] 
DEFINICIÓN IV.6.1 


Un cuerpo K se llama algebraicamente cerrado si todo polinomio no 
constante P e K[X] posee, por lo menos, una raíz en K. 


Esto equivale a decir que todo Pe K[X] no constante se descompone en un 
producto de factores de grado 1: 


” 
P=4, Il (X — xy) (los x, no son necesariamente distintos) 
k=1 


o que todo polinomio irreducible de K[X] es de grado 1. 
Si K es algebraicamente cerrado, K es infinito; en efecto,si K es finito 


K=(a,...,0,), 


q 
el polinomio 1 + ]] (X — ax) carece de raíces en K. 
k=1 
Ningún subcuerpo L£ deR es algebraicamente cerrado, pues el polinomio X? + 1 
no posee ninguna raíz en L. 
Admitiremos el teorema que sigue, que se demostrará en el tomo II (Análisis). 


TEOREMA IV.6.1 


| El cuerpo C de los números complejos es algebraicamente cerrado (D'Alem- 
bert). 


Su consecuencia es, que todo polinomio no constante con coeficientes complejos se 
descompone en un producto de factores de primer grado. 


Nota. C no es el menor cuerpo algebraicamente cerrado que contiene al 
cuerpo Q. Al menor de estos cuerpos se le llama clausura algebraica de Q. Es po- 
sible demostrar que la clausura algebraica de Q está formada por el conjunto de 
los números algebraicos: por definición, un número complejo x es algebraico si 
existe un polinomio no nulo PeQ[X] tal que P(x) = 0. Esto equivale a decir que 
existe un PeZ[X] tal que P 40 y P(x) =0 (eliminar los denominadores). La 
clausura algebraica Á deQ es un conjunto numerable, es decir, existe una biyección 
deN enú — mientras que esto no es verdadero paraR y, a fortiori, tampoco para C 
(cf. tomo 2). 
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Polinomios con coeficientes reales 
Consideremos ahora un polinomio PeR[X]. Si a es una raíz de P, su com- 


plejo conjugado a es también una raíz de P. 
Luego en C[X] se tiene: 


(4) P=a, [] (X— x9 (los x, no son necesariamente distintos dos a dos) 
k=1 


de donde resulta que el número de raíces complejas no reales es par. 


Sean Xy, Xa ..., x, los elementos reales de la sucesión (x;); 
in los elementos no reales 
Xetot1 = Xetmo ++ «> Xn = Xp4s Y de la sucesión (x;). 

Se tiene 


Xx [| 0 1,4) (4 — TE) 


l=1 

(X-x9 [1047-29 X +8); 
l=1 

con 2% =X, 41. +X MER, 


bi 


ol 

" 
3 
1 E 


” 
0] 


tl 
SS 
=> 


” 
" 


X= 1 +1 PER. 


Así el polinomio X? — 2 a, X + f, tiene coeficientes reales y, puesto que es de 
grado 2 y carece de raíces reales, es irreducible en R[X] (*). Se puede enunciar: 


TEOREMA IV.6.2 


| Los únicos polinomios irreducibles de R[X] son los de primer grado, y los 
de la forma X*—2aX-+8 con a? —f$ <0. 


Ejemplos 
Sea P=X*+pX?+ q, p, qeR. Si p? —4q >0 el polinomio 
U?*+pUu+ q 


posee dos raíces reales a,, az, de donde P =(X?— a) (4? — ay). 
X? — a, es irreducible o no según que a,¿< 0 o a, > 0. 


() Es preciso tener en cuenta el hecho de que un polinomio sin raíces, en general, noes irreducible. 
Por ejemplo, (X* + 1)* carece de raíces en R pero no es irreducible en Q[X]. 
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Si p? —4q <0, a fin de descomponer P en R[X] es cómodo escribir, obser- 
vando que q > 0: 
P=(* +9 +(p-2/DX”. 
Pero p? — 44 <0, de donde 2/9 —p> 0, y 


P=(X4/92-Q Yg—p) X?=(X?+ /2 Ja—pX+/0 x 
x (Xx? - 2/9 -pX +0. 


y estos dos factores son irreducibles puesto que P carece de raíces reales. 
De este modo se pueden demostrar, sin dificultad, las fórmulas 


X + 1=(9 419 =(X2 + 1)(X*-X?24+1)=(X2+1)x 
x (1424 3X+D00-/3X+0, 
X841= (44 192 X= (X*- 24104 2x4 1)= 


PX) PX, 
con PX) =(0 +24 /2X+1)(X2+/2-/2X +1). 


Como ejercicio, el lector puede descomponer X” + 1. 


* $ IV.7 NOCIONES SOBRE KIX,. Xa. ..., X,] 
(Polinomios con n variables o indeterminadas) 


O Seca K un anillo conmutativo y n un entero > 1. Consideramos el conjunto N” 
de las sucesiones finitas a = (a,, 4%, ..., 4,) de n enteros > 0; para acN” esta- 


blecemos |a| =4, ++... +4p, y para a, PEN”, 


a+ B=(0, +B102 + Ba, ....%, + Ba). 


DEFINICIÓN 1V.7.1 


Un polinomio con n variables y con coeficientes en K es una familia 
(A.aeyr en la cual todos los términos son nulos, salvo un número finito. 
(a. es, pues nulo si sup (4, %a, ..., 4,) es suficientemente grande.) 
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Al conjunto de todos estos polinomios se le designa por K[X, Xz, ..., X,,]. Se 
le dota de las siguientes leyes: 
— Adición en K[X,, ..., X,] 


(a) + (b,) = (a, +b,) (ae N”). 


Para esta ley, K[X,, Xa, ..., X,] es un grupo abeliano. El elemento neutro es 
0 = (Aaaenn tal que Va, a, =0 (polinomio nulo). El opuesto de P = (a,) es 
—P =(-4,). 

— Multiplicación en K[X,, ..., X,,] 

Sean P = (4,), O = (bp) dos polinomios. La sucesión R = (c,),eyn tal que 


C)= Y aby 


+= 


es un polinomio. Existen, en efecto, dos enteros »y, n, tales que a, =0 para | a|> nm 
y bp =0 para [8 | > n,. Para | y | > nm +, se tiene entonces c, =0 (en efecto, 
puesto que | y | =|a| +|P |, cada término (a, bz) tiene entonces un factor nulo 
por lo menos, luego es nulo). 

Se escribe R = P.Q. 

El producto es asociativo, conmutativo y distributivo respecto de la adición: 
estas propiedades se deducen de las propiedades análogas del anillo K (cf. $ 1). 

El elemento (a,) tal que a, = 1 para a =(0,0, ..., 0), y 4, =0 para a 4 (0, 
O, ..., 0) es neutro para el producto. Se le designará por 1, pues no se presta a con- 
fusión. 

Resumiendo, se puede enunciar: 


TEOREMA IV.7.1 
Dotado de las leyes anteriores, el conjunto K[X,, ..., X,] es un anillo 


conmutativo unifero. 
A este anillo también se le designa por K[X,. ..., X,,]. 


Inclusión de K en K[X,, ..., X,] 
Seaj: KoK[X, .... X,] tal que 


j¡A)=(): a,=4 si == (0lr.:0)., 
a,=0 si «a %(0,0,..., 0). 


a 
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jes un homomorfismo de anillos, inyectivo, por medio del cual se identifica K con 
un cierto subanillo de K[X,, ..., X,] (cf. $ 1). Dotamos a K[X,, ..., X,] de la ley 
«externa» 


Kx KlX, .... X] > K[X, ..., X,] 
(2, P) > A4P= ¡(4).P. 
Entonces el anillo K[X,, ..., X,] se convierte en una K-álgebra. 
Para cada ¡=1,2,...,n, definimos el polinomio X, (variable) por medio de 
la sucesión (A.aeyn: 
a =1 si a=(4,...,a,) satisface a a,=1, y aq =0 para ¡AH i; 


4. =0 en los otros casos. 


Con estas notaciones el polinomio P = (4,)acyn se escribe: 


(1) Pz Y a XPXP... Xp; 
aeNr 
(la suma tiene sentido pues sólo existe un número finito de términos a, 4 0) y la 
expresión (1) es única ya que los coeficientes son precisamente los a,. Se dice que 
los polinomios (X.)<i<n Son generadores de la K-álgebra K[X,, ..., X,]. 
En la expresión (1) ordenamos los términos respecto de las potencias crecientes 
de X,; se obtiene 


Pp LAA A donde J es una parte finita de N, 


0) Les y A, es un polinomio de K[X,, ..., X,-,]. 


Esta operación define a una inyección 
O: KlX 1, 0. X a] > KIXp) .0, Xo-) 140) 
en el anillo de los polinomios con una variable, con coeficientes en K[X, ..., Xa-11; 


p es un homomorfismo de anillos (por la propia definición de suma y de producto 
en K[X,, ..., X,]), y evidentemente y es inyectiva, luego biyectiva. De donde: 


TEOREMA 1V.7.2 


La ordenación según las potencias crecientes de X, determina un isomor- 
fismo canónico de K[X,, ..., X,] en K[Xj, ..., X=] [X,]: 
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El teorema 1V.7.2 permite utilizar los teoremas de «permanencia» para demos- 
trar propiedades de K[X,, ..., X,]. Por ejemplo: 


COROLARIO 


II Si K es íntegro, K[X,, ..., X,] es íntegro. 
En efecto, hemos visto ya que si K es íntegro, K[X] es íntegro. Es suficiente, 
pues, para probar el corolario, razonar por recurrencia sobre n utilizando el teo- 
rema 1V.4,2, 


Grado parcial 


Sea k un entero comprendido entre 1 y n. El grado de Pe K[X,, ..., X,] res- 
pecto de X, es el grado de P, considerado como polinomio en X;, con coeficientes 
en K[Xj, ..., Xi Xt ++ Xp]. Si designamos por gr; (P) dicho grado, en virtud 
del $ 1, tendremos: 

6) gr (P + Q) < sup (grz (P), gr: (0), 


(4) gr (PQ) < grs (P) + grs (0). 
Si K es íntegro, en (4) se tiene la igualdad. 

El grado parcial en X, es también la mayor potencia con la que X, interviene 
en un monomio 4, Xi: ... Xin de P, si P 4 0. (Si P =0, se recuerda que gr, P==—00,) 


Grado total 


Sea P= > a, Xp... Xi. El grado total gr(P) de P es — co si P=0, y 


sup la | si P 4 0. Se tienen las fórmulas 


amO 
(5) gr (P + Q) < sup (gr (P), er (0), 
(6) gr(PQ)  <gr(P)+ gr(0). 


Si K es íntegro, en (6) se tiene la igualdad. 
Demostración. Hagamos 


Pe Y AE A 
aeN” 


0= E d,XPXi,  p=gr(P) q=er0). 
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Por definición, se tiene a, =0 para | a| > p y b,=0 para | a| > q, de donde 
4a + b,=0 para | a| > sup (p, q), lo que prueba (5). 

Deduciremos (6) utilizando una propiedad de los polinomios homogéneos que 
se establecerá más adelante, pero cuya demostración es independiente. 

Agrupando, en P y O, los monomios del mismo grado total, es posible escribir 
P y Q de forma única, de la manera siguiente: 


P=Py+P +" +P,, 0=0+0/+-*+0,, 


en donde, para todo k =0, 1, ..., p [resp. para todo ¿=0,1,..., q], P, es ho- 
mogéneo de grado k [resp. O, es homogéneo de grado ¡]. Se tiene, pues: 


Luego, según las propiedades de los polinomios homogéneos, el producto P,, O, 
es nulo u homogéneo de grado k + j. Se tiene, pues, 


gr(P, + 0)<k+j<p+q9g, 


de donde (6) se obtiene por aplicación de (5) a la suma E P; 0; 


Cuando K es integro, sabemos que K[X,, Xa, ..., X,] E Íntegro (corolario de 
1V.7.2). En este caso, con las notaciones que preceden, se tiene: P, O, 4 0, de 
donde gr (P, 0,) =p + q; y P, Q, representa la suma de los monomios de grado 
total p + q en PO. Se tiene, en consecuencia, 


gr(PQ) =p + q = gr(P) + gr (0). c.q.d. 


Derivadas parciales 


— Sea Pe K[X,, ..., X,]; la derivada parcial O Px,) es la derivada de P 
respecto de Y, cuando se considera a P O un polinomio en X, con coe- 
ficientes en K[X,, ..., Xicyo Xptio «+ Xp). 


— La aplicación e ¿K[X,, .... X:] > K[X,, ..., X,] es lineal y verifica 


LO) = 0 + Po 
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1IV.7.3 Cualesquiera que sean i,j =1,2,...,n, se tiene: 


0 0 0 0 
| e AA 


Por la linealidad, es suficiente comprobar (7) para monomios; pero en este caso 


(7) es evidente. ]] 
De (7) resulta que se pueden componer, en cualquier orden, varias derivaciones. 
Por definición, la aplicación 


KG Ki Mil e ns 0 


es la aplicación compuesta que se obtiene al componer a, veces consigo misma la 
E) 6 a [o] 

+ Con az consigo misma la - 

Ox, Ñ 0 


Es, pues, K-lineal, y si P= 2 aX Y... X 5", se tiene 
aeNn 


etc... 


PP 
8 —_——_—— (0) = 0%, !%,!...0,!4,. 
6 ox MITA peras 
Polinomios homogéneos 
Sea P= > 4, XP... X5" un polinomio. P es homogéneo de grado k si la 


aeNn 
relación a, % 0 implica la relación | a| =k. En otras palabras, todos los mono- 
mios de P tienen grado total k. 

Equivale a decir que, en la K-álgebra K[X,. Xy, .... X,. Y1 (y K[IX,, ....X,,] se 
halla identificado con una sub-K-álgebra de K[X,. ..., X,, Y]), se tiene la relación 
formal: 


0) P(YX y, YX, ..., YX) = Y*P(X,, ..., X,). 


El conjunto formado por 0 y por los polinomios homogéneos de grado k forma 
un sub-K-módulo de K[X,, .... X,]. Se obtiene inmediatamente: 
Si P es homogéneo de grado k, y O es homogéneo de grado l, PO es homogéneo 


de grado k +l, o nulo. 
Si P es homogéneo de grado k, se verifica inmediatamente la fórmula 


(10) XPx, + X¿Px +00 + X,Px, =KkP (fórmula de Euler). 
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En general, el recíproco es falso. Sin embargo, es verdadero si K es un cuerpo 

de característica nula (pues, en este caso la relación Pz, = 0 implica que P es in- 

dependiente de X,: la misma demostración que en el curso de Análisis). 

Fórmula de Taylor 


O Aquí supondremos que K es un cuerpo de característica nula. 


Notación. Si Pe K[X,, ..., X,], la p-ésima potencia simbólica de P es el poli- 
nomio con 2» variables X,, ..., Xa, Uj, ..., Un: 


a! OP 


—— Up. Uso 
E, al aia ire > i 


que se le designa por [U, Px, + ... + U, Px,J”. Si p=0, por convenio, la 

p-ésima potencia simbólica de P es P. Con estas notaciones, se tiene: 

TEOREMA 1V.7.4 
Para todo polinomio Pe K[X,, ..., X,], de grado total < m, se tiene 
P(X,+U,, X¿+U,, ..., x,+U)= $ ¿10 Px ++, Px,J% 
(fórmula de Taylor). 


Demostración. En virtud de la linealidad de las derivadas, es suficiente compro- 
bar esta fórmula en el caso en que P es un monomio. 


APA, +04" 4+0=p<m 


Pero en este caso, la fórmula resulta de la fórmula del binomio, aplicada a 
cada factor (X, + U,)" del producto 


=(X, + Uy (+ U9) ... (XL, + Ue, 


y de la relación (8): 


= a !la,!..a,! 
S 17 XP Up) = TINO 
a LL m a AN YA ) de BB Brlnto. 


x XB.. XI UY... UY. 


Dejamos los detalles al lector. ]] 
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Función polinomio 


Sea P= Y a,Xj... Xó» un polinomio con coeficientes en el anillo K. Se 
aeNn 
le asocia la función polinomio P: K” > K tal que P(xy, X2» . . ., X,) sea el elemento 
obtenido reemplazando X, por x, en la expresión de P. 
La aplicación 


B:K[X,....X] > F(K”,K) 
Pob 


(en donde F(K”, K) designa al álgebra de las aplicaciones de K” en K) es un ho- 
momorfismo de álgebras, y se tiene el siguiente teorema, análogo al corolario del 
teorema 1V.5.2: 


TEOREMA 1V.7.5 
Si K es un cuerpo infinito, el homomorfismo D definido anteriormente es 


inyectivo (dicho en otras palabras, la identidad funcional entre polinomios 
con n variables equivale a su identidad formal). 


Demostración. Por recurrencia sobre n. Para n= 1, es el teorema IV.3.1. 
Supongamos el teorema verdadero para n — 1, y sea 


PE KI[X 1 0... X] =K[X1 «<> Xo-11[X5) 


Ordenemos P según las potencias crecientes de X,; se obtiene: 


m 
P= Y A,X%, en donde Axe K[X,,..., X,- 1). 
k=0 


Supongamos P 4 0. Existe k, tal que Az, + 0. Según la hipótesis de recurrencia 
existe (Xy, Xp -.., Xn-1) EK" tal que Az (Xp > >.» Xp) 40. 
El polinomio con una variable. 


0%) = Y Árln  X 0 XA 


k=0 
no es formalmente nulo. Luego existe x, e K tal que O(x,) + 0, es decir, 


Bl, ...,Xx) 40. Así P 4 0 implica P 40. c.q.d. 


LELONG 1-12 
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Nota. De hecho, el anterior razonamiento prueba un resultado más fuert 
que 1V.7.5: si E es una parte infinita de K, un polinomio Pe K[X,, ..., X,], null 
para todas las n-plas (x,, ..., x,) de elementos de E, es formalmente nulo. 

Por ejemplo, si P no es formalmente nulo en el anillo O[X,, ..., X,], existe: 
enteros My, Ma, ..., mM, tales que P(m,, Mo, ..., mp) 4 0. 


Factorización en K[X,, ..., X,], n > 2 (K cuerpo conmutativo) 


Es fácil de ver que K[X,, ..., X,] no es un anillo principal. Por ejemplo, sea 9 
el ideal de K[X, Y] engendrado por Xe Y: 9 =(Y, Y). Si 9 fuera principal, X e Y 
serían múltiplos de un polinomio P tal que 9 =(P). Los únicos polinomios que 
dividen a la vez a X y a Y son las constantes. Se tendría, pues, que P= 1, lo cual 
es absurdo, ya que 9 está formado por todos los polinomios sin término constante. 
No se pueden, pues, desarrollar las propiedades aritméticas de 


sl, 


para n > 2, tal como se ha hecho para n = 1. Así el teorema de Bezout no se puede 
aplicar; en K[X, Y] los polinomios Y e Y sólo poseen a las constantes como fac- 
tores comunes, y, por lo tanto, cualesquiera que sean A, Be K[X, Y], AX + BY 
es no constante. 

Sin embargo, las propiedades aritméticas esenciales son verdaderas para 


RS 


en particular el teorema de Gauss, y la descomposición en factores irreducibles. Con 
mayor precisión, demostraremos más adelante (Cap. XIV) el siguiente: 


TEOREMA 1V.7.6 


Todo polinomio P con n variables, con coeficientes en el cuerpo K, admite 
una factorización de la forma 


P=PYPE..PR, 


en donde (Vi) a, ¿N*, y en donde los P, son polinomios dos a dos irredu- 
cibles sin factores comunes. 

Además, dos descomposiciones de P de este tipo difieren sólo en el orden 
de los factores, y en un factor constante. 
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Polinomios inyariantes frente a un grupo de permutaciones 


Sea G un subgrupo del grupo S, de las biyecciones del conjunto MF en sí mismo. 
Diremos que el polinomio Pe K[X,, ..., X,] es invariante respecto de G si, para 
toda permutación o € G, se tiene: 


PA M0) = PX ay Xo2)9 +++ om) > 


Es claro que si H es un subgrupo de G, todo polinomio invariante para G es inva- 
riante para H. 

El conjunto de todos los polinomios invariante para G forma un subanillo 24 
de K[X,, ..., X,]; si H es un subgrupo de G, 2¿< Py. 

Pi =K[X], ..., X,] (e, permutación idéntica). 
e 2, es el anillo de los polinomios simétricos: a sus elementos se les llama poli- 
nomios simétricos. 

Ejemplo de polinomios simétricos: 


S=X + XE+ o +xk (ke N) 


Ep Y LAO A (l<k<m). 
151 <<< En 
(A los 0, se les llama polinomios simétricos elementales.) 
e Sea 7, el grupo alternado de orden n, formado por las permutaciones pares 
de 3,, entonces 2,,, es el anillo de los polinomios alternados, y sus elementos son 
los polinomios alternados. 


Ejemplo: el polinomio TI (X, — X;) es alternado y no simétrico (cf. de- 
1<i<j<n 
mostración 11.7.3) siempre que K sea de característica % 2. 


e Sca /' un grupo de permutaciones engendrado por un ciclo de longitud 1: 2p 
es un anillo de polinomios cíclicos. 
Ejemplo: el polinomio X, XP + X¿X3 +... + Xp X+ X, Xj es cíclico (ara 


| 

Como ejercicio vamos a caracterizar todos los polinomios homogéneos de grado k 
y alternados, suponiendo que K es de característica 4 2. 

Sea P un polinomio de este tipo, y para todo ve S, designemos por P, al poli- 
nomio P(Xot1)» - ++» Xo(m))3 si 0 EZ, Po =P; si o es impar y 7 es par, Por = Po. 
Si P no es simétrico, y si o es impar, el polinomio P, no depende de o; designando 
por O este polinomio, se tiene que Q % P. 

El polinomio R =P —Q es alternado, homogéneo de grado k. Si 9 es una 
permutación impar, se tiene: R, = — R. Nos vemos, pues, obligados. a estudiar un 


e E 2 in 
la permutación circular l 
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polinomio alternado R, que se transforme en su opuesto por medio de las permuta- 
ciones impares. 
Si ¡ <j, se tiene, pues (ya que ri, es impar): 


A O PO IO 0 A O A 


En esta relación, reemplazamos X, y X, por la variable U. Dado que K no tiene 
característica 2, resulta: 


(11) RX gyicoes Use, Us 665 2) 0 
Esto implica que R es divisible por X, — X,. En efecto, R se puede escribir: 


R= An HEAD 
(12) Ls a A 
y puesto que A, son polinomios respecto a las X,(1 % i,j) (11) significa exacta- 


menteque 3 Ay = 0. Luego (12) se puede también escribir (restando > Aya X E): 
a+f=k 


R= Y As Xi(X) — Xt). 


a+f=k 


Entonces nuestra afirmación resulta evidente, puesto que 


B-1 
Xf -— X?=(X, — (E, 11-x) 


es divisible por X, — X,. 

R es, pues, divisible por X, — X, para ¡ <j. Dado que los X, — X, son primos 
entre sí dos a dos, si admitimos el teorema XIV.1.3 (que generaliza al 1V.2.6 en 
K[X,, ..., X,)), se deduce que R es divisible por A= TI (X,—X), o sea 

1<i<j<n 
R=AR,. ? 

Tomemos entonces o € S,. Si 0 € 4, 0 deja invariantes a R y a A, luego tam- 
bién deja invariante a R,. Si o es impar, cambia a R y a A en sus opuestos, luego 
también deja invariante a R,; en otras palabras, R, es simétrico. 

Recapitulando, tenemos: P— Q =AR,. Pero, por otro lado, Ry =P + Q es 
evidentemente simétrico. Las dos relaciones 


Ro=P+0, AR, =P-OQ, dan: P=HR,+ AR), 


de donde, cambiando las notaciones, se sigue el resultado: 
Todo polinomio alternado es de la forma S + AT, en donde S y T son polinomios 
simétricos, y en donde A= II (X,—X). 


1<i<j<n 
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Nota. Este último resultado es falso en característica 2. Por ejemplo, si el 
cuerpo K de base es Z/2 z, en K[X, Y, T] el polinomio XY?+ YT?*+ TX? es alter- 
nado pero no es de la forma S + AT antes indicada. 


Capítulo V 


Eunciones simétricas. Ecuaciones 
algebraicas (teoría elemental) 


El viejo problema consistente en resolver ecuaciones algebraicas con la ayuda 
de fórmulas en que interviniesen únicamente funciones racionales de «radica- 
les» fue esclarecido por Galois (1811-1832). La respuesta es, en general, negativa 
para las ecuaciones de grado > 5. En este capítulo se desarrollan los métodos 
de resolución algebraica de las ecuaciones de grado 3 y 4, cuyo interés es, sobre 
todo, teórico e histórico: el intento por resolver estas ecuaciones condujo, paso a 
paso, a partir del siglo xv, a la introducción de los números complejos (cf. $ 2). 

No debe olvidarse que la búsqueda de los valores numéricos aproximados de 
las raíces de una ecuación (incluso de grado 3 ó 4) es mucho más rápida con la 
ayuda de técnicas clásicas de análisis numérico (método de Newton, etc.) que me- 
diante el cálculo teórico expuesto a continuación (que conduce a pesadas operacio- 
nes numéricas). 

Por el contrario, el estudio de las funciones simétricas de las raíces, por el que 
comenzaremos, presenta un gran interés, tanto para la teoría de Galois como para 
el estudio clásico de las curvas. 

O En este capítulo se consideran polinomios con coeficientes en un cuerpo K 
algebraicamente cerrado (1), de característica 0. 


$ V.1 POLINOMIOS SIMÉTRICOS 


Hemos visto, al final del capítulo IV, que los polinomios 
01 = Xx Xi, Xi, + Xi 


ik 
1Si<i¿<--<iEn 


(1<k<nm) 


(1) Esta hipótesis acerca de X no quita generalidad pues, según el teorema de Steinitz, todo cuerpo 
conmutativo se puede sumergir como subcuerpo en un cuerpo algebraicamente cerrado. 
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de K[X,, ..., X,] son simétricos. En lo que sigue probaremos que todo polinomio 


simétrico puede expresarse por medio de los 0. 


TEOREMA V.1.1 


Sea F un polinomio con n variables. Definimos el polinomio G con n va- 
riables por medio de 


(1) GlX y Mas 00, Xp) = Flo (X), 0 LX), .... 0, (X)) , 
en donde aX) = E Xi, Xiz + Xi > 
1S i<i2<"""<i En 
Si G es nulo, F es nulo. 
Demostración. Para cada x= (xX;,...,x,)€ XK”, establecemos 
5(x) = (5,(x), F2(x), ..., 3,(x)) , 
en donde 3,(x) designa el valor del polinomio o, en x. Entonces la aplicación 
0:K" => K" 
es epiyectiva. En efecto, sea y =(),, ..., Jn) € K”. La ecuación 
Xy X "4 aX M2 + (— 1)y,=0 
posee n raíces (distintas o no), a saber X,, ..., Xp» 
Hagamos x = (Xy, Xa, « » »» Xn),y es claro que 5(x)= y (relaciones entre los coefi- 
cientes y las raíces). Pero este resultado, junto con (1), prueba que la función po- 


linomio F es nula (ya que G = 0), luego que F es formalmente nulo (puesto que 
al ser nula su característica, K es infinito, cf. p. 108). ]] 


COROLARIO 


Sea G un polinomio con n variables. Si existe un polinomio 
FeKI[X;,.... X.] 


tal que G(X,, ..., X,) = Flo (X),0LX), ...,0,(X)), F es único. 


Designemos por p el grado total del polinomio simétrico G. Se puede escribir, 
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de forma única, 


G(X1, ..., X.) = $ CA) 
k=0 


en donde G, es un polinomio homogéneo de grado total k. Evidentemente cada G, 
es simétrico, pues una permutación sobre los X, no cambia el grado total de un 
monomio. Para expresar G con la ayuda de los polinomios o,, será, pues, suficiente 
expresar los G,. Dicho de otra manera, podemos suponer que G es homogéneo 
de grado total p, y simétrico. El grado parcial de G respecto de X, es entonces in- 
dependiente de ¡1 <i¡<mnm. 


DEFINICIÓN V.1.1 


Sea G un polinomio simétrico con n variables, homogéneo de grado total p. 
Al entero p se le llama peso de G. 
Al grado de G respecto de una cualquiera de las variables X, se le llama 
orden de G; se designa por w(G). 


TEOREMA V.1.2 


Designamos por G un polinomio de K[X, ..., X,], simétrico y homogéneo 
de peso p > 1. 
a) Existe un polinomio D e K[X,, ..., X,], único, tal que 


CUX ps cio Xp) = DO (X), 0 X), ..., 0 (A) + 
b) el grado total de D es igual al orden de G; 
c) todo monomio no nulo ¿0% 0% ... aj" de D es tal que 


0) 01+20,+303 +: 4+m0,=P. 


Demostración. La unicidad de D resulta del teorema V.1.1. Todo consiste, 
pues, en establecer la existencia y las propiedades de 9. Para ello, razonamos por 
recurrencia sobre el entero ó(G) =p + n. Para p =1 el teorema es verdadero 
para todo n, puesto que entonces G es de la forma 2o,. Para n = 1 el teorema es 
verdadero para todo p, pues 0, = X;. 

Supongamos, pues, cierto el teorema para todos los polinomios simétricos ho- 
mogéneos H tales que ó(H) < 5(G) — 1, y supongamos además 


n>2,p>2. 
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El polinomio G¡(X,, ..., X,-1) = G(X,, ..., X,1, 0) es simétrico respecto de 
las variables X,, ..., X,, (en efecto, las permutaciones de M*_, se identifican con 
las permutaciones de N* que dejan fijo el entero n). 

1) Supongamos primeramente que G, = 0, y entonces X, es un factor de G. 
Puesto que G es simétrico, cada X, es también un factor y G es divisible por el 
producto de los X,; se tiene pues: 


G =0(X).GAX y... Xp); 


y el polinomio G, es simétrico de peso p —n, y 0(G,) = p. Según la hipótesis de 
recurrencia, existe D, e K[X,, ..., X,] tal que 


CAM psc Xi) = Belo (A), 0 LX), ..., 0, (X)) . 
El grado total de %, es igual al orden de G,, o sea w(G,), y: 
a(G)=Ww4G)+1. 
El polinomio Y e K[U,, U», ..., U,] definido por 
$(U,, ..., U,) = U, BLU,, ..., Un) 
es de grado total w(G,) + 1 = w(G). Puesto que se tiene 
G(X,, .... X) = Dl0,(X), ..., a, (1), 


las propiedades a) y b) del teorema quedan demostradas en este caso. 

La propiedad c) se verifica fácilmente: según la hipótesis de recurrencia, todo 
monomio ¿az ... or de D, es tal que a, +2a,+... + na, =p —n. Este mo- 
nomio origina el monomio 20%: 03* ... 0% 01%, y se tiene entonces: 


a4+20%+ +(M-la,-, + nm(0, +1) =p. 
2) Supongamos G, % 0. Entonces el grado total de G, es igual a p, de donde 


AG)=p+n=1, 


y MG,) =0(G). Sean 0;,0%3, ...,0,-, los polinomios simétricos elementales de 
Xi ..., X,-1, que se obtienen substituyendo X, por O en 


A VA 


Según la hipótesis de recurrencia, existe un polinomio %,, de grado total w(G), 
tal que 


Kris a) = 
=D cd DE 
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el polinomio simétrico con na variables 
GX 0 Xp) = Gs 0. Xp) — PO, --., 07-100) 


es o bien nulo, o bien de peso p (pues 0, ..., 0,-, tienen el mismo grado total que 
Oj, -..,0,-1). Si G¿ =0, el teorema está demostrado (pues la propiedad (c) se ve- 
rifica inmediatamente). Si G, % 0, el polinomio G, se anula cuando se substituye X,, 
por 0. En virtud de la parte 1) de la demostración, existe 


D,EK[X,,...X,, 


de grado total w(G) — 1, tal que GX, .... X,) =5,(X) Da(0/(X), ..., 0, (X)). 
En este último caso, se tiene entonces 


ClX ps 00 X= (0), cs 07 (M0) + 0 (X) Dolo (XL), +.» AA)» 


en donde 9, es de grado total «(G), y DP, de grado total «(G) — 1. Dado que U,, 
no figura en %,, vemos que el polinomio 


B(U,, .... Us) = 9,(U,, ..., U,-1) + Un BAU,, ..., Un) 


es de grado total «(G) respecto de U,, ..., U,. Finalmente, la propiedad c) del 
teorema es verdadera para los polinomios V, y D, (cuando G, % 0); el polino- 
mio % la verifica sin dificultad en todos los casos. c.q.d. 


Nota. Resulta también de la demostración V.1.2 que si G tiene todos sus coe- 
ficientes en un subanillo A de K, el polinomio D tiene igualmente todos sus coefi- 
cientes en A. (Por ejemplo, si G tiene coeficientes enteros, V también tiene coeficien- 
tes enteros.) 


Nota. La demostración precedente no da el método práctico para hallar el 
polinomio D. Sin embargo, la unicidad de 9, y las propiedades b) y c) del teo- 
rema V.1.2, permiten aligerar los cálculos en la búsqueda práctica de 9. 

Antes de dar ejemplos, precisemos algunas notaciones: Sean m un entero < n, 
Ay + .., A. enteros > 0, a la sucesión finita (Q,, ..., 4). F designa el conjunto 
de las aplicaciones inyectivas p->¡, de N en NE. 


e Por convenio, el polinomio P, = z Xi --- Xe(,) se escribirá: 
re 


Xi... Xir; P, es de peso:: Ja | = Y a y de orden: sup (a). 


im o 


n! 


El número de términos de P, es card (F) umi 
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Por ejemplo, para n =5, los polinomios 


Y X,, Xi, Xi y Ze X, X, Xi 
Inda do in dznda 
contienen ambos 60 términos. 

e Designamos por Kk,,...,k,p los valores distintos que toman los enteros 
Gp +«., Gn (k¡ <k¿<... <Kkp); las imágenes recíprocas J,, por la aplicación 
io a,, de los elementos k;, constituyen una partición de N%. Pongamos v,=card (J,), 
1 << p. Puesto que », de los exponentes a, son iguales a k;, »,! términos de 
Pa= 2 Xi... Xi" son iguales a un término dado. Por consiguiente, todos 


lso << im 


los coeficientes del polinomio 


-1 


si 
1 E Ym. Xi 


* ixiar <<< dm 


son iguales a 1. 


Por convenio, este polinomio, igual a 7] 


Pa, se designará por: 
A Ban) 


0) EXP XX. 


Para n = 5, por ejemplo, el polinomio > X, X, X¿ contiene 10 términos, y el poli- 
nomio > X, X, X3 contiene 30. 
Obsérvese que Y XP XP... Xin = Y XP... Xin; si, y sólo si, los a, son 
bso bm 


distintos, dos a dos. 
Ejemplos 


1) Cálculo de S = > Xi (n > 3). 
Haremos intervenir los o, bajando el orden paso a paso; se tiene: 


AOOXD=S+DX?X, además Y Xi=0?-20),, 
y] 
y para calcular 7 = > X? X,, se continúa bajando el orden: 
5) 


ENT =2 XX + XXX =2T+603, 
jk bj 


hjk 


de donde T=06,0,-— 303. 
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Lo cual nos da | S=0]— 30,0,+30y |. 


2) Cálculo de S = > Xi X¿ (n > 4). 

Aquí procederemos por identificación, buscando S en forma de un polinomio 
en los 0. 

S es de orden 2 y de peso 4. Luego la expresión de S sólo puede contener, se- 
gún el teorema V.1.2, términos en 0,, 03, 07 y 64, Únicos monomios en a, de grado 
<2 1 de peso 4. De donde: 


S = Ao, 0, + Boj + Coy. 


Para la ecuación Xi 4 X? =0, se tiene 0, =03 =0, =0, 0 =1, S =1; de donde 


3 1 
B= 1. Para la ecuación x(w _ + 3) =0, se tiene 
8 1 
0=3» 0=0,=0, 0 = 
3 Dri 1 
de donde S = — ma A. Pero como las raíces de este polinomio son 0, 1, 1,—>> 
3 
S = 5; de donde A = —2. Puesto que no hay términos de orden 1 en S, se tiene 


2 
A+ C=0, de donde C = 2 y finalmente 


Se podrá comprobar esta fórmula para la ecua- 


3) Cálculo de S= Y XP X? (n > 4). 
Bajamos el orden paso a paso: 


(EXE 0%)=28+ XXX =28+T, 
IN 


ij 


60,0 =(2x)(2 XXX) =3T+ Y X,X,X,X,=3T+ 2404; 
ij k, 


i jk,l ij kl 


de donde T =20,0,-804 28=(0 -20,)20,- T 


S=0t0,- 20 -0,0,+40, 


4) Cálculo de S= Y XX? X3 (n > 6). 
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Bajando el orden se tiene: 


3603 a Z XX, xa) Y X,X,, X,) = 368 + 


dsd Ka diz, j2,k2) 


+18 Y X?XX,X,+9 > XP XX, Xi Xm 


id kl i,jk, Lim 


EY CAM 


i,j,k,l,m,n 


La relación precedente nos da 
d=S+2T+6U+2005 con T=YXiX3X,X, 
y U= YI 
Para calcular 7 y U, formamos sucesivamente: 
a) (E X xl e Ea X,)=48 070=12 Y XXX, X + 


id k,l,m,n ij kl 


+8 Y X2XX,X X,+6!05=48 T+(48x 4) U+6! 06, 


ij ko dm 

de donde 

(3) 0,04=T+4U+1l1505; 

»E Xo( E 2% X,X)=5!03 05=5 Y MX XX Xp + 
j.k.I,m.k ij kl m 
+6l0¿=5!U+6!06, 
luego 
(4) 0,05=U+605. 


(3) y (4) dan U =0,0; — 605, T =0,0, — 40,05 + 905. 


La relación hallada al principio nos permite calcular S: 


S=03-20,0,+20,0,-205 


Los procedimientos empleados en los ejemplos anteriores dan buenos resultados 
cuando es bajo el orden de la función simétrica estudiada. 


$ V.2 FÓRMULAS DE NEWTON 


Estas fórmulas permiten expresar de manera recurrente, los polinomios simétricos 
Si = Y X¿(l <k< mn) en función de los 0,, o los 9, en función de los S;. 


I<p<n 
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En particular, todo polinomio simétrico se puede escribir (de forma única) 
como un polinomio respecto de los S,. Esta observación nos será útil, en los 
cálculos prácticos, cuando sea grande el orden de la función simétrica estudiada. 


TEOREMA V.2.1 


Los polinomios simétricos S,= 3 X;, con n variables, verifican las 
1<p<n 
siguientes relaciones (fórmulas de Newton): 


a) para k >1n Si=0,S;-1+07 Si-2+ 0 +(- 10, Si-.=0, 
b) para k <n S,-0, S;-1+0758,-2+ 0 +(-D*k0,=0, 
con el convenio Sy =n. 

Demostración 


a) Sea U una variable distinta de las X, y consideremos el polinomio con 
n + 1 variables 


P(U) = (U — X,) (U— X2).... (U — X,) = 
e Pta Uan? +1 
Se tiene: P(X;) =0 (1 < ¡ < m), y la fórmula a) se obtiene multiplicando la relación 


P(X;) =0 por Xf-" y sumando miembro a miembro las relaciones obtenidas, 
b) Partimos de la relación 


e PU) 
65) = L U-Y 


(que resulta de la regla de derivación del producto, aplicada a 
P(U) = [] (U— Xp). 
k=1 
Por una parte, se tiene: 


(6) e nur 1 (n—1)0,U?+-4+(- 1 0,1, 


en virtud de la definición de derivada. 


Por otra parte, vamos a calcular , utilizando la relación P(X)=0: 


Pl 
U—X, 
P(U) = P(U) — P(X) =U"—Xi+ + (10 UT? — Xi") + 
++ (- 19? 0, (U — X;). 
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n—p—1 
Puesto que U”-? — Xg-” =(U—X,) > U"-”-13 YX], se deduce: 
j¡=0 


P(U 
o E 


a-1 pa 
=U"14 Y Apx UM 7, con Ap=X[+ Y ED Xp. 
p=1 j=1 


Sumando miembro a miembro las relaciones (7), llevándolo a (5) y teniendo en 
cuenta (6) se obtienen las fórmulas b) identificando las potencias de U. ]] 
Ejemplos 


1) Evidentemente se tiene S, =0,, S¿ =07 — 20. 
Para calcular S¿ (n > 3) escribimos las fórmulas b): 


S¿-0,8,+20,=0, S¿-0,S,+0,8,-30,=0, 
se obtiene S3¿=0]-30,0,+30, |. 
Para calcular S,, es suficiente escribir la fórmula de Newton siguiente (n > 4): 
Si¿-0,83+0,8,- 0,8, +40,=0. 


Resulta, teniendo en cuenta los resultados precedentes, 


Si¿=0f-40l0,+40,0,+20 40, |. 


2) Para calcular un polinomio simétrico en función de los ,, se puede aumen- 
tar el orden y expresarlo así con la ayuda de los S,. Después las fórmulas de Newton 
permiten terminar el cálculo. 

Por ejemplo, para S= Y XP X, (n > 4), se tiene: 

dj 


CA X)=EX1+S, S=0,S,-S,, 


y, teniendo en cuenta los valores de S¿ y de Sy, 


2 2 
S=0¡0,-—0,03-—203+40, 
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Igualmente, el polinomio S = Y XP X? X, se obtiene por los siguientes cálculos: 


CAMPO =S+EXiMG 4 DM XP, 
XP) =8,8,= EX? + EX? X5, 
CAEN =S3 = EX + IM X, 
EXP) X)=S,S, =D X Xx] +8s. 


$=5,5,5) SS = 8 Si H2S SE 


El cálculo de S¿ es bastante pesado. El lector comprobará que se obtiene: 


10¿+70,05+40,0,— 3010, — 303 + 0,0703 
6 2%4 3 2 


3) Cuando se pide calcular los valores de funciones simétricas para las raíces 
de una ecuación particular, los cálculos se simplifican frecuentemente. Por ejemplo, 
tenemos que calcular S, = x] + x3 + x3 para las raíces x, de la ecuación: X* + px + 
+ q =0. Aquí no es adecuado calcular la expresión general de S, y substituir en 
ella 0,, 07, 03 por 0, p, — Q- 

Es más rápido buscar el resto de X” módulo (X? + pX + q), pues este resto 
toma para las x, el mismo valor que X”. Se obtiene 


Xx” =2px* +(9 -p*)X-— p?q mod(X? + pX +9), 
de donde S,=2pqS, + (q? — p?)S,- 3p?g; 


y puesto que S¿=0%? — 20, = —2p, se tiene: 


Aplicación de los polinomios simétricos 
a la transformación de ecuaciones (cf. Cap. VI) 


Por definición, la transformada de la ecuación P(x) = 0, en donde 
PX) =X"+p XX" 24 +4p,=(X — x,)...(X — x,), 
por la función racional y = F(x), es la ecuación: 


(Y — F(x)) (Y — F(x3)) ... (Y — F(x,)) =0. 


LELONG 1-13 
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Más adelante veremos que, en teoría, el problema se puede reducir al caso en que F 


es un polinomio. 
En este caso, al desarrollar la ecuación transformada, los coeficientes de las 


potencias de Y se obtienen como funciones simétricas de las x;. En principio es 
posible calcularestos coeficientes con la ayuda de Py, Po, - .-> Pn- 


Ejemplos 
1) Transformar 3 + px? 4 qx +r=0 por y =x + 


3 1 
El desarrollo de [1 (> = (+ + 3) conduce a la transformada 
i=1 4 


Y +Py9+Q0y+R=0, 
con: 


1 
La ecuación cuyas raíces son las es rx? 4 qx? + px+1=0; designando por 
7 


; pc 1 ; 
Si Sa Sy A las funciones simétricas de las ——, se tiene: 
xi 


P=-=0|-S=p+“ 


O=0o+s2+t059-3=4+14+%-3 


7 AL e 1 1 1 
pue: O + 3 = (x, + X2 + x3) AMES 


R=03+58,+0625,-—20,+5,6,-—25,, 
Xi X2 


(ue Ex 2 (22) 142, 225) 


2 2 
Dept 49 dl 
e E r r 
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2) Sean xy, Xo xg las raíces de Yi + px?+ qx +5 =0. Hallar la ecuación 
cuyas raíces son 3433 x3+ xxx 

Puesto que xi +x3-+xi=0*—20, =p? —2q, el problema consiste en 
transformar la ecuación por y =p?—2q—x*? 

La ecuación cuyas raíces son los números p? —2q — y, es la transformada 
de la ecuación dada por z = x?. Es suficiente, pues, hacer z =p? —2 q — y (para 
obtener la transformada por y) en la ecuación en z. En el capítulo VI, veremos 
un método general para transformar una ecuación por y =x*. Acabamos los 
cálculos de nuestro ejemplo con la ayuda de las funciones simétricas. 


xX+x+x3i=p? 29, 
Nxixi=-20,0,+0)=-2pr+g?, 
dixid=0d=r, 

La ecuación en z es, pues, 
2 -(p-292+( -2pr)2-5r?=0; 
y volviendo a y =p? —2q— z, se obtiene la ecuación 


Y +PY+Qy+R=0, 
con 


a] 
" 


- Ap? - 29), Q=p*-4p?g+5q-2pr, 
R=-paq+2pr-4pqr+2q9 +1. 

* Fórmulas de Waring 

Las fórmulas de Newton no dan una expresión general de los o, en función 
de los S,, o viceversa. Una expresión de este tipo se puede obtener, sin embargo, 
con la ayuda de la teoría de las series formales (cf. $ VIL4). 

Consideremos de nuevo la identidad 

P(U) =(U—X,)(U-=X,)...(U—X,)=U"=0,U"*+-:+(-1)"0,. 

Si Y designa una nueva variable, se deduce la identidad 
(8) (1—X, Y) (1-X, Y)... (1-X, Y)=1—0, Y +0, Y?+:+(-—1) 0, Y”. 


En la serie formal 


x? a XA 
(9) Log (1 + X) =X-F +0 + (1) Ea 
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substituimos 1 -+ X por el primer miembro de (8), y se obtiene por una parte (te- 
niendo en cuenta las propiedades formales del Log): 


Log [(1-X, Y)... (1-X, N)]= z Log (1—X, Y) 
=1 


En (9), reemplazamos 1 + X por el segundo miembro de (8), y se obtiene, por 
adición, la relación formal: 


- Log(l —0,Y +0,Y? +0 +(- 10, Y”) = 
= Y Lo, Y-0Y +0 +( Do, YY. 
rz1 


Poniendo o, = (— 1)'p,, se obtiene, igualando las dos expresiones halladas: 


—1Yy 
(10) — —Log(l+p, Y+==+p, Y9= E Lp, Y+p, Y94+p, YY 
r>1 
S, 
= _r”. 
2, m 


Aplicando a (p, Y + pa Y?*+ ... + Pu Y"Y la fórmula general del binomio e iden- 
tificando los términos en Y” en la relación anterior resulta 


S, 


1 


ya trata + 1 
(11) at) (tratetrt 3 e, 


A (raro +r) rilrato.ro! 


Como la serie formal recíproca de Log (1 + X) es e” — 1, (10) nos da también 


S, -2n — Em ym 
1+p, Y +p, Y?+:+Pa rr=0p(- y r») =o Ye Le den 
mai M 
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* 
La identificación, teniendo en cuenta que e” = Y ar” 
k>0 %+ 


conduce a 


(Iptrt tm 


12 =(-1)"0n= ENT SE 
02 E E A A E 


A modo de ejemplo, utilizamos (11) para calcular S¿ cuando n > 5. Si 


r+2r++4+40r,=5, 


se tiene r, =0 para n > 6. Las soluciones enteras, positivas o nulas de la ecua- 
ción r, + 2r¿+3r3 +4r4+5r5=5, los valores de r = 2 r; y del coeficiente 
(01 +12 + Fa + ra +15 —1)! 


¡ , se hallan consignados en la tabla siguiente: 
ri! rg! rg! ra! rg! 


de donde (volviendo a los 0): 


500, +010,+0,07—0,0,—0,0,+05. 


$ V.3 ECUACIONES DE SEGUNDO Y DE TERCER GRADO 


O Aquí el cuerpo base es C. 
Consideremos la ecuación algebraica P(x) =0 (P polinomio de grado mn). Sa- 
bemos (T. de d'Alembert) que admite n raíces (distintas o no). Escribimos 


P()=x +0 04 +4,. 
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El problema más natural consiste en buscar fórmulas «explícitas» que nos den los 
valores de las raíces en función de a,, dz, ..., 4,. (En otros términos, intentar ex- 
presar las raíces en función de los parámetros (a,).) Desde la Antigúedad se sabe 
resolver la ecuación 


3+ar+b=0 
a—4 
4 
vale a extraer las raíces cuadradas de 4. 

Recordemos que siempre es posible obtener fórmulas en que sólo intervengan 
radicales reales. En efecto, si hacemos 4 =a + if, a y f reales (i, número com- 
plejo de cuadrado — 1) y z =x + ip, x e y reales. La ecuación z? =4 equivale 
al sistema 


b 2 
poniendo 4 = se obtiene la ecuación (+ + 5) = A, y el problema equi- 


(1) *-y=a0u, 
(2) *+y=yad+p?, 
3) 2xy=P. 


1 1 y 
(1) y Q) determinan x? = 3 (Ya? + B? +0), y? = ¿e + $? — a), y a priori, 


resultan 4 valores posibles de z. Pero (3) liga los signos de x e y, de ahí que sólo 
2 sean soluciones. 
La ecuación de tercer grado 


(4) A+a?d+bx+c=0 


también se puede resolver «por radicales». La resolución no se abordó hasta el 
siglo xi, y no se esclareció completamente hasta Cardan (1501-1576). 


Estudio de (4) 
Reemplazando x por x — 3 se transforma en 
(5) x3+px+q=0. 


Sed 1 
La observación fundamental (Lagrange) es ésta: hacemos ¡ =e3 = 23 


Entonces la función 


p=(0 + 0 + jx9Y 
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sólo toma 2 valores si se efectúan todas las permutaciones de xy, Xy, Yg, que son 
Y1 Y Va. Observemos que y, y q, son funciones alternadas de xy, xa, Xy, es decir, in- 
variantes por las tres permutaciones circulares de x,, X2, X3- 

De esto resulta que los coeficientes de la ecuación 


(6) (Xp) X—0Q2)=0, 


a saber, Y, + Pa Y P1 Pa, SON simétricos en Xy, Xz, X3. Luego ($1) 9, + Y2 Y Pr Pa 
se pueden expresar con la ayuda de 


01=X +X2+X3 09=X2X3+ X3X¡ + X¡X2, 03=X,X2X3. 


Si hacemos que x;, Y», xy sean las raíces de (5), entonces 0, = 0, 04 = P,03 = — 9, 
y obtenemos los coeficientes de (6) en función de p y q; (5) es de grado 2, y su re- 
solución dará q, y Po: 

Luego, conociendo y, y pa, el cálculo de x,, xy x¿ equivale a la extracción de 
raíces cúbicas: sean u, v raíces cúbicas de y, ya tales que uv = — 3 p; los x, vienen 
dados entonces por el sistema 


x1+ jim + 3x3 =u 
(BR) 4x1, +3 + jx 
XxX +X24+x3 


1 PP” z la A 
de donde M1 =3 (4 +0), x2=3(ju + Po), x= 3 (ju + ju) 


(la elección de otras determinaciones para las raíces cúbicas u y v conduciría a 
permutaciones sobre X;, Xa, Xy). 

Vemos, pues, que la resolución de (5) se reduce a la de (6). Por esta razón a 
(6) se le designa como una resolvente de (5). 

Para calcular efectivamente q, y pa, no construiremos (6) (ello conduciría a 
cálculos pesados). 

En efecto, y, y y. son alternadas, luego q, + pa es simétrica y q, — pa =D 
es alternada, y además D se transforma en — 9 por medio de las permutaciones 
impares. Pongamos d = (xy — Xx) (x3 — X2) (Y — Xx). Sabemos (Cap. IV final del 
$7) que existe un polinomio simétrico S, tal que 


1-02 =208,. 
Poniendo 1 + Pa =25,, se obtiene: 


E =S, +68, 


q 
m 92 =S, — 88), 
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en donde S,, S¿ son polinomios simétricos determinados de forma única por (7) 
(por razones del grado, S, es una constante). 
Ahora bien, el desarrollo de p, = (x, + jxz + j?xg)* da: 


p=xi+aded+ ja a+) 433 Ux, 334x234 x7)+ 


+6x, X2X3 
3 3/3, 
=> x2)+3 Le x 


x (xx a + 1x1 3x2 x3x) 4603, 


(8) 


(haciendo s; = xj + xj + x3). Un cálculo fácil (cf. $1) da 
xix. =0,0,-30,=39 
s=30,=-3q 
-4. 


93 


3 
En (8) el coeficiente de 1 es alternado, ya que los otros términos son simé- 
tricos. Puesto que es de grado 3, es + 0, y se comprueba que es —ó. 


Se concluye 


27 Y, 


0) APS iS 
27 NE 
P= 23943470. 


Nos vemos obligados a calcular ó, lo que es relativamente simple. Se tiene 


=IG-x)”? (discriminante de (5); cf. $ VL4) 


i<j 
Ó* es simétrico de peso 6 y de orden 4. Como a, = > x, =0, se tiene 
$? = Ao] + Boj = Ap? + Bq?, 
en donde A y B son constantes numéricas (cf. $ 1). 


Calculando explícitamente 0? para las ecuaciones x(12 — 1) =0 y *—1=0 
se obtiene 


A=-—4 y B=-— 2] de donde d? = — 4p*?-—27q?. 
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. . 
Convenimos en designar por J/a a una de las raíces n-ésimas del número com- 
plejo a. 
Volviendo al sistema (R), las tres raíces se obtienen entonces en la forma 


1 37 
x= (+0) y= y ETE AP 


(10) X2 => (ju+i%) con 


das 3) 2 3 
' X3=3 (%u+ jo) y 2 rm 


(fórmulas de Cardan). 


En la práctica, no se rehace esta teoría, sino que se buscan desde el principio las 
raíces de (5) que son de la forma x, =a +8, xy =aj +83, xy =aj? + Bj. Se 
tiene la identidad 

[X— (a+ BN [X—(a5+ Bj] [X— (057 + Bj] =X*— 3 0BX - (0 + 83). 
La condición para que esta ecuación sea equivalente a (5) es entonces 

p=-3a0B 
-q=0% 4+8?. 
Luego, p es una de las tres raíces cúbicas de — 27 a? f$?, Haciendo U = al y V =8B*, 


U y V se hallan definidas por U + V = — q, UV = — p?*/27, y son raíces de la 
ecuación resolvente 


3 
xr+9x-E=0, 


27 
que es precisamente la transformada de (6) por X = 27 Y, ya que por los cálculos 
realizados antes es p, + pa =—27q y Y1 9 =—27 p?. 


Estudio de (4) cuando p y q son reales 


Consideremos de nuevo las fórmulas anteriores (10), que se pueden escribir: 


con 4 =4p3 +27 g?; y supongamos 4 0. 
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Si 4> 0, elegido / 4 (por ejemplo, > 0), se obtiene un par (u, v) de números 
reales, único, y 4 4 0=>u %v. Luego los números 


Los ae lo, 
2 =364+)j0) y x3=>3 Gu + jo) 


son no reales y conjugados. En este caso, sólo una de las raíces es real, y esta raíz 
se expresa con la ayuda de radicales reales: 


1 
(11) Y =3 (4 +0). 


Si x, ha sido determinada, (11) da relaciones no triviales entre irracionales. 

En la Edad Media estas relaciones constituían el punto de partida de los estu- 
4y—1P 

7 + 
+ 7? (relativo a la ecuación (x — 1) (4? + x + y) = 0) sea > 0. Escribiendo (11) 
se obtendrá una de estas relaciones. 

Así, para y =2, (11) conduce a 


Y=A BAS 


(relación que se puede intentar verificar directamente). 
Si 4 <0, los números u* y v3 son no reales y conjugados. Siempre es posible 
elegir u y v convenientemente para que sean conjugados (necesariamente no reales). 
Las fórmulas (9) se convierten entonces en 


1 - ll. — 1 =— 
E = 3 +0, x= (ju +ju, x= 3 tu + 2), 


dios acerca de la ecuación (5). Por ejemplo, sea y €Q, tal que el número 4 = 


3 


lo que demuestra que las 3 raíces son reales. Pero este caso es precisamente aquel 
en que // 4 no puede representar un número real. En una época en la que se des- 
conocía el uso de los números complejos, se había observado que, en el caso en 
que / 1 «carecía de sentido», (5) poseía 3 raíces reales; fue esta observación la 
que determinó a Cardan a calcular utilizando números «ideales», que se conver- 
tirían en los números complejos. 

Hay más en este caso 1 <0. Las fórmulas que dan u y » sólo contienen radi- 


p e e d 27 VE 
cales. Pero bajo el radical cúbico se halla el número no real — 39+ 34 > Vv= 


Si se intenta expresar Re (u) e Im (u) con la ayuda exclusiva de radicales reales, 
nos vemos obligados a resolver ecuaciones de grado 3, de las que se sabe de ante- 
mano que todas las raices son reales; y se recae indefinidamente en el mismo pro- 
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blema. De hecho, con la ayuda de la teoría de Galois, se puede demostrar que 
es imposible en este caso expresar por medio de radicales reales las raíces de (5) (5). 
(Pero este resultado sobrepasa el nivel de nuestra obra.) 


Trisección del ángulo 


El viejo problema de dividir un ángulo en 3 ángulos iguales se puede expresar 
de la forma siguiente: conociendo a =Cos 3 y, hallar u = cos y. 

Con ayuda de la siguiente relación cos 3 p =4cos* y — 3 cos p, vemos que el 
problema consiste en resolver la ecuación de tercer grado 
(12) 44 -3u-a=0. 
Un estudio de Análisis prueba que todas las raíces de (12) son reales. Por otra 

27 

parte, ae] —1, + 1[ y 4= 6 (a? —1) <0, por lo que, en general, no es po- 


sible resolver (12) mediante radicales reales. 

Inversamente, esta interpretación permite utilizar las tablas de las funciones 
circulares para resolver numéricamente ciertas ecuaciones de grado 3. 

De hecho, si 


(13) x+px+q=0, con p,q reales 


p sl 4 
posee 3 raíces reales, se tiene p < 0. Haciendo 4 = V- Y y x = y, (13) se trans- 


forma en 
4y -3y= ELA 
pA 
y, haciendo y = cos p, queda 
3g 
(14) cos3p= PE A 


13 
La relación 4 p? + 27 q? <0 implica a <l, y entonces (14) puede dar 3g 


recurriendo a las tablas de los cosenos, y por ende y e y = Cos p. 


() Por esta razón, este caso de la ecuación de tercer grado fue llamado «casus irreducibilis». 
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$ V.4 ECUACIÓN DE CUARTO GRADO 


Una circunstancia análoga a la del principio de $2 permite resolver completa- 
mente las ecuaciones de grado 4. La ecuación 


(1 *+ad+bid+eo+d=0 


admite 4 raíces (x;):=,,2,3,4 Pero existen funciones racionales de las x, que toman 
3 valores tras una permutación cualquiera de las x;. 
Es, por ejemplo, el caso de la función 


Y =X1X2 + X3X4 
que, después de haber permutado las x,, toma los tres valores 
TA O 
Se deduce que los coeficientes de la ecuación 


(R) (U— y) (U — y) (U— y3)=0 


son simétricos en X;, Xy, Xz Xy 

Se pueden calcular en función de a, b, c, d, racionalmente. Como (R) es de 
grado 3 su resolución es posible y da las y,. 

El cálculo completo de las x, se hace entonces fácilmente resolviendo el sistema 


XX + X3X4 =), X1X2X3X4=d. 
0 XX + X2X4 = Y 

X¡X4 + X2X3 =)Y 

X+X+X3+%=-4 


(Por ejemplo, sumando las dos primeras relaciones (2) se obtiene 
(e + xa) (%2 + %3) = Y1 + Y2 
que con la última relación (2), determina 
ÁAL=X1+%X Y 4d2=X2+%X35 


luego las relaciones 


X1X4 + X2X3=Y3 y X1X2X3X4=d 
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determinan B, = xXx, Xx, y B¿= XzXz- Conociendo Ay, B, se deduce x, y Xy y con 
A2, B, se obtienen análogamente Xx, y Xz.) 

Vamos a calcular (R) para la ecuación 
(3) *+ar+bx+c=0,c%0 (pues c =0 conduce al 3.** grado). 


a 
Observemos que (1) se transforma en (3) si reemplazamos x por x —>, luego 


resolver (3) equivale a tratar el caso general. 
Las funciones simétricas o, de las raíces de (3) están dadas por 


0,=0, 0,=4, 03=-b, 0=cC 
Se obtiene sucesivamente: 


O e 
Y2Y3 +Y3Y1 + YY = Dx M2 3, 
Y1Y2Y3 =0( 1) + Y 43333. 


Según $ 1, se sabe calcular > x] x¿ xz =0, 07 — 404. 


, 1 5 ds 1 ; 
Finalmente > xxx =07 Y E La ecuación cuyas raíces son las qe evi 
1 4 


dentemente: 
et+obxi+ard+1=0, 


de donde, si designamos por a; las funciones simétricas de las raíces de esta ecuación, 


1 b 
3=0?-20), con da=-2, 0%= 
lí C 


nia 


Recapitulando, se obtiene 
Yi FY2HY3=4, Ya Ya Hy3 YY Y2= 40, Y ya y3=b?4 ac. 
De donde: 


V.4.1 Para la ecuación (3): x* + ax? + bx + c=0, la resolvente (R) corres- 
pondiente a la función y =X, Xz + Xg Xy es 


y —ay?—4cy + 4ac-b?=0. 
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He aquí como Ferrari (1522-1565) resolvió (3): 
Se escribe (3) en la forma 


M=-—ax*—bx—c, osea (para todo y eC): 
4 2 1 2 2 1 2 
Aye gy (y > ax e 


(4) LY? 1 
(+ +3») =0-adx=bx+ qye. 


Se intenta obtener, en ambos miembros, cuadrados de trinomios y para ello se 
busca y de tal forma que el segundo miembro de (4) sea un cuadrado. Para que 
el segundo miembro de (4) sea de la forma (mx + n)? es necesario y suficiente 


fl 
que el discriminante 6? — aller ”— e) (y — a) sea nulo. Desarrollando esta re- 
lación nos da 
y —-ay—-4cey+4ac—b?*=0, 


es decir, precisamente (R). 
Explicación. Si y, es una raíz de (R), (4) implica 


*+ 


mx +.n Xx] NM = 


> Y =X¡X2+X3%X4, 


=mx—n X3 Ma = 


luego los valores de y que hacen del segundo miembro de (4) un cuadrado perfecto 
son exactamente los números y,, Yo, yg definidos antes. 

Este método de Ferrari es, al mismo tiempo, un método práctico muy elegante 
para resolver (3). 


Nota. Se tiene y, — Ya = (X, — X4) (Xa — Xg), eto. 
Luego [] (x; — x)? =T1 (1, — y,?: el discriminante de (3) es igual al de su 
i<j ES] 
resolvente (lo que proporciona un método para calcularlo). 


Otro método de resolución de (3) 
Se buscan a, f, y tales que 


Y4axd+bx4+o=(x d+ 0x4 B)(?— ax + y), 
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de donde las condiciones c =fy, a =f + y —%,b=aly —f).Sib 4 0,a 40, de 


se obtiene 


(5) c=- E + a?) 


Haciendo Z =a* se obtiene la resolvente 
(R) Z*+2aZ? + (a? -4c)Z-b*=0, 


que es diferente de (R). 
Sea z, una raíz de (R/); (3) se resuelve con la ayuda de dos ecuaciones trinomias: 


+ Ja 


1 b 
+3 (er. -72)=0 de donde x,+x,=-— yz; 


b 
7)- 0, de donde x3 + Xy 
1 


de donde se deduce 


1 
21 = GO +2 xy EA. 


1 
Luego, por permutación de las x;, la función z = “4 (1 + X2 — Xg — xy)? toma 


sólo 3 valores. Por lo tanto, nos habríamos podido servir de z exactamente igual 
que de y, y la resolvente que corresponde a z es (R'). La verificación directa de este 
hecho es pesada. 


Ecuaciones particulares 
Quede claro que estas observaciones acerca de la ecuación de 4.” grado se re- 
fieren a la ecuación general. En ciertos casos particulares, la resolución es inme- 


diata, así, recordemos que la ecuación bicuadrada: 


X*+ax?+b=0 
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se resuelve haciendo X? = U. Vamos a calcular, a modo de ejemplo, las funciones 
circulares del ángulo + 
Las raíces de la ecuación X*+1 =0 son e 2 e e. des- 
componemos X8 + 1 en R[X]: 
XP 41 = (4 7 2 X= (4 274 1) (X* 42M? +1) 
las raíces de cada una de las ecuaciones bicuadradas que figura en el segundo 
miembro son opuestas dos a dos. Comola parte real de (05) = e 2, vemos que 


tig +75 > en y 
los números e *, e son las raíces de la ecuación bicuadrada: 
X*-X+1=0. 
Descomponemos el primer miembro en R[X]: 
XI NMX41= (041 (44D = 


= (2-24 YX +00? +/24+ Y2X +1. 


E +. . 
La parte real dee? es >0, luegoe” * son las raíces de 


X2-/24+Y42X+1=0. 
20053 =y/24 y/2, 2senz =./2- yA. 


En los ejercicios se encontrará el cálculo completo de los 


Se deduce: 


$ V.5 ECUACIONES DE GRADO > 5 


A priori podríamos preguntarnos por qué los métodos expuestos en el $2 no 
son aplicables a la ecuación más general. El problema consiste en hallar funciones 
racionales de x,, ..., x, que tomen más de 2 y menos de n — 1 valores tras cualquier 
permutación de las x,. Desgraciadamente, para n > 5 los coeficientes de tales 
funciones vienen determinados por ecuaciones de grado > n; ello se debe al hecho 
de que para n > 5 el grupo simétrico S, posee bruscamente una estructura más 
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pobre, «irreducible» en cierto sentido (con precisión, el grupo alternado .%, no 
admite subgrupos normales propios para n > 5). A partir de estas observaciones, 
Galois y Abel han demostrado que para n > 5 no se puede, en general, dar fórmu- 
las de resolución por medio de radicales. (1) 

He aquí ciertos casos en los cuales es posible reducir el grado de una ecua- 
ción, hasta resolverla. 


Ecuaciones recíprocas 
DEFINICIÓN V.S.1 


A la ecuación 


(1 A IAE 


se le llama recíproca de primera especie si 


Ox = Ok ( <3): 
n 


recíproca de segunda especie si a+, ,=0 (a < ) 5 
Supongamos que (1) es recíproco de segunda especie y n arbitrario: x =1 es 
una raíz, y el primer miembro de (1) se puede escribir (x — 1) g(x), en donde la 
ecuación g(x) =0 es recíproca de primera especie. 
Supongamos que (1) es recíproca de primera especie y n impar: x=—1l es 
una raíz, y el primer miembro de (1) se escribe (x + 1) g(x), en donde la ecuación 
g(x) =0 es recíproca de primera especie, y de grado par. Podemos enunciar, pues: 


V.S.1 Cuando una ecuación recíproca no admite ni a 1 ni a — 1 por raíces, es 
Il, de primera especie y de grado par. 


En la práctica, para resolver (1) se empieza por quitarle las raíces + 1. Estudie- 
mos la ecuación recíproca de primera especie y de grado par 2n, o sea: 


+(2) ax +4 a Mob 07 4 04 1 0 4 41 4 09=0, 
a 0. 


(2) (Nota del Autor). En el caso de una ecuación de grado 5 que puede resolverse por medio deradicales, 
el autor ha dado su método explícito de cálculo de las raíces, que conduce a fórmulas análogas a las 
«de Cardan». Véase Bulletin des Sciénces Mathématiques, n.” 100, octubre 1976, Sur la Résolution ex- 
plicite des équations de degré 5 quand elles sont resolubles par radicaux. 


LELONG 1-14 
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x=0 no es raíz, por lo tanto (2) es equivalente a 


a el +aj[x"* + - + +4 Epa +a,=0 
163) 01? y 11? al m1 E 'n . 


Hagamos 


Use y s.m para n>0 (Sy=2,5,=U), US,=S,+1+S,-1- 
Xx Xx 


Los S, se determinan entonces mediante la relación de recurrencia 
6) S, = US,-1 =Si-2 (10>2) 
So=2, S,=U 


que permite calcular los S,, paso a paso, como polinomios en U. Por recurrencia, 
se ve que S, es un polinomio de grado », cuyo término de mayor grado es U”. 
En otras palabras, (2) admite una resolvente de grado n en U. A cada raíz Uy de 
esta resolvente corresponden dos raíces x, y xa de (2), inversas una de otra y dadas 
por la ecuación: 


1 
= - p2 
UV, x+z,. 052 x-Upx+1=0. 
Enunciaremos: 


V.5.2 Una ecuación recíproca de primera especie y de grado n par se transforma, 


1 
l por medio de la transformación U =x + e en una ecuación de grado n/2. 


Es fácil dar la expresión general de S,. Más adelante veremos ($ XI.4) que toda 
relación lineal de recurrencia con tres términos 


U, = 0-1 + Bun-2 
uy = 4, Uy = 4 
admite como solución una sucesión (u,) definida por 


u, =4,P,+ 4,0, (n> 2) 
. 


-1-K E 
Om =8BP, (M0>2) y PL=e + Y ( , Ja SS 


n>1 
1<k< 5% 
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Apliquemos esta relación a (4): a = U, $ 1, a, = U, a, =2. Se obtiene: 


S, = UP, +20, 


Il 


6 P,=U"*+ y (e DA UA 


m1 k 
1sks 53? 5 
Oy =P == UL Y ( )e ua, 
1515172 de 


S, posee evidentemente la paridad de n. 


Aplicación. En lo que precede, si reemplazamos x por el” es: 
U=2c0s0, S,=2c0sm0. 


Las fórmulas (5) nos dan directamente la expresión de cos nO como polinomio 
respecto de cos (O, expresión encontrada ya en la página 160. 


Ejemplos de ecuaciones recíprocas 


1) Raíces quintas de 1: 


Las raíces quintas de 1 vienen dadas por 1? — 1 =0, lo que equivale a 
(6) A-DOA+Asd+x+1)=0. 
42 ¿4ni 
La ecuación (6): M+xP+x2+x+1=0, admite las raíces e *,e 5 Ha- 


1 1 
ciendo Sy =x2 + ny U=x+ > (6) se escribe 
S2+U+1=0, 
con lo que, teniendo en cuenta que S,= U?— 2, la resolvente en U es: 


(7) U2+U-1=0. 


Las raíces de (7) son 


=P 21 

xm+>=e +e =2cos=, 
1 5 

dei 48 4x 
Xx+==e"+e $ =2c08— 
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27 4 
Puesto que cos > 0y cos <0, (7) proporciona valores con radicales de 


estos números: 


22 _ 5-1 4ñ YV5+1 


cos >. si m7 


Con la ayuda de la relación cos? 0 + sen? 0 = 1, se deduce: 


sento _ 1042 /5 st Y 10-25 
5 4 , 5 4 y 


$ ¡042 /5 8__ Y 341, 0-25 


Como ejercicio, el lector podrá deducir de estos resultados todos los elementos 
notables de un pentágono y de un decágono regular, así como una construcción 
por medio de regla y compás del lado de estos polígonos, conociendo su círculo 
circunscrito. 

2) Raices séptimas de 1. 

Dadas por 17 —1=0, o sea por (x— 1) (44444 x34x+x+1)=0. 
Las raíces de 


(8) exists dr +1=0 


an 


1 
son e A «Para obtener la resolvente en U=x-+ =Ú se divide por 1%, 


1 1 
y se obtiene S,= x? + Z3yS=*+ 4 Por medio de los cálculos siguientes: 


S¿=U*-2, S¿=US,-S,=U*-3U, 
con lo que se obtiene la resolvente 


(9) U*+U*-2U-1=0. 


27 4 67 
Las 3 raíces de (9) son 2 cos 3-. 7> 2005 7" y 2cos Ti 
barlo directamente). Luego ($2) no es Got expresarlas por. radicales reales, a 


;son reales (es fácil compro- 
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P a 
menos que una de ellas no sea racional. Pero si (9) posee la raíz racional U EE 


con a y b enteros primos entre sí, se tiene: 


A+ab—2a?-b=0, 


de donde se deduce que a divide a b* y b divide a a3, luego a b Lo 
Pero (9) no admite ni a 1 ni a — 1 por raíz, luego (9) carece de raíces racionales, y 
no es posible expresar el lado del heptágono regular (inscrito en el círculo unidad) con 
la ayuda de radicales reales. 


Capítulo VI 


Eliminación 


. La teoría de la eliminación constituye la base de la teoría de los sistemas de 
ecuaciones algebraicas. El problema general es el siguiente: dado un sistema de 
ecuaciones algebraicas f, =0 (1 < i < p), en donde f, es un polinomio con n va- 
riables, y con coeficientes en un cuerpo K, hallar las condiciones necesarias y sufi- 
cientes, que relacionen los coeficientes de los f,, para que el sistema admita, por 
lo menos, una solución. 

Observemos que este problema se resolverá por métodos directos en el capí- 
tulo X, $4 en el caso en que todos los /, sean de grado 1. Fue estudiando este caso 
particular que Leibnitz descubrió los determinantes. 

Daremos una respuesta satisfactoria al problema de la eliminación en el caso 
de un sistema de dos ecuaciones de grado arbitrario. 

Para ello utilizaremos ciertos resultados de la teoría de los determinantes y 
de las ecuaciones lineales desarrollados en el capítulo X. Es, pues, preferible no 
abordar la lectura de este capítulo (relativamente más difícil) en tanto no se haya 
realizado la del capítulo X. 

Antes de empezar este estudio, señalemos que las aplicaciones de la eliminación 
son numerosas: citemos la transformación de las ecuaciones algebraicas, el teorema 
de Bezout acerca de los sistemas de n hipersuperficies de F,(K), los teoremas de 
«residuación» de Noether acerca de la intersección de dos curvas planas, y en ge- 
neral todos los problemas llamados de Geometría algebraica. 


O En lo que sigue, K designa un cuerpo algebraicamente cerrado, de característica 
nula, por lo tanto infinito (cf. p. 108). Para la mayor parte de aplicaciones, K = C. 


215 


216 Eliminación 


$ VL1 RESULTANTE DE DOS POLINOMIOS 
CON UNA SOLA VARIABLE 


Sean dos polinomios con coeficientes en K: 
FX) =a,X"+a,X"* + +4, ar0 
UAX) =byX" + + Da, bF0. 


0) 


Buscamos las condiciones que ligan los a, y los b, para que las dos ecuaciones 
f(x) =0, g(x) =0 posean, por lo menos, una raíz común: ello equivale a decir 
que el polinomio mcd (f, g) es de grado > 1. Ante todo establezcamos un lema: 


m ” 
VI.1.1 Sean dos polinomios f(X)= Y a, X"-"*, g(X) = Y b,X"-*; para que 
k=0 k=0 


el mcd de f y g sea de grado > 1, es necesario y suficiente que existan 
dos polinomios U(X) y V(X), tales que 
(Q) Uf+ Ve =0, gr(U)<n—1, gr(V)<m—1, UX0,V 40. 


Demostración 


a) Sea D el mcd de f y g; hagamos U=$ V= £, Si gr (D) > 1, los 
polinomios U y Y satisfacen (2). 

b) Recíprocamente, si U y V verifican (2), se tiene: Uf = — Vg. Descom- 
pongamos los dos miembros de esta relación en factores de grado 1 (es posible, 
puesto que K es algebraicamente cerrado). Como que gr (U) < gr (g) — 1, vemos 
que g contiene, a lo sumo, n — 1 factores que provienen de U; luego, en la expre- 
sión de g, debe figurar, por lo menos, un factor de f. En otras palabras, el med 
de f y g es de grado > 1. 

He aquí una demostración más formal que la precedente: si g y f son primos 
entre sí, g dividirá a U (T. de Gauss); la relación 


gr(U) < gr (g) — 1 


implicaría U = 0, lo cual es absurdo. c.q.d. 
De VI.1.1 deduciremos las condiciones para que las ecuaciones (1) posean una 
raíz común. Para ello, escribimos las relaciones (2) escribiendo explícitamente U y Y: 
U=do X"" 44, XP o MM Xp Mk 
(3) UJ+ Vg=A (XT ARA fdo SA 
Hp X" 7 gu (XP g) + + llm-1 9 > 
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Puesto que Uf + Vg =0, U y Y son ambos no nulos si, y sólo si, uno de ellos es 
no nulo, es decir, si los coeficientes 


Av Ar Arm Ho rs <B1 


no son todos nulos. Según (3), la relación (2) puede, entonces, expresarse de la 
forma siguiente: 


Los m + n polinomios 


(4) hh Xfx" f, q Xg 


forman una familia ligada en el espacio vectorial K[X]. En la base canónica 


Xmtg, 


(AMENA, gmen=2 2.X,1) 
del espacio de los polinomios de grado < m + n — 1, la matriz de los polinomios (4) 
se escribe: 
n m 
O 
- 0 b50...0 


(matriz de Sylvester). 


Hemos demostrado, pues: 


TEOREMA VI.1.2 


Para que los dos polinomios 


FO) = SE ax, gq) = $ by AE 
k=0 *=0 


tengan una raíz común, es necesario y suficiente que el determinante R,,,, 
dado a continuación, sea nulo: 
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d9 0... 0 b90... 0 


a, 

Ri = AN do >, bo (determinante de Sylvester). 
o 0 
0 


DEFINICIÓN VI.1.1 


Sean Uy, Uy, -.., Um; Dor Ur >> 


polinomio 
Uy 0... 0 9/0... 0 
di" 5 
: ta o, 
(5) R(u, v) = det Um : » ; 
05. OS: 
0 0 O 


se llama resultante de los polinomios «generales» 


f= > O E O 
k=0 


k=0 


Vamos a dar ahora algunas propiedades de la resultante. En lo que sigue, si 
A es un subanillo cualquiera de K, designamos por A[u, v] el anillo A[up, ..., Un; 
Va» +++» 0n]. Si k es el cuerpo de las fracciones de A, k(u,v) designará el cuerpo de 
las fracciones de A[u, v]. 

La fórmula (5) prueba que R(u, vp) contiene un término y sólo uno de la forma 
uy uv, ; este término es el único que contiene a ug. Análogamente, R(u, y) contiene 
un único término de la forma (— 1)”” u5, vg, que es el único que contiene a u%. 

(5) prueba también que R(u, v) es homogéneo de grado n respecto 4 Uy, Uy, - .-, Umo 
y homogéneo de grado m respecto A Vy, Djs -.., Up 

Pues si se multiplica cada u, por 2 e K (resp. cada o, por 4), R(u, v) queda evi- 
dentemente multiplicado por 2” (resp. 2”). 

En particular, R(u,v) es homogéneo de grado m + n respecto al conjunto de 
las variables u, v. 
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TEOREMA VI.1.3 


Si Uy, Uy .-.; Um: Up, --., 0, Son variables en el cuerpo K, R(u, U) es irre- 
ducible en el anillo Klu,v] (en otras palabras, todo polinomio con 
coeficientes en K, que divida a R(u, v)es o bien constante, o bien propor- 
cional a R(u, v)). 


Demostración (por recurrencia sobre el entero m + n=). Si y =2 (en cuyo 
caso m =n= 1) es fácil ver que R(u, v) =uyv, — 4D, es irreducible: en efecto, 
la forma cuadrática uy 0, — 4, 1) es de rango 4 y no puede ser el producto de dos 
formas lineales de las 4 variables uy, W], 41, Up 

Supongamos, pues, verdadera la proposición para m + n= (u >2) y demos- 
tremos que es verdadera también para m+n=pu-+ l. 

Si la suma m + n=u-+1es > 3, uno de los enteros, por ejemplo, m para 
fijar ideas, es > 2. Si hacemos uy =0 en la relación R(u, v) =0, es fácil ver que 
la condición necesaria y suficiente para que los polinomios 


O O E O ESTO OA 


tengan, por lo menos, una raíz común es que la relación obtenida sea R(0, 4,, ..., Um; 
Do» +» »» 05) =0. 
Precisando, si designamos por Ry(U, ..., Umi Ug ---> Un) la resultante de estos 


polinomios, y si escribimos los determinantes R y R,, se verifica sin ninguna difi- 
cultad la relación 


RÍO, Uzs 0<<9 My 3 Doo. 04) = (= 1N Do, Rolilis:<<=+ Umi; Doy: s+*, 0) 


Pero R, es, a menos de un cambio de notación, la resultante de dos polinomios 
generales de grados respectivos m — 1, n, cuya suma de grados es u. Por hipótesis 
de recurrencia, R, es entonces irreducible, y el polinomio R no se podrá descom- 
poner en un producto de polinomios R = DY, a menos que uno delos factores, 
por ejemplo, D para fijar ideas, satisfaga 


D(O, Uy, ..., Um; Vos =>», Un) = ADO, 


con a = Cte % 0. Por razones de homogeneidad, D sería de grado uno, por lo 
tanto de la forma 


D(Uo, Uy, ...; Um 3 Dos ---, On) = fly + A09, 


con a, $ = Cte; y la constante $ sería también no nula ya que R no es divisible 
por vy (contiene al término u; vw»). Pero si R(u, v) fuese divisible por $uy + av,, con 
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a 40yf %0, tendríamos que, dos polinomios cualesquiera =u4¿X” +... + Um, 
g=0yX" +... +0, cuyos coeficientes 4y, 04 Verificaran au, + Bv, =0, poseerían 
siempre una raíz en común, lo cual es absurdo (pues multiplicando f y g por cons- 
tantes convenientes, podemos limitarnos siempre al caso en que esta relación se 
verifica). Luego R es irreducible. c.q.d. 


Nota. Para establecer que no se puede tener P= DY con 
$ = uu) + Bo, 
podemos observar además que cada uno de los polinomios D, Y debería ser ho- 
mogéneo respecto de las variables uy, ..., Un y respecto de las variables Up, ..., 0, 


(pues el producto de dos polinomios homogéneos sólo puede ser homogéneo si 
ambos factores son homogéneos), lo que exige a =0 0 $ =0. 


Aplicación 


En el capítulo XIV (p. 520) demostraremos la propiedad siguiente: 

Si P(X,, ..., X,). es un polinomio irreducible con n variables (y coeficientes en K, 
algebraicamente cerrado y de característica nula), y si F(X,, ..., X,) es un polino- 
mio con n variables, tal que las relaciones 


(41, ...,a)eK" y P(a,,....a)=0 
implican Fla,, ..., an) =0, F es divisible por P. 
Esta propiedad nos servirá para dar una expresión nueva de la resultante: 
TEOREMA VL1.4 


Sean los polinomios con coeficientes en K 


m 


FO = Y a X"*, gx) = y 7 
k=0 


k=0 
Designemos por Uy, ..., Gm las raices de f, por fi,» ..., Bn las de g. Se 
tiene 
(6) Ri=4a3b8 IT] (¿-—B8)=a [| 92) 
usa Se 


= (yx ñ FB) = (WR, 
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Demostración. El segundo miembro de (6) es un polinomio simétrico respecto 
de 4, ..., Gn por una parte, y respecto de f,, ..., fi, por otra parte. Según el teo- 
rema V.1.2, P= TI (a, — f;) es un polinomio de grado n respecto de los a,/ap 


(1 <k <m), y de “grado m respecto de los b,/b, (1 <k <m). Luego ay by P es 
un polinomio homogéneo de grado m + n respecto de (dy, dj, ..., Gm; Bo, ..., br). 
Demos a estas variables valores tales que R(ap, ..., Am; Bos ..., bp) =0. Según el 
teorema VI.1.2, para estos valores, uno de los a, será igual a uno de los f,; se 
tendrá pues: aj by P =0. Puesto que R(u, v) es irreducible en K[u, v], resulta de 
la propiedad recordada anteriormente que az by' P es divisible por R,,¿. Pero, dado 
que su grado es el mismo, le es proporcional (1). Finalmente, utilizando la des- 
composición de f, g, se tiene: 


P= Eg) 9) = E 1080 Sn» 
(0 


7] 
49 


lo que prueba que en P existe un único término de la forma 


Am 
(0 0 a) = (DE, 
0 


luego, en ap by. P, existe un único término de la forma (— 1)”” bj a. Por lo tanto, 
el coeficiente de proporcionalidad entre R(u, v) y az by: P es 1, de donde se sigue (6). 
c.q.d. 


Aplicación 


Designemos por f,(X) (resp. g,(X)) al polinomio f(X + h) (resp. g(X + h)). 
La fórmula (6) muestra también que se verifica: 


Roa = Rimon> 


pues las diferencias a, — f, son invariantes, así como los coeficientes a, y b, (inva- 
riancia de la resultante por traslación). En ciertos casos, se podrá utilizar esta pro- 
piedad para simplificar los cálculos. 

He aquí otra propiedad importante de la resultante: 


() De hecho, el razonamiento no es completo. En rigor, se tiene a",b”, P=0 para todos los sistemas 
(d0 -+-+ m3 Bos «>-, Dn) tales que Rí2o; -..> 2m3 Do ---+ bn) = 0 con as É O; pero en el capítulo XIV 
veremos que el teorema de los ceros de Hilbert se aplica también en este caso, pues ni a, ni b, aparecen 
en R como factor. 
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TEOREMA VI.1.5 


Sea Rí(u, v) la resultante de los polinomios generales 
m ” 
F= E UE, y = Y qa, 


k=0 k=0 


Existen polinomios A, BE€Zlu, v; X], de grados respectivos <n—=1 y 


<m-—l en X, determinados de forma única, tales que se cumple: 
m R(u, 0) = A(u, 0, X)S(X) + Blu, 0, X) 900 . 
Demostración 


a) Existencia. Consideremos la matriz de Sylvester de f y g, llamémosla M, 
y sean L;, La, ..., Emtn Sus vectores-fila: 


Un Wisra0 De Der 0 

Uy Uy. 0 le 

E e 
M=|'[n y Mo tra E 

0 u 5 

Dirt A IA 0*o, 


Hagamos: 
OA O e E RIA 
= OOO, TIO, o LLO. TG, 
AA. GRO 


Sea N la matriz cuyas filas son Ly, Lo, ..., Lmtn-1> Lo 
Según (8) se tiene, en primer lugar: 


det (N) = det(M) = R(u, v) . 


Por otro lado, desarrollando directamente det (V) según los elementos de L, 
se obtiene una relación de la forma (7). 
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b) Unicidad. Si existieran dos parejas distintas de polinomios de grados <n — 1 
y <m—.L1 en X que verifican (7), se deduciría, por diferencia, la existencia de poli- 
nomios no nulos A, B de grados <n—1 y <m-—1 en X, tales que 
AJ(X) + Bg(X) =0. 
Pero tal relación es imposible, pues al ser (u), (v) variables, los polinomios f y g 


son primos entre sí en Q[u, v, X] (para verlo basta con dar a (u) y a (v) valores 
de K tales que los polinomios f y g no posean ninguna raíz común en X).]] 


$ VI2 ALGUNOS EJEMPLOS DE CÁLCULO 
DE RESULTANTES 


1) Dos polinomios de grado 1: f=a, X +4, g=b, X + ba; 


R(/.9) = 


a la =4a,b,-a7b 
A b, 1% ae]. 


2) Dos polinomios de grado 2: 


f=4X*+a,X+a,,9 DbOX?+b XX +ba; 


Il 


4d 0 b, 0 

4 dy by b 

Roy > s 

4 4 bb; 

0 a, 0 db, 

Tras el desarrollo, se obtiene: 
do 4 PP 
'o 2 dy 4 dy 4, 
Roa ” - 

o b, bo by by ba 


Aplicación 


El cuerpo de base es R, y a, = by = 1. Si a,, az (resp. f,, fa) designan las raíces 
de f (resp. de g), sabemos, según VI.1.4, que 


R= (0 — Bl — Bla — B) (a, — Ba). 
Supongamos que a, y az son reales; si f, y f¿ son complejos conjugados, 


R=|9, — Bl? 1% -B,1?>0. 
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Luego si R <0, $, y f, son reales, y en este caso, la fórmula anterior prueba que 
sólo tres de los términos (a, — f,) tienen el mismo signo, por lo tanto que se tiene 
(si suponemos a, < az y $, <fa), o bien a, <f, <a, < fo, o bienf, <a, <fa <a. 
En resumen, si R <0, y si una de las ecuaciones f = 0, g =0 tiene sus raíces reales, 
la otra también tiene sus raíces reales, y ambos pares de raíces están intercalados. 

3) La ecuación f(X) =0 (f, polinomio) posee una raíz múltiple si, y sólo si, 
Rs, y =0. Por ejemplo, si f=X*+pX+q,f'=3X?*+p, 


10300 
01030 
Rep =|p 0 p 0 3|=4p4+27g?. 
apo0po0 
093.00_p 
4) Calculemos R,,, cuando 
f0=X"-1 y (X)=a, XX" 4“ 4+a,X+4p 


(cuerpo de base: C). 
En virtud del teorema VI.1.4, tenemos por una parte: 


0) R£N0= 11 40. 


¿6 Un 


en donde U, designa el conjunto de las raíces n-ésimas de 1. 
Por otra parte, el método de Sylvester nos conduce a la fórmula: 


1. 0...0-1 0...0 


An-1On-1 “o 
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En este determinante, sumamos la k-ésima columna a la (n + k)-ésima 
(1 <k <n— 1): se obtiene R(f g) bajo la forma de un determinante de orden n: 


%g  Gn-1 Gn-2 +. 0 
4 4 a 
0) Riy=|4 e > 


On-1 Gn-2 +». Aj*% 


(determinante circulante de ap, 4, ..., 4,-1), que se designa por 
C(Ao, Ay, «00, Ap 1): 


Teniendo en cuenta el signo de az, (1) y (2) proporcionan más rápidamente que 
el método del capítulo X, $2 la identidad: 


Cláo, Aj, 0.41) = T] (107! 44,207? + 0 +4, [+49), 
Le Un 


Método de Cayley 


El cálculo de la resultante es, en general, muy difícil, pues el determinante de 
Sylvester es de orden elevado. Por ejemplo, para dos ecuaciones de grado 3, es 
de orden 6. Damos ahora un método, debido a Cayley, que requiere un deter- 
minante de orden menos elevado. 

Supongamos que f y g tienen el mismo orden m: 


10 = ax, 0 EA 


k=0 
Si las ecuaciones f = 0 y g = 0 tienen una raíz común xq, el polinomio h, dado por: 
(Y) =/) AY) — IAN), 


es nulo. Pero h siempre es divisible por Y — xy. Luego el polinomio: 


20M 
Q(xo, Y) = Y=x% debe ser nulo. 


LELONG 1-15 
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Ordenemos Q(xp, Y) según las potencias de Y: 


h(Y) = y (110) b, — 9x0) a) Y" *= Y (ba1=ab)x Y", 
x=0 


ej 

'0<1<m 

(3) HVY)= Y (ba -ajbpyx Y UY A 970). 
OSk<I<m 


Si llevamos a (3) las relaciones: 


Y — e (Y — xp) (YI 4 YIIZ y 00 $ ft) 


hi 
y tenemos en cuenta que Q(xp, Y) = LA se obtiene: 
08 
Q(xo, Y) = y (b, a, aan axby) ym I+I-k-4-1 RR E 
Da 


que haciendo 4 =k + q en los exponentes de dicha fórmula, da 


(3) 0%PN= Y (04 2, — ay b¡) Y "1 xp til 
Mr: 


m-i1 
= Y A), 
=0 


A 


con 
(4) Aj(xo) = Y (bd, a, — ab) xn tail 
aaa 


Puesto que el polinomio Q(x,, Y) es nulo, todos sus coeficientes A¿(xp) son nulos. 
Ax(x,) es un polinomio de grado <m — 1 en xy. Si hacemos 


A()= Y %4xb, 


O<j<m-1 


el sistema de ecuaciones lineales y homogéneas: 


(5) Y 24 =0 (0<i¿<m-=1) 
0<j<m-1 
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admite una solución no trivial (1, Xp, Xi, ..., x3 71). Luego el determinante det [aya] 
de (5) debe ser nulo. Pero según (3), det [a,,] es de grado 2 m respecto de Ap, ..., Gm; 
Do, «..» bn. Puesto que el det [a,,] es nulo para todos los valores de las variables 
que anulan a R,, y, vemos que det [a,,] = CR,, ,, en donde C es una constante H 0. 
Se obtiene, de esta manera, un determinante de orden m. Podemos enunciar: 


REGLA PRÁCTICA 


Para hallar (a menos de un factor de proporcionalidad) la resultante de 
dos polinomios f y g del mismo grado m, es suficiente calcular el deter- 
minante det [a], en donde ay, es el coeficiente de xj en el término en 
Y" del polinomio: 


Q(x0. Y) = [SGOIMY) — ARNM (Y — xo). 
Como ejemplo, calculemos R(f, g) cuando 


NA)=a,X* +a,X?+a,X+ay. 
IA) =bX 4+b,X 74 db, X 40, 
Se obtiene: 
HOY) — OSO) = (a, by — ayb)? Y UY — 0) 4 
+ (97 by — ayb) xY(Y? — x?*) + (ay by — Ao by) (Y? — xy) 
+ (a72b, — a,b) xY(Y — x) + (a,b, — a, by) (Y — x) 
+ (a3b, — a, ba) (Y? — x1?). 
Q(xo. Y) = [la, by — ayby)x? + (a,b, — ayb) x + a3b) — 0, bx] Y? + 
+ [(0, bp — ab) x7+1((a,b,— a b3)+ (a,b, — a, Dl 
+43b, — a1b3] Y + (a3h,— ayb) x? + [a,b, — a, by] x 
+ 43b, —azb;. 


Se deduce la resultante: 


a, by-ayb, a3by—ap b, 43 bay by 
(5) R(f.g)= | azbo-ayb, (az by—ayb3)+(a,b,—a,b,) a3b,—a, b, 
43 b5—4pb, axb,-a, by ay b,=a3b, | 
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Se observará que, de forma general, la matriz [a,,] del sistema (4) es simétrica. 


Nota. Si f y g no poseen el mismo grado, el método de Cayley se aplica 
tomando ciertas precauciones; supongamos que 


NX) =a0,X" ++ 4m, AX) =bpX" ++ ba, 


con n <m, ay 40 y 4n 40; x=0 no es una raíz común de f y g. Luego para 
que f y g posean una raíz común, es necesario y suficiente que f y X”-" g tengan 
una raíz común, esto es, 


Ryzxmorg =0. 


Pero Ry,xm-ny es de grado 2 m, mientras que R,, y es de grado m + n. Ro,xmong 
es, pues, el producto de R,, , por un factor de grado m — n. La fórmula (5) del $ 1 
prueba inmediatamente que este factor es az". De hecho, en la expresión de 
Ry, xm-ny obtenida por el método de Cayley, a aparecerá como factor en las m — n 
últimas filas o columnas del determinante obtenido. 


Método de reducción del grado 

Los ejemplos nos permitirán entender suficientemente este método. Como se 
verá, permite obtener rápidamente una condición necesaria para que dos ecua- 
ciones posean una raíz en común. Pero conduce a factores parásitos (la ecuación 
es, en general, de grado más elevado que la resultante) lo cual obliga a comprobar 


los cálculos a fin de asegurar las condiciones suficientes. 
Este método consiste en calcular el mcd por medio del algoritmo de Euclides. 


Ejemplo 1 
Consideremos 


f(X)=a, X+a, X?+a,X+43, aya 0, —gaX)=b,X?+b, X+b). 


Si f y g poseen una raíz en común, también la poseen f, = bf — ay Xg y 2, = 


f,¡= (41 bo — ab) X? + (bya, — ab) X + byas, 
91=b0X?+b,X+b,. 
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Análogamente, b,f, — (a, by — ayb) 2, =fa, Y 22 = 2, poseen una raíz común 
y se tiene: 


f,=AX+B, con A= bob, a, — ayb) — bi (a, by — a9b,), 
B = bjaz — ba, by — a7b,), 
finalmente, f, =f2 y 83 = bo Xf. — Ag, tienen una raíz común. Luego se tiene: 
93 =(b,B— Ab,) X — Ab, . 


Debemos tener, pues: 


A B 


=0. 
bo B-Ab, —Ab, 


(6) 


Según la teoría, el determinante 4 del primer miembro de (6) es un múltiplo de 
R(f, g). Sin embargo, vemos que 4 es de grado 7 respecto del conjunto de los a, 
y de los b,, mientras que R(f, g) es de grado 5. 4 contiene, pues, un factor pará- 


sito de grado 2. 
Si terminamos los cálculos, obtenemos: 


b5 4,49 bpb,—a, byby+a9bi, —bhaz—a, byb,+a,b, ba 


bs 
bjas—bja1b,+2ayb,b,b,—b3a,b,+a,b,b?— a b7, 

- a,b3b, +a9b, 63 +a,bpb, b, — ayb? b, 
R(f, g) contiene un solo término en aj b3. En A, el coeficiente de aj b3 es — bi aj b3. 
Luego el factor parásito es b¿. 
Ejemplo 2 


Eliminar x entre las ecuaciones: 


xX*+x+a=0, 
at+x+1=0. 


El método de reducción del grado conduce, suponiendo que a 4 0, a la ecuación 
de primer grado: 


(a —-a—ax-(a-a—-a)=0. 
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Si a? — a? —a 40, la raíz común a ambas ecuaciones es, pues, x = 1, de donde 
se obtiene inmediatamente a = — 2. 

Si a? —a? —a =0, las dos ecuaciones tienen en común dos raíces. De manera 
más precisa, el med de los primeros miembros es entonces de grado 2. 

Si a =0 las dos ecuaciones tienen fres raíces comunes, las raíces cúbicas de — l. 
Es interesante calcular directamente la resultante por el método de Cayley. Haciendo: 


O=xY*+x+a 


do) =at+x+1, 


se tiene 
LID LIWD py 4 By 4 Cy 4D, 
con A 
A=-xY+ax+04-1, B=a?+adx+a, 
C=a?+ax+ax, D=(a - 1) +ax-1. 
Se obtiene pues: 
-10.4a a-1 
0a a a 
Bj = aaa 0 
a-1la 0 —1 


Un cálculo fácil prueba : 
Roy = aa + 2) (a? —a—1)?. 


$ VI3 APLICACIÓN DE LA ELIMINACIÓN 
A LA TRANSFORMACIÓN DE TSCHIRNHAUS 


Dada f(x) =0 (en donde f(x) = 2 az sr) una ecuación algebraica con coefi- 
k=0 


, z A P e 

cientes en K, sea f(x) == 11 (Y —a,). Se considera p(x) = a una fracción 
k=1 A 

racional, cuyo denominador Q(x) no se anula para x=4,,...,x =p, lo que 


equivale a decir que f y O son primos entre sí. Por definición, la transformada de f 
por p es la ecuación cuyas raíces son 


pla), pla), -.-> Pl) - 
Con más precisión, la transformada es la ecuación g(x) = 0, donde g(x) es el poli- 


nomio Ms (X— gía). 
k=1 
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Vamos a ver que siempre es posible reducirse al caso en que y es un polinomio. 
Según el teorema de Bezout, existen polinomios U(x) y V(x) tales que 


Uf +V0=1, 
de donde d 2 
PUf PVQ _ PUf 
= —+ == +PV. 
Q Q Q 
Haciendo X =a, (1 <¡ < m) en esta relación, se obtiene (puesto que f(a,) = 0), 


p(a;) = P(a;) V(a;), lo que demuestra que la transformada de f por y es igual a 
su transformada por y = PV. 


DEFINICIÓN VI.3.1 


m 
Sea f(x) =0 una ecuación algebraica, en donde f(x) = > a, x"=*. La 
k=0 
transformada de esta ecuación por la transformación de Tschirnhaus 
n 


asociada al polinomio p(x) = Y b,x"* es la ecuación g(x)= 0, con 
k=0 


g(x)= 11 (X—p(a) y:S6) = 11 (X—a;). El grado de q es el grado 
ko 1 k=1 
de la transformación. 


Nota. Podemos reducirnos siempre a una transformación de grado <m —l. 
En efecto, la división euclídea de y por f nos da: 


p=fM+R, ger(R)<m—1. 
Si en esta relación hacemos x =a,, (1 < i < m), se obtiene: 
p(a;) = Ría), 
lo que prueba que la transformada de f por y es igual a la de f por R. 


Pretendemos calcular la transformada de f por el polinomio y. Un primer mé- 
todo consiste en aplicar la definición: 


0) (y — ola) (y — olaz) ... (y — plan) =0- 
Desarrollando (1), se obtiene una ecuación cuyos coeficientes son funciones simé- 


tricas en 0,0, ..., Am; podemos pues, en principio, calcularlas en función de 
Ao: Ai, «+, Am. En el capítulo Y hemos dado algunos ejemplos de este método. 
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Un segundo método es la utilización de la eliminación: el primer miembro de (1) 
es, salvo un factor multiplicativo, la resultante de los dos polinomios: 


pd + + Ga 
p(x) — y 


Haciendo: g,(x) = p(x) —y, la condición buscada se escribe entonces: 


Q) Rpg =0- 
Ry, y es de grado m en y ($ 1), siendo (— 1)” aj y” el término en y”. El método 


de Cayley será muy ventajoso, si bien para n <m introduce un factor parásito 
ar=" peroen la práctica, este hecho no es molesto. 


Ejemplos 
1) Transformemos 


16) *+px+g=0 por (4) yp=byxP+b,x +05. 


El método de Cayley proporciona la transformada en la forma siguiente (tras sim- 
plificar la última fila por q): 


-b, Pbo— (by) qbo 
pby—(b2=y) qbo +pb1 gb, =0. 
bo by by 


Desarrollando, se obtiene: 


y? + (2pbo — 3b2] y? + [(wbo — b2) (Pbo — 3b2) + bx(pb, + 3 9b0)] y 
+ qb3 + (pby — b3)(2 gb0b1 — ba [ pbo — ba )) 
= (gb, + pb,) (b, ba + qbó) = 0. 
Impongamos: by = 3. Si escribimos que el término en y? de esta transforma- 
ción es nulo, obtenemos: bz =2 p. Escribamos entonces que el término en y es 
nulo, y b, queda determinado por la ecuación de segundo grado: 
—9q+/3/4pP +27? 
2p 3 


pb +9qb, —3p?=0, cuyas raíces son 
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Por lo tanto, mediante una transformación (4) de la que se sepa obtener en forma 
explícita los coeficientes, es posible transformar (3) en una ecuación de la forma: 
y* —B=0. Puesto que la resolución de esta última ecuación es inmediata, se ha 
hallado así un nuevo método de resolución de (3) — teniendo en cuenta los resul- 
tados del $ 5. 


2) Transformemos 
(5) x+a?+bx+c=0 por (6) y=x"+b,x+b;. 


El método de Cayley conduce a la transformada: 


b; ba-y-a —b =1 
b23-y-a —b-ab, =c—bb, =b, 

=b =c=bb,  —cb-b(b2=y) —(ba=y)| 
ll -b, —(b,—y) 0 


La descomposición de este determinante 4 con la ayuda de sus menores de 
orden 2: 


b-y-a —-b -b —(b,-y) 
dlofmaby est | "la | pe 

+ by b |- -c—bby eds 
b3-y—a c+bb, —b, 

ñ by b¿-y-a | =cb,—b(b,—y) A 
b,-y-=a —b-ab, —(b,-y) 

4 UN -1 | =c—bb, e] 
by=y=a —b, -b, —(b,—y) 

ES by=y-a —1 E lr —cb, —b(b,—y) | 
baby -b, —(b,—y) 

di b 1 | . b c+bb, | 
c+bb, b; ld i 


nos da el coeficiente de y%, a saber B,, y el coeficiente B, de y, en la transformada: 


B,=2a-4b,, B,=Y(a,b,c;b,b), 
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en donde y es de grado 3 respecto de b, (el término en 5? de y es: b.b?). Tomando 
a 
ba = Ss tendrá B, =0. La ecuación B¿= 0 determinará entonces b, por medio 
de una ecuación de grado 3, que sabemos resolver. En otras palabras, es posible, 
mediante una transformación de la forma (6), transformar la ecuación (5) en una 
ecuación de la forma: y* + B, y? + B,=0. Puesto que esta última ecuación se 
resuelve de forma elemental, hemos transformado la ecuación (5) en una ecuación 


de tercer grado — teniendo en cuenta los resultados del $ 5. 
Es posible demostrar que toda ecuación de grado m, 


f0)=dax"+a Ml ++. =0, 
se puede transformar en una ecuación: by y” +b,y"" +... +b, =0, en que 
4 


b, =b, = bj =0, con la ayuda de una transformación de grado 4: p(x)=*a, Y', 
i=0 


cuyos coeficientes a, vienen determinados por ecuaciones de grado 2 ó 3. 
3) Transformemos la ecuación x" —1=0 por el polinomio: 


IS H Ax +4 70, 
Equivale a eliminar x entre las ecuaciones f(x) = 0, g(x) =0, con: 
f=x-1, 
Nx) =40,- 7 4 441x+409—Y. 


Suponemos que el cuerpo de base es C. 
Según el ejemplo 4) del $2, la ecuación transformada se escribe R = 0, con 


e E PS a; 
Y) o 
MÁ A ds a, dy 
Pe qn (tri E 2 4 k0, [+a0—y). 


4) Busquemos la transformada de la ecuación f(x) = 0, en donde 
O0=09 +42 * 44d, 


por medio del polinomio y = x* (k eN). 
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Haciendo g,(x) =x* — y, debemos calcular R(f, g,). A este fin, designamos por 
U, el grupo de las raíces k-ésimas de 1 en C*. 

Vamos a dar un significado correcto a la idea que consiste en hacer y = 2*, 
lo cual es perfectamente natural, pues se intenta explotar la fórmula: 


Descomponemos f(x) en factores lineales: 
” 
0) =4 [1 -=x); 
j=1 
formamos P(y) = [1 Af((»): 
LeUr 


P0=4% TI] (-x)=3% IT] Dry) 


e 1<j<n 
e 
= (meva IT] 0-2). 


1<jS€n 
Puesto que la transformada de la ecuación propuesta es [] (z— xf) =0, vemos 
1<ján 
que se obtiene haciendo z = y* en la expresión: 


PN= IT 0). 


Es Ux 


— Para ilustrar este procedimiento, calculemos la transformada de 
O=xX+x+x24+42x+3=0 por yp=x?, 
Debemos hacer y =x? en f(0)f(— x), pero, f(x) = P(x%) + x0(x2), con 
PN=y+3, 0=y+y+2; 
ONE =PAy) - 10%). 


lo cual nos conduce a la transformada: 


de donde 


y+2y45y9+3y-2y-g=0. 


(El método aquí empleado se extiende a toda transformación por y = x?.) 
— Busquemos ahora la transformada de 


0)=x"+a Ml +“ +4.=0 po y=x?. 
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Si ¡=e*ií3, debemos hacer y =x* en el producto: 


9= MOUNT. 
Pero podemos escribir: 
SF) = PQ) + x000) + 5 R(O), 
en donde P, O, R son polinomios. dl 
Se tiene, pues: 
D = (PQ) xQ) +? RO) (PO) 400) +? RS) 
(PO) + P QUE) + jx? ROS) =P 4x0 Q4x 0 RI—3x% POR. 
La transformada buscada es, entonces: 
PY) + 10%) + y RYO) — 3 y PG) LO) RO) =0. 
— De forma análoga, el lector demostrará que la transformada de 
Í0)=x"+a 7 4 44m por y=x* 
se obtiene de la manera siguiente: se escribe f(x) en la forma: 
SF) = PAX) + xP) + + Pa). 


Según la fórmula (7) del ejemplo 3), la transformada se puede poner en forma 
de determinante: 


Po) xP (y) 3 PAy) E A! 
e an PO) PAD APD... En Bo. 
xP.09) PP cama Poy) 


A fin de obtener el resultado en forma de un determinante que dependa sólo 
de y, en (8) se multiplica la segunda fila por x, la tercera por x?, etc., luego, en el 
determinante obtenido, la segunda columna por x*, la tercera por x*”, etc. Des- 
pués de simplificar las n — 1 últimas filas por y, se obtiene: 


PAY) AO 1 0) AAA PP hy) 
Pri) Poy) PO)... Pi-A9) 


Pia) IP) PAY) PA)... =0 


Py) EXI uri YPr- (y) Py) 
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y si pasamos la primera fila al lugar n-ésimo, el resultado toma la forma: 
Pri) Po) PAY) 
Pi Ay) IP (y) Ñ Pi ay) 
PLAY) e =0. 
Py Md 
PAY yPLy) 


0 
Po) P) 


YPAD) +... Pay) 


A modo de ejercicio, se puede encontrar este resultado por el método de Cayley. 
$ VI4 DISCRIMINANTE DE UN POLINOMIO 


DEFINICIÓN VI.4.1 


¿ Sea f(x) un polinomio. El discriminante de f(x) es la resultante R,, y, de f 
y de su derivada respecto de x. Se le designa por A(f). 


Si f es un polinomio «general»: f(x) =44x” +ux"A +... + Um, en donde 
los u, son variables, A(f) es un polinomio respecto de las variables u,. Se puede 


demostrar que A(f) es entonces un polinomio irreducible a menos del factor uy. 
(Nota. 


Este hecho no se sigue del teorema VI.1.3, pues existen relaciones 
entre los coeficientes de f y de f”.) 


Ejemplos 


I) Si fla)=a+bx+c, f(x) =2ax + b: 


a 2a 0 
AP =Rpy =|b b 2a|=a(4ac - b?). 
c 0 b 
2) Si f(x) =ax* +bx2+cx+d, f(x) =3 ax? +2 bx +-<c. 
El método de Cayley nos da: 
ab 2ac 3 ad 
MS) =|2ac 3ad+bc 2bd|, 
3a 2b 6 


o sea A(f) = a(18 abed + b? 0? —4b?*d—4ac — 274? d*). 
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TEOREMA VI.4.1 


Sea fíx)=4a,x" +a,x" 14... + 4, un polinomio con coeficientes 
en K, y sean Q;, da, ..., Qn sus raices. Se tiene entonces: 


A 


1<i<j<m 


Demostración. Se tiene: f(x) =4) II (x —a;), de donde: 


1<i<m 


FG) =4 Po (x— 0%)... (2 — 0-12 — U4 1)... (% — dm) = y LO 


¡=1X — 0 


Sabemos (teorema VI.1.4) que 


(2) Ray =4% 10), 
i=1 
de donde: 


AS) =ajro! 10 (0; — 91)... (2% — 2-1) (0 — 241)... (0% — 0%) 


= apro! O (=D (a, — 9)... (0-1 — 05) (0 — 4 1) «.. (9% — Am) 


E 1yraDN gama TT (+, - a)?. c.q.d. 


i<j 


Las fórmulas (1), (2) permiten calcular A(f) como función simétrica de las raíces 
del polinomio f(X). 


Ejemplo 


Calculemos A(f) para f = X” + pX + q.Si a,, ..., 4, designan las raíces de f, 
se tiene: 


Af) = [so = [| 0071 +p). 


ii 


El cálculo se puede abreviar si se tiene en cuenta que a" = — pa, — q, de donde: 
apoi=—=p-= Le. 


A; 
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Se obtiene: 


Af) = 1 ero 9] or [on m9 +22] 
i= i i=1 i 
AS = Ely" Í [Gn — D)p + mq$;], haciendo: f; , A 
¡=í 


= (Inn gr ñ ES A + 5]. 


Luego la ecuación cuyas raíces son las f, es: 


gY"+pY"'*+1=0. 


(m— Dp _ 
mo 


(m>— Dp]" (m- 1)p]r* 
Ze SD z UM S 
o má ] + »[z mn +1=0, 


El producto de las raíces de esta última ecuación se obtiene calculando el término 
constante: 


Así pues, la ecuación cuyas raíces son las f, + Y 


Ty ES ¿o py MDP y poa pm DP 
IT » A hi A +1)». 


Se deduce: 


NS) — 11 prom — DP rg |, 


El método de reducción de grado conduce de una manera más rápida al mismo 
resultado. 


Se debe eliminar x entre 
(2) x+px+q=0 y (3) mx"! +p=0. 
Multipliquemos (3) por x y (2) por m, restemos y simplifiquemos: 


=px= +mx", m(x" + px + q)=0, de donde p(m-—1)x+mq=0. 


240 Eliminación 


m 
Llevando a (3) x=— ap se obtiene la condición necesaria: 
= magna 
= 19 RA +p=0. 
a a 


Puesto que A(f) es de peso 2 m — 1 respecto de los coeficientes p, q, m, A(f) es pro- 
porcional a: (— 1)" m" q" + p"(m — 1)", Vemos que el coeficiente de propor- 
cionalidad es — 1. c.q.d. 

Según la teoría de las raíces múltiples (cf. Cap. IV), la nulidad de A(f) es nece- 
saria y suficiente para que f posea al menos una raíz múltiple. Esta propiedad la 
profundizaremos más adelante y nos conducirá, de forma notable, al teorema que 
caracteriza las correspondencias algebraicas y biyectivas salvo para un número 
finito de puntos. 


Discriminante y sumas de Newton 


Consideremos la ecuación f(X) = 0, en donde f(X) = X” + a, X" 4... +4m, 
con coeficientes en K, y sea f(x) = 5 (X — as). Designemos por S, (k > 0) las 


sumas de las potencias k-ésimas de stes raíces: 


Ss = Y 


i=1 
Vamos a dar una expresión de 4(f) con la ayuda de los S,. Para ello, consi- 
deremos el determinante de Vandermonde: 


3 


l a... apa? 
D= 1% aq 
1 A nn 
En virtud de la fórmula del desarrolloes: D = : II (a, — a), se ve que: 
<i<jgm 


2 (IA Af). 


Sea V la matriz: 
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se tiene: 
D? = (det V)?-= det (V) x det ('V) = det (V x 'V). 


Efectuando el producto Y x *V, resulta: 


Q) AS) =(= Iye=an 


Ejemplo 


Calculemos A(f) para f(x) =x + px*+q- 
Aquí se tiene: 


So=5, S¡=0, S,=0, Si=-3p, S¿=0, Si=-pS¿-5q=-5q, 
Si=-pS3-q8,=3p?, S,=—pS¿-q8,=0, S¿=—pSs—g53=8 pq ; 


de donde 
5 0 0 —-3p 0 
0 0. —3p 0 =5q 
NS=| 0 -3p 0 -5q 3p |=55g* + 108p*g. 
-3p 0  -S5q 3p? 0 
0 -Sqg 3pP 0 8 pg 


Téngase en cuenta que, incluso en este caso, el método de reducción del grado 
es más rápido. 


x* $ VLS EXPRESIÓN DE LAS RAÍCES COMUNES 
A DOS ECUACIONES, 
CUANDO SU RESULTANTE ES NULA 


Sean 
(0) =4. "+4 ¡7 14-449, an 0 
9) =b, 2 +b, 07 ++ +bo, db, 0 


LELONG 1-16 
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dos polinomios con coeficientes en K. Designemos por Z[a, b] al anillo Z[ap, ..., a; 
bo, ..., b,], y por Qía, b) al cuerpo Qíay, ..., Am; By, --., b,). Qía, b) es el cuerpo 
de fracciones de Z[a, b]. 

La teoría del mcd (algoritmo de Euclides) nos demuestra que 


D(x) = med (f(x), 800) 


es un polinomio con coeficientes en Qía, b). 

En particular, si R(f, g) =0, y si med (f, g) es exactamente de grado 1, la raíz 
común a f, g es un elemento de Qía, b), lo que se enuncia diciendo que, en este 
caso, la raíz común a f y g se expresa racionalmente en función de los coeficientes 
def y 8. 

Por el contrario, si el mcd de f y de g es de grado > 1, esta propiedad puede 
ser falsa: por ejemplo, las raíces comunes a *—x2—2x+2 y a 2—2 son 
+ // 2. En consecuencia nos encontramos con los dos problemas siguientes: 


(D) Reconocer, según los coeficientes de f y g, el grado exacto del med (f, g). 
(ID) Conociendo el grado del med (f, g), expresar este polinomio con la ayuda 
de una fórmula «global» que haga intervenir los coeficientes de f y g. 


La solución de (II) nos proporcionará en particular la expresión de la raíz 
común a f y g cuando el grado del mcd (f, g) es de grado 1. 

La solución práctica de los problemas (1) y (II) consiste en formar el med de f 
y g por los métodos ya conocidos (por ejemplo, la reducción del grado — que se 
reduce al algoritmo de Euclides). Hemos visto ejemplos y no insistiremos más 
acerca de este método. 


Solución teórica del problema (D 


Los polinomios considerados a continuación son elementos de K[X]. 
Suponiendo conocido un divisor común D, de grado p, de f, g, por ejemplo, 


D(X)=(X—a1) (Ya) ... (X—0,)=XP—=0, XP 407 XP724-4(-1) 0), 


vamos a formar la resultante de f, =L y 28= L en función de los coeficien- 


tes de f y g, con: 


10)= Y ax, gx) = axe, 
k=0 k=0 
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Para ello introducimos una matriz Ay, deducida por permutación de las colum- 
nas de la matriz de Sylvester de f y g. Con más precisión, Ay es la matriz de los poli- 


nomios 


XAO), XP o FOO), FOO, 900, XA), ... X" aX) 
en la base (X"+*1 ...,X,1, 


% 
41 


az 074  b5 0 | 


Designamos por A; a la matriz formada por los elementos de A cuyos índices 
de filas y columnas están estrictamente comprendidos entre m + 1 —k y k, para 
k < min (m, n). El resultado esencial es el siguiente: 


TEOREMA VI.5.1 


Con las notaciones que preceden, la resultante de f.(X) y g(X) es (= 1” q 
det (A,). 


Utilizaremos dos resultados preliminares: 


VI5.2 Sean f = Df, y g = Dg, dos polinomios divisibles por D. Para que f, y 81 
tengan raíces comunes, es necesario y suficiente que existan dos polino- 
mios U y V tales que: UXH0, VXH0 y: 
Uf+ Vg=0, gr(U)<n—p-—1, gr(V)<m—p-—1. 


Demostración. Es un calco de la de VI.1.1. c.q.d. 
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El enunciado VI.5.2 significa que los polinomios 
O TO CI 


deben estar ligados, y por tanto que la matriz B, formada con las columnas de A 
de índice estrictamente comprendido entre p y m+n— p, es de rango <m->+ 
+n-2p-1. 


VIS.3 Sea D=(X —aj) ... (X —a,) un polinomio fijo. El espacio vectorial 
de los polinomios con coeficientes en K y grado < m, que son múltiplos 
de D, es de dimensión m—p +1. Con mas precisión, estos polinomios 
son de la forma: 


J(X)=aX"4+a XX" 44 XP Hp XP 404, 
en donde ay, d;, ..., m- Son arbitrarios, y en donde Am=p+j «.:, Gn Se 
hallan expresados en función de ay, dy, ..., Gu-p por medio de formas li- 


neales fijas. 


Demostración. Basta con escribir: D =X”—0,X”1+ ...+(—1)P0),, AX) = 


(OA XA +. + (— 107) (Mp XP + 9 XA 4... + Ay), de donde 
d% =d 
a =-—ojd+4 
(1) 4 =0,4)—0,24, +4, 


só 
J 


mp = (—1P 0,49 + (197 0,141 + + Amp. 
» 2 ..., Am-p SOn arbitrarios, luego 4%, 4, ..., 4n-p SON arbitrarios, pues las 
» Ao, Ay, » 


fórmulas (1) son invertibles (recordemos que los a, son fijos). Las otras fórmulas 
obtenidas por la identificación de f y D(A%4 X”-? +... + Am-p), que son: 


(2) An=pr1 = (— 10,4, + (- 17 *0,-142 +, eto, 


dan los 4,-,+; (i > 1) en función de los (2,), y, por lo tanto, también en función 
de los a, (k < m — p). c.q.d. 


Demostración del teorema V1.5.1. Fijamos D, y hacemos variar arbitraria- 
mente f, y 21. 
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La resultante R,(f, g,) es un polinomio homogéneo de grado m+n—2p 
respecto de los coeficientes de f, y g,, a la que llamaremos simplemente R,. Luego, 


según las relaciones (1) (que permiten obtener los coeficientes de f, = £ pie 5 
en función de los de f y g), existe un polinomio homogéneo 7, € K[Xo, ..., Xm-p5 


Yo ++.» Yi-p], de grado m + n —2p, tal que 
Rif 91) = Tilo, Ar, ---+ Am- p> Dor Dr, +<-+ Dr- p) - 


Puesto que T, se deduce de R, por un cambio de variables lineal e invertible, 
la irreducibilidad de R, implica la de T,. 

En la matriz A,, substituimos Qp, . . ., Gs Dp, « . ., b, por las variables Xp, ..., Xm> 
orcos Vas YE una matriz M,, cuyo determinante .1,, un polinomio 
nulo u homogéneo de grado m +n—2p en las X, y las Y,. Se tiene: 4, 40, 
pues 4, contiene el monomio ¿X¿"” Y ;=7 (en donde e = + 1). 

Sean q, +... 9, las formas lineales introducidas en V1.5.3. 

Según VI.5.3, poniendo: 


O E AS ES 
IO A O CO LA A) 


(en donde Y, = P(Yo, --., Yn-=p) Y Di= PlXo» >> X=) para 1 < ¡ < p) se tiene: 


det (4,) = Filo, -..s Am-p 5 Do bras 


El polinomio F,, es no nulo, pues, dando a los (a,) y a los (b,) (0 <i<m—p, 
0 <¡ <n-— p) valores tales que 


f(X) = ay X"""D(X), UNA) = by DÍA), 


el valor tomado por det(4,) es (— 1") 2-08 gi-"pi-P. Luego gr (F,) = 
=m>+n->—2p. 

Finalmente, sean ap, ..., Gm-=p3 bp, ---, b,-» escalares elegidos en K de forma 
que Ti(Ap, ..-> Om=p» Do, «+», Dy=p) =0. 

Entonces, según la nota que sigue a V1.5.2, F, se anula para estos mismos va- 
lores. Luego F, es proporcional a 7,. Dando a los (a;) y a los (b,) valores tales: que 
AX) =X"”=> y g(X) =Db,,-p, vemos que el factor de proporcionalidad es (— 1y"er=m/] 

El problema (1) está, pues, resuelto: para que el mcd (f, g) sea exactamente de 
grado p (en donde 1 < p < ínf (m, n)), es necesario y suficiente que 


det (4,) = det (4) =... =det (4,1) =0, 


y que det (4,) 4 0. 
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Ejemplo 


Busquemos las condiciones para que f(T) =T* + xT*+ yT + z posea una 
raíz triple. Es suficiente expresar que el mod de f(T) y f'(T) es de grado 2, puesto 
que f no puede admitir dos raíces dobles distintas. 

La matriz Áy es: 


10.0 3 
E 0 3 2x 
y e 82 

zz $ DU 0 
0 z 0.0 


Sabemos que el det (4/) es el discriminante A(f) de f: 


AS) =18xy2 + xy?-4x2-4y-272. 


1.0. 3 
Además, A, = E 3 2x|, y la condición det (4,) =0 expresa, como debe 
y 2x y 


ser, que f'(T) posee una raíz doble: 1? — 3 y =0. 
Las condiciones buscadas equivalen al sistema 


16) 6xyz- y? -272%=0 
0) *-3y=0. 


Estas condiciones equivalen también a la existencia de un £ tal que X(T)=(T+-0Y, 
es decir: 


(4) x=3t, y=38P, 2=8P: 


éstas son las ecuaciones paramétricas de una cúbica alabeada de K?, que designa- 
remos por (1). 

La eliminación directa de f entre las relaciones (4) nos habría conducido a las 
relaciones 


(5) *-3y=0, (0) Mi=x. 


Sin embargo, las relaciones (2) y (3) presentan, desde cierto punto de vista, un 
mayor interés que (5) y (6). 

En efecto, la cúbica alabeada (1”) está contenida en la intersección del ci- 

lindro parabólico (5) y de la superficie cúbica (6) en K?. Pero en el espacio 
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proyectivo P¿(K) estas dos superficies poseen también una recta común en 
el infinito (a lo largo de la cual son tangentes). 

(1) es también la intersección de la superficie cúbica (2) y del cilindro para- 
bólico (3). Pero esta vez, (1) es intersección completa de estas superficies. 
Se comprueba fácilmente (¡hacer el dibujo!) que las dos superficies son tan- 
gentes a lo largo de 1”. 


Estudio del problema (ID) 
Expondremos el método mediante un ejemplo. Supongamos 
fX)=a,X*+a,X*+0,X*4+a3X?4+a,X+as 
NX) =b,X +b,X?+b,X+b3, 


y que D = med (f, g) sea de grado 1. Consideremos el determinante: 


Ay 0 0 0 0 bo 
UN do 0 0 bo b, 
Ho A UN 0 bo UN b, 
az 4 bo b; ba by 
Ay di bi db, b3 0 


MO) F0 g) xao 90 9) 


formado de forma evidente con la matriz A, de f y g (notaciones del teorema VI.5.1). 
Sean £ la última fila de A, y Ly, Lo, Lg, Ly, Ls las 5 primeras filas. Se tiene: 


7) L+SLiLl+Lrxl=L-N, 
con 
N = [asx, d4x + as, b3x + b3, b3x, 0, 0]. 


Si calculamos A teniendo en cuenta (7) vemos que 4 es un polinomio de grado 
< l en x. Por otra parte, si desarrollamos 4 directamente según la última fila, 
obtenemos una relación de la forma 4 = Uf + Vg, en donde U y Y son polino- 
mios tales que gr (U) < 1 y gr (V) < 3. Según la teoría de los polinomios, se sigue 
que 4 es el med de f y g, a menos que 4 sea nulo (ya que el grado de 4 es < 1). 

Pero si 4 = 0, se tiene necesariamente U = Y =0, si no se aplica VI.5.2 y se 
deduce que el mcd de f y g es de grado > 1, contrariamente a la hipótesis. 

Luego los coeficientes de U y Y son los menores de los elementos de la última 
fila de la matriz 4,. Según VI.5.1 estos menores no son todos nulos, y no es, pues, 
posible tener U= V =0, luego 4 es no nulo y, por lo tanto, es el mcd de f y g. 
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De forma general, se tiene: 


TEOREMA VI.5.4 


m n 

Sean f(X) = Y a, X* y g(X) = Y b, X* dos polinomios cuyo mcd es de 
k=0 k=0 

grado p. El mcd de f y g es el determinante de la matriz obtenida reem- 

plazando, en la matriz A, del teorema V1.S.1, la última fila por los pol - 

nomios: 


ATP, ATI 0d. FED 80: 
OO A CA 


Ejemplo 


5 3 
Cuando f(x) = Y a, x' y g(x) = Y b, x* tienen exactamente una raíz común, 
k=0 


k=0 
su mcd es: 
a 0 0 0 0 db, 
UN A 0 0 by b, 
D= a, a; 0 bo b, b, 
43 4, bo bi bz b3 
da 4, b; bz b3 0 
asx asx+as bzx+b3 xb3 0 0 
Y . D, 
su raíz común es, pues, a = — AP con 
4 0.0 0 0 db 4% 0 0 0 0 by 
4, 4 0 0 by db, 4 4 0 0 by b, 
a a, a, 0 by b, b, diz a a, 0 bo b, b, 
E ds Os Bo Di ba Dil" d a43 4, by bi bz dy 
4, 43 b, bz b, 0 4, ay b, bz b, 0 


0 as b,0 0.0 as a, bb, 0 0 


Capítulo VII 


Fracciones racionales 


$ VILL EL CUERPO K(X) 


e Enlo que sigue, K designa un cuerpo conmutativo cualquiera. En el capítulo II, 
$6 hemos visto como, a partir de un anillo íntegro conmutativo cualquiera, se 
puede formar su cuerpo de fracciones. Esta construcción se aplica al anillo K[X] 
P, P. 

de los polinomios en una variable, y recordemos (HI.6.5) que la relació. o 77 
1 2 


significa: P, Q, = Pa Q;. 

DEFINICIÓN VIL.1.1 
Supongamos que K designa un cuerpo conmutativo. Se llama cuerpo de 
las fracciones racionales con coeficientes en K, al cuerpo de las frac- 


ciones del anillo de los polinomios K[X]. A los elementos de este cuerpo 
se les llama fracciones racionales, 


Notación: El cuerpo ahora definido, se designa por K(X). 
Recordemos que K(X) se obtiene como conjunto cociente de 
X =K[X] x K[X]* 


por la relación de equivalencia 2: (4. B) R(A', B') si, y sólo si, AB' = BA', el con- 
junto 4” se halla dotado de las dos leyes (compatibles con 2) 


(4,B) + (4', B') = (AB' + BA”, BB”) (adición) 
(4, B).(4”, B”) = (4A', BB”) (multiplicación), 
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El conjunto K(X) =X/Z está dotado de la estructura de anillo definida por 
las leyes cociente, y es un cuerpo. 


A 
La clase del elemento (4, B) se designa por A/B o F 


P 
La aplicación P ->> qe un homomorfismo inyectivo de anillos de K[X] en K(X), 
por medio del cual se identifican los elementos de K[Y] con los de un subanillo 


0 
de K(X). El elemento nulo es Ti (designado por 0). 


A B 
El elemento unidad de K(X) es 1; el inverso de 5 (4% 0,B 40) es e 


Forma irreducible 


El hecho de que K[X] sea un anillo principal nos permitirá distinguir, entre 
los representantes posibles de la fracción F = E una forma notable. En forma 
precisa, si designamos por 4 el med de A y B, se tiene: A = AP, B= AQ, con P 


y O primos entre sí, de donde F =-——. Sean P, y Q, otro par de polinomios primos 


Q 
P, 
entre sí tales que F=2+ De la relación PQ, =P, O, y del teorema de Gauss 


L 
(Cap. HI, $ 2) deducimos que P divide a P, y que P, divide a P. En otras palabras, 
P y P, están asociados e, igualmente, O y O, están asociados. Existe un par y sólo 
ip 
uno (P, O) de polinomios primos entre sí, tales que F=-— (salvo un factor cons- 


Q 


tante no nulo común a P y Q). Enunciaremos: 


¡P 
VIL.1.1 Para cada fracción racional Fe K(X), existe un regresentnis: > de F, 


tal que los polinomios P y Q sean primos entre sí. Este representante es 
único salvo factores constantes no nulos, y se le llama forma irredu- 
cible de F. 


Pp Á 
Sea F = 7) una fracción racional expresada en forma irreducible, y sea F = 77 


otra representación de F. De la relación AQ = BP, y del teorema de Gauss, dedu- 
cimos la existencia de un polinomio D tal que A = DP y B = DO. Este resultado 
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A 
se puede expresar diciendo que toda representación 5 de la fracción F es un «múl- 
tiplo» de su forma irreducible. 


Funciones racionales 

Sea L un subcuerpo conmutativo de K, que puede ser el mismo K, y conside- 
remos una fracción Fe K(X), expresada en forma irreducible: F= + 
DEFINICIÓN VII.1.2 


El conjunto de las raíces en L del denominador O de una fracción racional 
F, expresada en forma irreducible, se llama conjunto de los polos de 
F en L, y es un conjunto finito. Al complementario, en L, del conjunto 
de los polos de F, se le llama conjunto de definición de F en L. 


Designamos por D»., al conjunto de definición de F en £. Para todo x € D».., 


PG) < L está bien definid 
06) 13 esi len definido. 


se tiene O(x) % 0, luego el elemento 


DEFINICIÓN VII 1.3 


Con las notaciones anteriores, a la aplicación F : D», —>L, tal que, para 
Da 

todo xEDp,1, Fx) = a se le llama función racional asociada 

a F en L. 


En ciertos casos, el conjunto de definición puede ser vacío. Por ejemplo, si K 
es un cuerpo finito, de elementos (4,, da, ..., 4/), Y ponemos: 


Q(X) = (X — aX — a7)... (X — a). 


1 
El conjunto de definición en K de la fracción F = o es vacío, pues todo elemento 
de K es polo de F. 
d P R ; » 
Designemos por F = Z yG= s dos fracciones expresadas en forma irredu- 
cible. Para todo elemento x común a los conjuntos de definición de F y G, se tiene 
evidentemente: 


Ex) + 6) =(FTÓ)0), 
E00).0(x) = (FO) (a). 
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Finalmente, en la mayor parte de los casos usuales, una fracción racional está 
determinada por la aplicación racional asociada: 


TEOREMA VIT.1.2 


Sean K un cuerpo conmutativo infinito y F, e K(X); F, e K(X). La rela- 
ción «Ex) = Foto) para todo x de la intersección de los conjuntos de 
definición de F, y F, en K» implica «F, = Fo». 


Demostración. Escribamos F, y F, en forma irreducible: 


P P; 
>, F¿ = + 
(on 0, 

La intersección D de los conjuntos de definición de F, y F, es una parte infinita 
de K, puesto que el conjunto de los polos de F, y F, es finito. Para todo xe€D, 
se tiene: 


F, = 


P 100) 0200) = PA) Q0). 


Los polinomios P, Q, y Pa O,, iguales para una infinidad de valores de x, son for- 
malmente iguales. c.q.d. 


Aplicación 
Si K es de característica nula (y contiene, por lo tanto, a Q), 


(E,(0) = Fa(x) para todo x€0) > (F, =F,). 


Multiplicidad de un polo 


P 
Consideremos de nuevo la fracción F = 7) € K(X), expresada en forma irredu- 


cible, y el subcuerpo conmutativo L de K. Si a designa un polo de F en L, por de- 
finición, la multiplicidad del polo a es la multiplicidad de a como raíz de Q. Cuando 
esta multiplicidad es 1, se dice que a es un polo simple de F, cuando es 2, 3, ...,n, 
se dice que a es un polo doble, triple, ..., n-plo. 


El cuerpo K(X ¡, ..., X,) 


Por definición, el cuerpo de las fracciones del anillo K(X,, ..., X,) (K, cuerpo 
conmutativo) es el cuerpo de las fracciones racionales con n variables sobre el 
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cuerpo K. En este contexto tiene sentido también hablar de forma irreducible de 
una fracción: en efecto, para obtenerla en el caso n = 1, hemos utilizado única- 
mente el teorema de Gauss, y no el hecho de que K[X] sea principal. Ahora bien, 
el teorema de Gauss es válido también en el anillo K[X,, Xa, ..., X,] (cf. Cap. XIV). 

Es posible, pues, en el caso de las fracciones con n variables, definir los con- 
juntos de polos y los conjuntos de definición, exactamente como se ha hecho ante- 
riormente. Pero ahora, el conjunto de polos es menos simple que en el caso n = 1 
(es una «hipersuperficie» algebraica de K”). 

El teorema análogo al teorema VI.1.1 es válido también en K(X,, ..., X5), 
pero establecerlo es más delicado. Se basa en el teorema siguiente (Teorema 
XIV.4.5, p. 520): 

«Si dos polinomios con n variables toman los mismos valores sobre el comple- 
mentario de una hipersuperficie algebraica de K”, son formalmente iguales». 


Observ finalment los polos di sión rn tn 
servemos, finalmente, que los polos de una fracción F = 22 
Ona AOS AE 
den ser de naturaleza muy diversa: un polo (a,, ..., a,) tal que Play, ..., a) 40 
y Ola, ...,a,) =0 es evidentemente mucho menos «complicado» que un polo 


(A, ..., 4) tal que P(a,, ..., a») = O(9,, ...,4,) =0. Para n > 2, esta última 
relación puede realizarse con polinomios P y Q primos entre sí. 


$ VIL2 DESCOMPOSICIÓN EN ELEMENTOS SIMPLES 
SOBRE UN CUERPO CUALQUIERA K 


R > s Pp A 
Consideremos la fracción racional F =p expresada en forma irreducible con Q 


normalizado. Descompongamos el polinomio Q en factores irreducibles: 
0= TI] 0* a>1, 
i=1 


en donde los Q, son primos entre sí dos a dos, irreducibles y normalizados. 


TEOREMA VII.2.1 


Con las notaciones anteriores, la fracción F se escribe, de una manera 
y una sola, en la forma: 


(Mm) F=E+ Y] 9,, 
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en donde E es un polinomio, y en donde: 


) P= Loy 


lo Si (0y 


siendo los polinomios P;,, y los polinomios O, tales que, para todo ¡i y 
todo j, gr(P,, ) <gr(Q. 


Demostración 


a) Existencia. Ante todo suponemos: Q = RS, R y S primos entre sí. Según 
el teorema de Bezout (IV.3.2) existen polinomios U y V tales que UR + VS = 1, 
por lo que se tiene: 


P_ PUR + VS) _ PU eb dd 


F=56 RS 5“ 
, z DA Pp ya, a, 
Aplicando esta fórmula a la fracción “p> “on R = Qf:, y observando que Of: 
es primo con el producto Q%*... O”, se obtiene en primer lugar la descomposi- 


ción: 


paso a paso, aplicando sucesivamente esta misma fórmula con R = Qj*, R = Qg%, ..., 


P 
R = Q;z5, se llega a expresar F 0 en la forma 
A, 
0 ES a 


en donde los A, son polinomios. 
Admitiendo provisionalmente el resultado posterior VI1.2.2, A, se puede escribir 
en la forma: 


Ar= Pra + Piar Quito + Pi 077? + EQ. 


en donde E, es un polinomio y los P,,, son polinomios de grado < gr Q,. 
Substituyendo, en la fórmula (3), A, por esta expresión, y tomando E = 3 Ej, 
se obtiene una descomposición de F en la forma enunciada en (1)-(2). 
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b) Unicidad. Quedará establecida de forma evidente si probamos la propiedad 
siguiente: una relación de la forma 


(4) E+ 1 9,=0, 


a P 
en donde E es un polinomio, y en donde 2, = Y oy con gr (P,, y) < gr (Q/), 
j=1 (Qu 
implica E =0 y P,,, =0 para todo ¡ y todo j. 
Hagamos R, =[1(0,)*. Multipliquemos el primer miembro de (4) por O, 


y obtendremos: 4%! 
(5) Pia Ri+ Q¡S¡=0, 


en donde S, designa un polinomio. Puesto que Q, es primo y gr (P,,.,) < gr (Q4), 
si P,,,, fuese no nulo P;,,, y Q, serían primos entre sí; luego (T. de Gauss) R; di- 
vide a S,, y (5) implica (si 7, designa un nuevo polinomio) 


Pia, + 0¡T7,=0. 


Esto, junto con la desigualdad gr (P,,,,) < gr (Q;), implica P;,,, = 0. 
Sucesivamente, se demuestra de forma análoga que P;. ,, =0, Pja,, =0, etc. 
Así todos los P,,, son nulos, y se deduce que E = 0, c.q.d. 
Hemos utilizado, sobre la marcha, el resultado siguiente, que merece ser enun- 
ciado aparte (y que podría, además, generalizarse a anillos más generales). 


VIL2.2 Sean A y P dos polinomios cualesquiera de K[X], P A 0. Para todo 
entero n, existe un sistema, y sólo uno, de polinomios Ag, Az, . ++; Án-1 Rn 
tales que: 


(6) A=4A+ AP + AP Ho AL PU RP, 
o n-1 'n 


y gr(4) <gr(P) (0<k<n—1). 


Demostración 


a) Unicidad. Suponemos que se cumple: 


ASA AGPA AP AAA PS ERE 


Escribiendo: 
Ay = PA, + AP + RP, 
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y teniendo en cuenta que gr (Ap) < gr (P), se ve que A, =0. Tras haber simpli- 
ficado por P la relación anterior, se obtendrá asimismo A, =0, etc., An, =0 
y R, =0. 

b) Existencia. Se prueba por recurrencia sobre n. Para n= 1, la propiedad 
se reduce a la división euclídea de 4 por P. Supongamos obtenida la expresión (6) 
hasta n. La división euclídea de R, por P nos da: 


Ra=RaiP+ An, gr (45) < gr (P), 
de donde 


A+ AP + + Ap PH (A, + Russ P) LP” 


Y ALP? + Ras P"*?. c.qud. 


k=0 


Nota. Se puede expresar el teorema VI.2,1 en lenguaje de álgebra lineal; de- 
signemos por 24 al conjunto de los polinomios irreducibles normalizados de K[X]: 
dos elementos distintos de 42 son pues primos entre sí. El teorema VI.2.1 significa que 
se ha obtenido una base del K-espacio vectorial K(X), a saber el conjunto 4 de 
las fracciones racionales que sigue: 


k 
Me (5) (PEP.1>1 0<k< gr (P). 


(Volviendo a la parte bh) de la demostración de VII.2.1, se puede, en efecto, demos- 
trar que 2 es libre.) 

En las fórmulas (1)-(2), al término 2, se le llama parte polar de F relativa al 
factor O,. del denominador O de F, y a E se le llama parte entera de F. Multipli- 
cando (1) por O, se obtiene: 


P=EQ+R,  gr(R) <gr(0). 


Por consiguiente, E es precisamente el cociente en la división euclídea de P por OQ; 
y, en los cálculos prácticos, ante todo, interesará determinar E. 

e Cuando K es algebraicamente cerrado (en particular si K= C) los factores Q, 
son todos ellos de primer grado, o sea Q, = x —a;, y los polinomios P,,, se redu- 


, s A P es 
cirán a constantes, y toda fracción racional F = o sobre K admitirá una descom- 


posición única de la forma: 


0) F=E+ Y Y AS 


Fracciones racionales 257 


en donde a,, a, ..., a, son las distintas raíces de O, y ay, do, ..., a, sus Órdenes 
de multiplicidad, los A,,¿ son constantes, y E es un polinomio (cociente de P por Q) 
de grado igual a gr (P) — gr (0). 

Se dice entonces que a, es un polo de orden a, de F, y, la fracción racional 


As 
P= YA 


se, llama parte polar de F relativa al polo aj. 
Hagamos, finalmente, una observación que es importante en los cálculos prác- 
ticos; si Q = RS (R y S primos entre sí), hemos visto que se verifica: 


P AB 
att 


en donde A, B son polinomios (*). Supongamos entonces que el factor Qf* divide 


Á 
a R. Entonces la parte polar de F relativa al factor Q5', es igual a la parte polar de E 


relativa al factor Q', según resulta también de la unicidad de la descomposición (1)-(2). 
$ VIL3 CÁLCULO DE LAS PARTES POLARES RELATIVAS 
A LOS FACTORES DE LA FORMA (X — a)" 
División según las potencias crecientes 
TEOREMA VII.3.1 


Sean A, B dos polinomios y se supone B(0) + 0. Para todo entero n, existe 
un par de polinomios (Q,, R,), y sólo uno que verifica: 


(1D A= BO, XP UR, gr (Q,) <n. 


A Q, se le llama cociente de orden n, X"H R, es el resto de orden n. 


Demostración 


a) Unicidad. Si BO, + X”** R, =0, la condición B(0) 4 0 muestra que X"+1 
debe dividir a Q,. Puesto que gr (O,) < n, tenemos Q, = 0, de donde R, =0. 


() Puesto que P/Q es irreducible, necesariamente A/R y B/S son irreducibles. En efecto, si, por ejem- 
plo, A/R no fuese irreducible, se tendría: A/R = Ay/R,, con gr (R,) < gr (R). F admitiría entonces por re- 
presentante A,/R, + B/S =(4,5 + BR,)/R,S,con gr (R,S) < gr (0), lo cual es absurdo. 


LELONG 1-17 
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b) Existencia. Hagamos 
La q 
A=Y aX y B=)Yb,X. 
k=0 


k=0 


Por hipótesis, by 4 0. 
Razonemos por recurrencia sobre n. Para n =0, es suficiente tomar 


A-— B 
0-5. k = 22, 


Supongamos determinados O, y R,, verificando (1). Puesto que B(0) % 0, 
Ra (0 eo 
existe una constante 2,4, = do y un polinomio S tales que 


R= Anar B+ XS. 
La relación (1) implica entonces: 


A=BQ, + 2 XP BARA RS. 


Por lo tanto, es suficiente tomar Qu+ =Q + An+1 XA" y Ray =R,, S para Ob- 
tener (1) en el orden na + 1. c.q.d. 

La disposición práctica de un cálculo de división sigue paso a paso el razo- 
namiento constructivo anterior. Por ejemplo, he aquí la división de A = 1 +2 X4-X3 
por B=1+ X + 2 X? hasta el orden 3: 


1+2X Da 1+4X4+2X? 
X-2X + x? 1+4X-3X?+2X* 
=3X?= xP? 
2x7 +6x* 


4X*-4x5 


El cociente del orden 3 es 1 + Y — 3 X?+ 2 X?, el resto es 4(1 — X) Y! En 
la mayoría de los casos sólo interesa el cociente, y el cálculo del último resto resulta 
inútil. 

Vamos a aplicar VI.2.1 al cálculo de la parte polar relativa al polo a de la frac- 

ión F PX) 
ción A A 
(Y —a)" 0, (4) 
por Y — a, es decir Q,(a) 4 0). 


(expresada en forma irreducible, con Q, no divisible 


Fracciones racionales 259 
Efectuemos el cambio de variable X — a = U; F(X) se transforma en una 
fracción racional G(U), siempre en forma irreducible: 


Pla + u) 
U“Q,(a + U)” 


G(U) = 


0 es polo de orden a de G(U). Hemos sido conducidos al caso en que a =0. 


TEOREMA VII.3.2 


Dada la fracción irreducible 


PORC 
QUA)” 


la parte polar de F relativa al polo O es la expresión 


010) %0. 


do A da-1 
ye pet += 


siempre que + AX +... +2, 1 X"* sea el cociente en la división, 
según las potencias crecientes, de P por Q, hasta el orden a — 1. 


Demostración. Sea S el polinomio A, + 4, X +... + 2,_, XX", Tenemos 
P=SQ,+X"R,, 
de donde 


Según la última observación del $2, es la parte polar buscada. c.q.d. 


XxX 

Cuando a = 1, la parte polar se expresa de forma simple. Se tiene: 

PO) 
aq” 


Según la fórmula de Taylor de orden 1 (válida para un cuerpo cualquiera) es 
0, (a) = 0 (a). Por otro lado: 


F QA) = (Y -a)Q(X)  Qiía)r0. 


Pa) Po) Ro 
PRE a = e F = ———_———— E 
a 
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Podemos enunciar: 
VIL.3.3 La parte polar relativa a un polo simple a de 
| A 
Q (X — a) Q'(c) 
En característica O, la fórmula de Taylor permitirá además obtener expresiones 
generales para las partes polares relativas a los polos de orden a. 


$ VIL4 NOCIONES ACERCA DE LAS SERIES FORMALES 


O En lo que sigue, K designa siempre un cuerpo conmutativo. 

Una serie formal con coeficientes en K es una sucesión cualquiera (4,), > 0, 
a, e K. A los (a,) se les llama coeficientes de la serie. Se define la suma de dos 
series formales por: 


(a,) + (b,) = (a, + b,) 


y su producto: 


” 
(a,) x (6,) = (c,) por c,= Y a,b,-, para todo n. 

p=0 

Con estas dos leyes, el conjunto (designado por K[[X]]) de las series formales es 
un anillo conmutativo. Evidentemente K[X] se identifica con un subanillo de K[[X]], 
a saber, el subanillo de las series que sólo tienen un número finito de coeficientes 
no nulos. El homomorfismo canónico K > K[X] define sobre K[[X]] una estruc- 
tura de K-álgebra. El elemento unidad de K[[X]] es el de K[X]. 


co 

Por convenio, la serie formal (a,) se designa por Y a,X”o 3 a, X”. Esta 
n>0 n=0 

notación es una extensión de la expresión de un polinomio con ayuda de la variable X. 


El orden «w(S) de la serie formal > a, X” se define por medio de las fórmulas 
n>0 
w(0) = + co, y, si S 4 0, w(S) es el menor entero n tal que a, 40. 
AL orden de una serie formal también se le llama valoración de esta serie; esta 
noción generaliza la de valoración de un polinomio sobre un anillo ($ 1V.1). 
Se verifican, sin dificultad, las propiedades: 


AS + T) > inf(a(S), a(T)), 
MST) = AS) + AT). 


De estas fórmulas resulta, en particular, que K[[X]] es un anillo íntegro. 
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TEOREMA VII.4.1 


Sean S= Y an X” y T= 3 bn X” dos series formales, con by 4 0. 
m>0 m>0 
Para todo entero n, existe un polinomio O,, y una serie formal R,, defi- 


nidos de forma única, tales que 


S=T0Q,+X"**R,, gr(Q0,)<nm. 


Demostración 


a) La existencia se demuestra exactamente como en VIL3.1. 
b) Unicidad. Supongamos: 


TO, + X"**R,=0, con 0,40 y gr(Q,)<n. 


Puesto que hp % 0, el orden de la serie formal TO, es < n, mientras que el orden 
de X"+! R, es >n-+ 1: hay, pues, contradicción. c.q.d. 


COROLARIO 


Para que la serie formal S = Y, 4n X” sea invertible, es necesario y 


suficiente que ay 4 0. 420 
Demostración 
a) Si ST=1, con T= Y b, X”, se tiene: ayb, = 1, de donde a, 0. 
n>0 


b) Si a, 40, según VI.3.1, existe para todo n, un polinomio 
0, = » An X ú 
k=0 
y una serie formal R,, tales que: 
(1) SO. +X*R=1, 


La unicidad del par (O,, R,) nos permite afirmar que para n <p, k < n, se tiene 
Amr = 2p» pues de la relación SQ, + X”+ R, =1 se deduce: 


n y 2 
SY dz xo) xn! (ur, He Y des x=» =1, 
A ] 


k=n+1 
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lo que prueba que el «polinomio truncado» 


coincide con R,. 
Designemos por 2, el valor común de los 2,,, para n > k. 


Las relaciones (1) muestran que la serie > 2, X* es la inversa de S. c.q.d. 
k>0 


Como aplicación, observemos que toda fracción racional, que no admite el O 
por polo, se puede desarrollar en serie formal. 
El teorema VII.4.1 da un procedimiento de cálculo de la serie entera que coin- 


E 5 e P 
cide con la fracción racional pa suficiente efectuar la división «indefinida» de P 


por O según las potencias crecientes (*). 
En lo que sigue, vamos a caracterizar las series formales que se pueden iden- 
tificar con una fracción racional y dar otro método de cálculo de sus coeficientes. 
Comenzaremos por un caso particular: 


VIL4.2 El cuerpo K se supone de característica nula. La fracción racional 


En admite el desarrollo en serie formal: 


— 1 
(1 Xy" 


ep 1 
= xE, 
0) S, a ) 


Demostración. Por recurrencia sobre n. La propiedad resulta, cuando n = 
de la fórmula (1 + X4+X?+...+X"”)(1—X)=1-— X"+, 

Suponemos que FF, = S,-, (1 > 2). 

Se tiene: 


atando) (0523) (31) 
A E 


(1) Si se desea únicamente establecer el corolario de VIL.4.1, la parte 5) de la demostración se puede 
abreviar: buscando S”! en la forma S(X) = Y 5X”, se observa que los coeficientes b, están unívoca- 
n>0 
mente determinados por las relaciones de recurrencia a/b,=1 y (para n > 1) apbn + iba + >>> + anby= 
= 0.En efecto, puesto que ay7% O, b, está determinado, y para n > 1, bn se expresa en función de Bp_16n- 
205 0 
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Luego, según la fórmula de Pascal: 
n n—1 -1 y n+p=2Y _ Se 


2 (n+m-1 
de donde F, = Y ( pp. c.q.d. 


m=0 


Nota. Si K no es de característica nula, VII.4.2 subsiste, pero es preciso reem- 
n+p=1 
=1 
signa al elemento unidad de K. Algunos de estos coeficientes son entonces nulos, 
Se observará que VII.4.2 constituye una generalización de la fórmula del bi- 
nomio, para un cuerpo cualquiera, y para los valores enteros negativos del ex- 
ponente. 


p n+p-—1 
plazar en (2) los ( por los coeficientes al .1, en donde 1 de- 


1 
Es posible obtener de nuevo la fórmula (2) por derivación formal de YX 


(ver $ 6). 
Suponiendo que K sea algebraicamente cerrado, VI.4.2 nos da un nuevo pro- 
cedimiento para calcular el desarrollo en serie de una fracción racional. En efecto, 


A Aso de Ñ S P e 

si escribimos la fracción en forma irreducible F = o con Q(X) =TT(X — ay“, 
i=1 

nos vemos conducidos, en virtud de VI.2.1, a escribir el desarrollo de términos 


1 
de la forma =x* con a 40. Pero, según V1I.3.2, 


(a 


O PE 


TEOREMA VII.4.3 


Para que la serie formal S = 3 a, X” se pueda identificar con una frac- 
p>0 

ción racional, es necesario y suficiente que existan dos enteros m, n (n > m) 

y constantes do, 2y, ..., Am con 2y %0, tales que, para todo p> n se 

verifique, 


(3) 204+ 214,1 + “4 Amd =0 conp>n. 
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Demostración 


) SiS E 
iS = 7, hacemos 
9 Q(x) 
PX) =p + X+o+p4X", Q()=2d.+24X+ 0 +4 XX", 2%0, 
(conviene recordar que O no es polo de una fracción que se pueda identificar con 
una serie formal). Identificando los términos en X” (p> n) en la relación 


PAX) = 00).SA), 


se obtiene (3). Se observará que esta relación permite determinar los a, por re- 
currencia. 

b) Supongamos que se verifica (3). Entonces es inmediato que el producto de S(X) 
por el polinomio Q(X) =%), +A4,X +... + An X"” es un polinomio P(X) de 


P(X 
grado < n (el coeficiente de X” en SQ es nulo para p> n). Luego S(X) = ESC) 
ax) 
PX 
Observemos que en este caso EC). no es necesariamente la forma irreducible de 


ax) 
la fracción S(X). Se obtendrá la forma irreducible de S(X) si el entero m es mínimo 
entre los que dan lugar a una relación de la forma (3). c.q.d. 


Ejemplo 

Cir AX 
1—=0X —px* 
a, de la serie buscada se obtienen por medio de las condiciones: 


Desarrollemos en serie entera la fracción F = Los coeficientes 


d%=Cpy 41=9aC4+C,, 
y por la relación de recurrencia con dos términos: 
(3) a, = 04,1 + Pa,-2 (n>2) 


Hemos visto en el capítulo V, $5, que el término general a, se escribe en la 
forma: 


a, = P,a, + 0,40, 


con 
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Podemos, pues, escribir a continuación la fórmula completa: 


CEC 


E ii dai 
Y 


+ ll E O at 


osis< 23! 

n—2=É 
+ Edo Jada ]e, 
osas 3? 


expresión que tiene la ventaja de no presuponer nada acerca de las raíces de 


1 —aX —BX?. 
Como aplicación numérica, tomemos C¿= 1, C, =0,a =f = 1, con K=R oC, 
de donde: 


La fórmula anterior nos da: 
n=1-k n-2-=k 
F=1+XxX+ YX] Y ( ; )- z ( k ) 
22 osxs 3! o<1< 13? 


También es posible expresar F introduciendo las raíces 


= Je 14/45 
2 


tr fa= 


l 
+ 


> 
w 
o 
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fórmula que habríamos encontrado también resolviendo la relación de recurren- 
cia (3) en este caso particular. 


$ VILS EJEMPLOS DE CÁLCULOS PRÁCTICOS 
A) Elementos de primera especie 


(Caso en que el denominador se descompone en factores lineales en el cuerpo 
de base.) 


1 
D) E= XFA (cuerpo C). 
Los cuatro polos, simples, son las raíces cuartas de — l, o sea 
33 
j =:e a WIARET 
Se tiene (en virtud de VII.3.3): 
. As 1 Or 
F= . con A, = =-—=, 
z X—0 do 4 
1 
Descompongamos ahora (siempre sobre C) F= x—T Los polos son +1, 


+i. Por el mismo método, se obtiene: 


A B C D ed 


trata tran +7 =3 


qe 4" 


puesto que F es par, y debe permanecer invariante por el cambio Xi — Y, 
1 i 


necesariamente B= — A = q D=-=C=- 7 
P xX+1 
=5= R). 
DES a a  uerPo R) 


A priori, se tiene: 
A B B B B C 
+ (Y F 1 4 2 + 3 + 0 = 
Xx (X-19 (X-1P (X-1? X-1 (X-,/2? 
Se Do D 


+ == 
PR ad X+ 2 


() PE 
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Se multiplica (1) por X, se reemplaza X por 0, de donde: 


Se hace X — 1 = Y, 


a 24+2Y+ y? 
Y (1-3Y-2Y*+6Y*+Y") 


Los coeficientes B, se obtienen por medio de la división según las potencias cre- 
cientes hasta el orden 3 de 2 + 2 Y + Y? por 1 —3 Y —2 Y?4 6 Y?+ Y”. (Ob- 
servemos que basta conocer los términos de grado < 3 de este polinomio.) 

Se obtiene: 


Bo=2. B,=8. B,=2%. B,=9l. 


Los coeficientes C,, D, se obtienen utilizando la misma técnica. Realicemos deta- 
lladamente el cálculo de Cy, C,. Se pone X =/2 + Y, de donde: 


3424214 Y? 
TUNA 14 Y 024 Y Y? 


Es suficiente calcular los términos de grado < 1 del polinomio 


(02 + (2 -1+Y)Q42+ YY. 


o sea 


8 YU 42 14 + [16(/2 - 1% + 32 /2(4/2 - 19] Y. 


El cálculo de (/ 2 — 1P?, (Y 2 — 1)! se realiza utilizando los restos de (Y — 1Y*, 
(X — 1) en la división por Y? — 2, que son, respectivamente, — 7 +5 X, 17 —12X. 
Los términos de grado < 1 buscados son entonces: 


YZ (17 — 12./2) + [1617 — 12,2) + 32 /2(-74+ 5/2] Y = 
= - 192 + 136/2 + (592 — 416 /2) Y 
=8(- 24 + 17 /2) + 16(37 — 26 /2) Y. 


La división según las potencias crecientes hasta el orden 1 de 3 + 2y2 Y + y? 
por Q,, proporciona C, y C;: 


1 
G= (24 +10/Dy G= 3 365 + 258 ON 


Sjo 
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Dj, y D, se obtienen, evidentemente, reemplazando y2 por — y2 en C, y en C, 
(cálculos conjugados.) 


3) F= H—=* (cuerpo Q). 
Poniendo 1 — X= U, se tiene: 


1 


F= ——. 
(1 = UU 


Bastará, pues calcular la parte polar relativa al polo 0, lo que equivale a dividir, 
hasta el orden m —1, 1 por (1 — X)". La manera más elegante de obtener el re- 
sultado consiste en escribir el desarrollo de (1 — X)”” en serie formal: 


dx "- > po Ja 


k>0 Ai 1 


de donde resulta que la parte polar buscada es: 


pa ) 

m-1 _ 

P,= Sm=k Y 
K 


E xn 


B) Elementos de segunda especie 


(Caso en que el denominador contenga factores irreducibles de segundo grado 
sobre el cuerpo de base.) 


) F= 


1 (cuerpo R). 


Podríamos proceder al reagrupamiento de los términos conjugados, con la 
ayuda del ejemplo 1) de A). Es más rápido observar que 


X*41=(4 419 -2X?=(X?—- /2X+1)02+/2X +1), 
de donde a priori: 


Pa HERE e, RD 
0) PZA ES 
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Puesto que F es par, C=— A y D= B. Multiplicamos (2) por X?—/2X +1, 
y reemplazamos X por una de las raíces, por ejemplo £, de este trinomio. Se obtiene: 


1 
———— =A[+B, 
PRSzi sl 


o sea, teniendo en cuenta que 2-y2 ¿+1=0, 
(44+2/2B)1-2/24-1=0. 


Dado que ¿ es no real, se deduce: 


24+/2B=0, 2/24 + 1 = 0de donde A = — 


Según el ejemplo 1) de 4), 


1 
De forma análoga se descompone, en R, F = TT 


se tiene: 
1 1 AX+B. 


ETE TEDME 
multiplicando esta relación por X? + 1 y reemplazando X por i, se obtiene: 


> de donde 4A=0, B=— 
(4 =0 era previsible, en virtud de la paridad de F.) 
2) F P x?+1 
o “ADO 
A priori, se tiene: 


=> (cuerpo Q). Los únicos polos en Q son 0 y 1. 


Bo, Bi Ba RAS, TX U 
CT CI O 


A 
a PSA 
En el ejemplo 1) de A), hemos calculado ya A, By, B,, Bo, By. 
Multipliquemos (2) por (X? — 2)? y reemplacemos X por y/2 (para efectuar los 
cálculos, se utilizan los restos módulo (X? — 2) de todos los polinomios hallados). 
Se obtiene: 
3 


42417 -12/2) 


es decir: 34R-245S-3+(1758- 24R)/2=0. 


=RY2+S, 
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Puesto que y2 0, R y S vienen dados por las ecuaciones: 34 R — 24 S — 3 =0, 
51 
175 —24R =0. Se deduce: R 07 S =36. 

(Se observará que en este cálculo, y2 ha desempeñado un papel meramente 
formal: el hecho de que sea real no ha servido para nada; sólo ha intervenido 
el hecho de que // 2 sea una raíz de X? — 2 en un cierto supercuerpo de O.) 

Para tener T y U, se procede «dando valores particulares» a X: X= —1 nos 
proporciona la primera relación: 

1 Bo Bi BBs 
E o =+Í-—>- S+T-U. 
g A+ 16 3 + 4 3 R+ + 

Multiplicando después (2) por X y «haciendo X infinito» (lo que equivale a 
comparar los grados de los numeradores tras haber reducido a denominador común 
en (2)), se obtiene la segunda relación: 


0=A+B3+T. 


365 
Estas dos relaciones nos dan, finalmente: T = — EE U =— 120. 
P_2X*+3X*"+4X*4+X-1 
YAA A (Guérpo AY: 
) 0 (X- D)(14? + X +1)? (Gucmpo!R) 


; 1 
La parte polar relativa al polo 1 es XT formamos F — HET 
1 (DO? +X+2)_ (X+ 1D) 4X42)_ 


F-— = == 
X-1 (X-D(4?+X+1)? (1424 X 41) 


Utilizamos la proposición VIL.2.2 tomando P=X?*4 X +1: 


X+1 X+1 
A?+X+ 1? X?4X+1? 


de donde inmediatamente: 


1 $ x+1 ye X+1 
X=1 "(PX +F1IP RL 


4F= (cuerpo R). 


ES 
(ay 
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En este caso lo más simple consiste en buscar ante todo la descomposición en C: 


EN 


1 > 2m-1 Ay A Ba 
(Y — emy? * y — gin 


F= = 
=P 
y Ay e Be 
da (0 ienin Y= eikr/my2 e7iprin y _ gikin 


2n-1 Ay ecipun B, e trn 
(Y — empmim)2 + h= Sara | 


k=0 
De ello se deduce que para todo entero p, 0 <p <2n—1l, 


A,=4Ao e2iprin B, = Bo piero 


El cálculo de A, y By no presenta dificultad alguna; se hace X =1 + U: 


xX"-1=U2n+nm2n-1)U+-=). (1) 
1 


1 
Y Ur +4nQn-1)U+-+]' 


F= 
U?[n+n2n-1)U+- 


La división según las potencias crecientes de 1 por 


4n(1+(Qn-1)U+-) 


hasta el orden 1 conduce a los valores: 


1 2n-—1 
Lh=—3. Bj== 
% 4p o 4n? 
Recapitulando: 
2ipajn bd 
e D= Li 
0 a 


indican aquí series formales de orden superior al del último término escrito, 


(1) Por convenio, los ... 
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Para obtener la descomposición en R, procedemos a reagrupar los términos 
conjugados; para l <p <n—l: 


As A, 1 [ 02 iprin e7 2 iprin ]- 


(A eiorin)? + (X= e Pm? == Am + Um 


LS a 
1 20052 p5 Xx 4 cos pz x+2 


E 1 
4? rs 
de (0 20069 har + 1) 2 


- 2cospEX+1 


2,% 
+ 2sen” p- 
P n 


(1020009 Fx 1) 


B, B, 21 eiprin e irrn 
UU + AU 2 ÁÉÁ l ———_—  ——z 
X — eiprn X — e rn 4n? X — eiPrn Xeon 
n 
| 
e RT E 
2n? 


Xx? - 2005 pIX + 1 


La descomposición de F en el cuerpo R es, pues: 


1 1 2n—1 1 


= ——3 = ————= + 
a 


n sen? pi 
+ 2n-1 di y n 
4n(X+ 1,23 m[x2 


US rn 
a QA 1) cos po X +2n-1+c082 PS 


PE 


Pal 2 Xx? — 2005 pT-X +1 
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C) Elementos cualesquiera 
Ejemplo 


1 
XX—D04-2' 

X? — 2 es irreducible en Q; designemos por a su raíz real: los números 1, a, a? 
son linealmente independientes en Q (sin lo que X? — 2 admitiría un divisor de 
grado 1 ó 2 con coeficientes racionales). 

A priori, tenemos: 


Descomponer sobre el cuerpo Q la fracción F = 


1 
Por el método habitual, se obtiene A = > B=-—1. 
Multipliquemos la relación anterior por X?* —2, y reemplacemos X por a. 
Teniendo en cuenta que a? =2, se obtiene: 


1 en 2 . 
Aye +Da+E; 


1=Ca*+(D-C)0+(E-D) a? En=(E-D) 02+(2 C-E)a+ UDC); 
(E-D)2+(2C0-Eja+AD-C)-1=0. 


La independencia de 1, a, a? sobre Q implica E =D,2C =Ey AD —C)—1=0, 


1 
de donde E=1, D=1 y C=>3 


$ VIL6 INTEGRACIÓN DE FRACCIONES RACIONALES 


Derivación formal 


A 
Si K designa un cuerpo conmutativo cualquiera, sea qn representante de la 


fracción Fe K(X). Probemos que la fracción: 


BA' — AB' 


mE (donde P' designa la derivada formal del polinomio P) 


LELONG |-18 
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A 

no depende del representante elegido. En efecto, si >. es un segundo representante 
1 
de F, se tiene: AB, = BA,. Debemos comprobar que 


BLAL¡—A,B¡ BA'-AB' 


B? AB 
o sea: BB(BA; — B,A')=B*A,B¡ — BLAB'; 


En el segundo miembro de esta relación, reemplazamos BA, por AB, en el primer 
término, y AB, por BA, en el segundo; se obtiene: 


BB(BA; — B, A') = BB(AB; — A, B”). 


Pero esta última relación se verifica, ya que, por derivación de AB, = BA,, se tiene: 
BA',—B,A'=AB',=A,B'. 


DEFINICIÓN VIL.6.1 
Se llama derivada formal de una fracción FeK(X), a la fracción 
BA' — AB' Á 
— AO en donde 3 designa un representante cualquiera de F. Se la 
: dF dei 
designa por F', o F(X), Gp y * dice que F es una primitiva 


E? 
(formal) de F'. 
Propiedades 


prolonga la derivación formal definida ya en K[X], 


Po dF 
— La aplicación Fh aX 


y es K-lineal. 
— Si FeK(X) y Ge K(X), se tiene: 


d dF dG 
(1) ar ES) = 3% C+F a 


Para comprobar (1), se efectúa simplemente el cálculo, haciendo 


F=5 y G= PO. R.SeKIX], 
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y observando que (1) es verdadera cuando F y G son polinomios. 


VIL6.1 En el supuesto de que el cuerpo K sea de característica nula, para que 
| la diferencia F — G sea constante (F, G e K(X)), es necesario y suficiente 
que F' =GC”. 


Demostración. Si F=G + Cte, se tiene F' =G', pues la derivada de una 
constante es 0. Recíprocamente, supongamos que F' =G”, o sea (F— G) =0. 


P 
Pongamos F=G en forma irreducible: F—G = o La hipótesis significa que 
QP' — PQ' =0, o bien: QP' = PQ”. 
Puesto que P y O son primos entre sí, el teorema de Gauss demuestra que Q 
divide a O” y P divide a P”, lo cual implica: Q = Cte, P = Cte, luego F — G=Cte. 
c.q.d. 


En este razonamiento se ha utilizado el hecho de que, si un polinomio divide 
a su derivada, es constante. Este resultado no es válido si K no es de característica 
nula. Por ejemplo, en Z/pz[X], el polinomio X” tiene derivada 0. 


Integración de fracciones racionales sobre C 


El problema es el siguiente: dada una función racional F, con coeficientes reales 
o complejos, hallar una primitiva de F. 

Es claro que si la fracción racional F admite una primitiva formal G en C(X), 
la función racional G es una primitiva de F. Empezaremos, pues, estudiando el 
problema desde un punto de vista algebraico, buscando las fracciones racionales 
que admiten una primitiva racional. Para ello, resultará cómodo descomponer 
en elementos simples (fórmula 7 del $2) las fracciones racionales consideradas y 
dar la siguiente definición: 


DEFINICIÓN VI1.6.2 


Sea a un polo de F de orden a > 1, en donde F es una fracción racional 
sobre C; y sea 
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la parte polar de F relativa a este polo. Al número Ay (cocicint del tér- 


1 
mino en — a )se le llama residuo de F en a. y se designa por 


Xx 
A, = Res(F. a). 


Una vez establecida esta definición, es fácil obtener el 


TEOREMA VIT.6.2 


Para que una fracción racional con coeficientes en C admita una primitiva 
racional, es necesario y suficiente que los residuos relativos a todos sus 
polos sean nulos. 

Demostración 


a) La condición es necesaria. Sea: 


G= E+ Y Y 


Aja May 


(en donde £ designa un polinomio y los A; designan constantes), una fracción 
racional cualquiera sobre C, descompuesta en elementos simples. Su derivada 


2 


aja y 


tiene todos sus residuos nulos. 
b) La condición es suficiente. 


Sea F una fracción racional que tenga todos sus residuos nulos. La parte en- 
tera de F, que es un polinomio, admite un polinomio por primitiva. Es suficiente, 
pues, probar que las partes polares de F poseen, cada una de ellas, una primitiva. 
Pero, por hipótesis, todas las partes polares de F son de la forma: 

As A, 
PE tt 
2. (X—ay (YX — ay 


y la fracción 2, admite como primitiva a la fracción: 


A, As E A, 
, X-a 2(X-a) (a — 1) (X — ay! 


Luego F admite una primitiva racional. c.q.d. 
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Ejemplos 
La fracción racional 


O A A. A 
TN CN 


admite como primitiva a 


IÓ 3 2X"-4X*+8X-3 
X=1"2M=D?. 2(X — 1) á 


Igualmente, 
x?-1 1 1 


= = + 
jj A+? 2(x+i?  2(4-i? 


admite como primitiva a 


aL y Ml 
TT IMF Xi] x7+1 


Nota. En ciertos casos, se podrá determinar la primitiva de F sin tener nece- 
sidad de descomponer F en elementos simples. En particular, si F es de la forma: 


en donde P designa un polinomio, con 2 > 2, admite como primitiva a 


e — La: 
=P" 


Caso general 


Si F es una fracción racional cuyos residuos no son todos nulos, es posible 
construir, por vía algebraica, una serie formal que sea una primitiva de la serie 
formal que representa a F, siempre que F no tenga al origen por polo. Pero esta 
serie carece de interés práctico por cuanto no se sabe «calcular» su suma. Aban- 
donaremos, pues, momentáneamente el Álgebra; y, para terminar el cálculo de pri- 
mitivas, nos limitaremos a las fracciones racionales con coeficientes reales. Es 
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evidente que bastará con determinar las primitivas de fracciones racionales de la 
forma 


en donde los A, son constantes. 
a) Caso de un polo real 


Si a, es real, la función xi admite como primitiva la función 
d 


X + 4¡Log|X-a;,|, 
que no es racional. 


b) Caso de un polo complejo 


Si la fracción racional F tiene los coeficientes reales, y si admite un polo a no 
real, admite también d como polo; y los residuos relativos a estos dos polos son 
imaginarios conjugados. Agrupando los términos relativos a estos polos, nos vemos 
conducidos a buscar una primitiva de una función de la forma 


Á 
Xx-=a 


D(X) = 


Haciendo A + 4 2a, a=p+ iq, 44 + Aa= —f, se tiene 


2aX +8 
Na == 
400 Xx? -2pX+q"” 


P, q, a, $ son números reales tales que p? — q <0. 
Podemos escribir: 


2U4X —p)+B420p_ (M0 2PX49Y, B+20p 


D(X) = 


X?-2pX+q X= 2pX+g X= 2pX+g" 
POP DY En ci . . 
2 PX HF q admite como primitiva a Log (X? — 2pX + q) (siendo siempre 


> 0 la función que hay bajo el signo Log). Por otro lado, 


1 1 
xX-2pxX+g (X-p?+g-p? 
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admite como primitiva a 
A 
q-p Va=p) 
Luego DP admite como primitiva a la función (no racional), 


E TS O a 


Ejemplo 


EXE admite como primitiva: 


La, xX+Xx+0D2+ y aras (272) 
_Log(X? + — . 
2 WE y3 


X-p 
——= arctg | ———). 
Yap? = =) 
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Capítulo VIII 


Espacios vectoriales 


Si bien no es indispensable, recomendamos al lector que no aborde este capítulo 
si no ha realizado la lectura del capítulo III, $ 8. 


$ VIL1 GENERALIDADES 
DEFINICIÓN VIH.1.1 


Sea K un cuerpo cualquiera (no necesariamente conmutativo). Un 
espacio vectorial por la izquierda sobre K (o un K-espacio vec- 
torial por la izquierda, o un espacio vectorial, cuandose trata de un solo 
cuerpo K) es un K-módulo por la izquierda. 


Según se sigue del final del capítulo III, un espacio vectorial por la izquierda 
sobre K es, pues, un conjunto E provisto de dos leyes: 

1) Una ley interna (designada aditivamente) que convierte a E en un grupo 
abeliano. 

2) Una ley externa (a, x) > a.x (ae K, xe E) de dominio K, tal que 


ox, +x2)=0x,+0x2, (0,+0),)x=0,x+02x (0,,07,,0€K,x,,x7,x€ E) 


y Blax) = (Baj.x (ae K, BeK, xe E); l.x =x (x€ E), en donde 1 designa el ele- 
mento unidad de K. 
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— Recordemos (final del Cap. ID) que se tienen las siguientes relaciones ele- 
mentales: 


0x.x =0Í — (Ox elemento nulo de K, 0, elemento nulo de E, xe E), 
2.04 =02  (1€K), 
(-D.x=-—x (x€e E). 


A los elementos de £ se les llama ordinariamente, vectores; y, para distinguirlos, 
a los elementos de K se les llama entonces escalares. 

A vectores x, y no nulos se les llama colineales si existe un 2 e K tal que y = Ax. 

— Sean E, F dos espacios vectoriales sobre el mismo cuerpo K. Una aplicación 
lineal (o K-lineal) de E en F, es un homomorfismo de espacios vectoriales so- 
bre K, es decir, una aplicación f tal que 


L,) para todo x€ E y todo ye E, f(x +») =£(0) +10); 
L;) para todo 2e K y todo x€ E, f(2x) = f(x). 


— Por definición, un subespacio del espacio vectorial E (sobre K) es un sub- 
K-módulo de E. Recordemos el teorema siguiente (cf. $ 111.8). 


TEOREMA VIII. 1.1 


Para que una parte no vacía F de E sea un subespacio vectorial de E, 
es necesario y suficiente que, para todos X,, Xy, x € F y todo 7, € K, se tenga 


x+xeF y ¿.xeF. 


En particular, el núcleo de una aplicación lineal de E en otro K-espacio 
vectorial F es un subespacio vectorial de E, y su imagen es un subespacio 
vectorial de F. 


Espacio vectorial cociente 


Sea E un K-espacio vectorial, F un subespacio y p : E-> E/p el homomor- 
fismo canónico del grupo aditivo E en el grupo cociente E] p. 

Demostraremos que, para toda clase X e E/ f, y todos x, x"€ X, y todo ¿€ K, 
se tiene: p(Ax) = p(2x'). En efecto, 


pax) — p(ax') = px — 2x) = lA — 0) 
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puesto que x — x'€F y puesto que F es un subespacio, se tiene: A(x — x') e F, 
de donde p(2(x —x')) = 0. De esto resulta que p(2x) depende sólo de 2 y de X. 

Si hacemos p(Ax) =2.X, se define una ley externa en E/f por medio de 
(A, X) > 2.X, y se verifica que, provisto de esta segunda ley, E/p" se convierte en 
un K-espacio vectorial. 

Por definición, al K-espacio vectorial así construido se le llama espacio vecto- 
rial cociente de E por F, y se designa E|Í. p: E—>ElF es entonces una apli- 
cación K-lineal. 


TEOREMA VIII. 1.2 


ElN ] 
E y F designan dos K-espacios vectoriales; sean f : E > F una aplicación li- 
neal, N el núcleo de f e I su imagen, p : E => ElN la proyección canónica y 
j: IF la inyección canónica, y f : EN —>1 el isomorfismo de grupos 
tal que: 


1 


Sf=jofop. 
Entonces Í es una aplicación lineal (luego, un isomorfismo) de E/N 
en el subespacio vectorial 1 de F. 


Demostración (abreviada). La existencia y la unicidad de f están garantizadas 
por los teoremas generales acerca de los grupos. Es suficiente ver que f verifica (Ly). 
Sean 12€ K, Xe ElN, x€ X. Se tiene: 


Tn) = Fox) = WVPop)Ux) = f(x) = 4103) 
¿LJ op) (x) = AX). 0.qud. 


I 


FOX) 


" 


Suma directa de » espacios vectoriales (suma directa «externa») 


E,, Es, ..., E, (neN*) designan K-espacios vectoriales. Dotamos al producto 
cartesiano E= E, x E, X ... X E, de la ley de grupo abeliano, originada por 
las leyes de los E,, y de la ley externa siguiente: 


SixeE y 24€K, x=(%, Xa, ---, Xx) con x; € Ej, 


(1) AN = Ud 2 
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Provisto de estas leyes, E se convierte evidentemente en un K-espacio vectorial. 


DEFINICIÓN VIIT.1.2 


Sean E,, E>, ..., E, espacios vectoriales. El producto cartesiano E, X E, X 
X ... X Es, provisto de la ley de grupo producto y de la ley externa defi- 
nida por (1), es un espacio vectorial llamado producto de los E,, o suma 
directa de los E,. 


” 
La suma directa de los E, se designa, a menudo, por O £,. Sc puede designar 


i=1 


n 
también por [[ E,. Así pues, las nociones de producto, y de suma directa, de un nú- 


il 
mero finito de espacios vectoriales, coinciden. Se definen también estas nociones de 
producto y de suma directa en el caso de una familia infinita de espacios vectoriales, 
pero entonces no coinciden. de 
Sean E,, E,, ..., E, K-espacios vectoriales y E = O E,. Para todo entero ¡ < n, 


i=1 
sea y; : Ej >E la aplicación tal que y;(t) = (4;)1<i<p» con a =1t, a, =0 para 
j Fi. y; es una inyección K-lineal, llamada canónica, con ayuda de la cual se puede 
identificar E, con un subespacio de E. 

Sea p; : EE, la ¡-ésima proyección. p, es K-lineal y epiyectiva, su núcleo 
es el espacio vectorial N, =E, X Ey X ... X Ejy X (0) X Ej4y X ... X Ey. Se- 
gún el teorema VIIL.1.2, E/y, es isomorfo a Ej. 

Observemos, finalmente, que p, o p; =P pop, =0 para i 4 j. Además, si 
designamos por / a la aplicación idéntica de £ por /, a la de E,, tenemos: 


pieY;=1;, y Vip =1. 
i=1 


n 
— Sean F un K-espacio vectorial, y f: F—> O E, una aplicación lineal. Con 
i=1 
las notaciones anteriores, los f, =p, o f son lineales. 


Dar una aplicación lineal f: F—> O E, equivale a dar n aplicaciones lineales 
i=1 
f.=pi0f, llamadas componentes de f. A 
Igualmente, dar una aplicación lineal g: O E, >F equivale a dar n aplica- 


ciones lineales g, =g o Y;. Her 
Suma de subespacios 
Sean E un espacio vectorial, y F,, Fa, ..., F, subespacios. La aplicación 


p: O F,>E definida por 


i=1 


PO =x,+X+>" + (x= (X)1<i<n3 Mi € Fi) 
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es K-lineal. Se le llama aplicación canónica. La imagen de q es el subespacio vec- 


ñ 

torial > F, de E, suma de los F, (recordemos que es el supremo de los F,, en el 
i=1 

conjunto de los subespacios de E ordenado por inclusión). 


DEFINICIÓN VIIL.1.3 


Si F,, Fa, ..., F, designan subespacios del K-espacio vectorial E. Se dice 


n 7 

que la suma > es directa, si la aplicación canónica de O F, en E 
i=1 d=1 

es inyectiva. 

Se dice que E es suma directa de los subespacios F; si esta apli- 

cación canónica es biyectiva. 


Decir que la suma de los subespacios F, es directa significa que, six = xXx, + xa + 
+... + xp, con x, € F, para todo i, la relación x =0 implica x, =0 para todo ¿. 


” 
O también: si xe > F,, x se puede expresar de manera única en la forma x = > x; 
con x, € F, para todo /. Y 


0 Decir que £ es suma directa de los F, equivale a decir que todo x € E se puede 


expresar de una manera, y sólo una, en la forma x = x;, con x; € F, para todo i. 


TEOREMA VIIL.1.3 


Si F,(1 < i <m) designa subespacios vectoriales del K-espacio vectorial E, 
la suma de los F, es directa si, y sólo si, se verifica la condición siguiente: 
para todo i (1 <i<m), se tiene: 


Any E) - 10. 


Demostración. La condición es necesaria, pues si la suma de los F, es directa, 

y si xeF.n(2 By se tiene: x= > x,, con x, € F,, de donde x — * x,=0, lo 
<i j<i j<i 
que implica x =0 ya que x€ F,. 

La condición es suficiente: si suponemos que se verifica, y x es un elemento 
de FF, x=xX,+XM2+ ... + Xp, xEF,, para 1 <i<m. Si x=0, vemos que 
todos los x, son nulos, pues si no lo fuesen, se podría definir el mayor de los en- 
teros k tales que x; * 0, y llamando ¡a este entero, se tendría: x, =— Y x, y 
x,% 0, lo cual contradeciría la hipótesis. c.q.d. 45% 
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O Caso particularmente importante 


El espacio vectorial E es suma directa de dos subespacios F y G si, y sólo si, 
se tiene: FAG =(0) y F4G=E. 

Cuando esto ocurre, se dice que F y G son suplementarios (en E). 

Sea E un espacio vectorial, suma directa de los subespacios (F;)¡<i<n. Todo 


n 
x€E se expresa de manera única en la forma x = 2 x;, con x, € F,. 
i=1 


Pongamos x, = qu(x). El estudio de las sumas directas externas realizado antes, 
muestra inmediatamente las siguientes propiedades: q, es lineal, epiyectivo, de 


núcleo > F,. Para ¡A j, q, o q,=0, y q? = q; Finalmente > q, = Ig(en donde 1, 
JA il 
es la aplicación idéntica de E). Resumiendo estas propiedades, se dice: 


qu es la proyección de E sobre F,, paralelamente a > F,. 
se 


En particular, si F y G son suplementarios en E, vemos (aplicando el teo- 
rema VII1.1.2 a las proyecciones de E sobre F y G) que G es isomorfo al espacio 
cociente E| p. Por lo tanto, todos los suplementarios de un subespacio dado F de E 
son isomorfos entre sí. (En el caso general, la existencia de tal suplementario no 
es evidente y resulta del axioma de la elección. Veremos una demostración ele- 
mental de esta existencia en el caso de los espacios de dimensión finita). 

He aquí una aplicación importante del teorema VII1.1.2. Designemos por F y G 
dos subespacios de un K-espacio vectorial E, y sea p : FO GE la aplicación 
canónica. El núcleo N de y es el conjunto de los (x, y) (x € F, y € G) tales que 
x+y=0. La imagen de p es F+G. La aplicación ¡: FAG-—=>N, tal que 
j(«) = (x, — x), es lineal e inyectiva. Es epiyectiva, pues si x + y =0(x€F, y € G), 
se tiene: x =— y, de donde xeG e peF, xeFNG e y=—x. Luego FAG 
y N' son isomorfos. Se deduce que el espacio vectorial F + G es isomorfo al espacio 
cociente (F 9 G)/¡(En G): 


VIIL1.4 Si F y G designan dos subespacios del K-espacio vectorial E, los es- 
Il, pacios vectoriales F + G y (F O G)/¡(F A G) son isomorfos. 


Restricción de escalares 


Sean E un K-espacio vectorial, L un cuerpo, y p un isomorfismo de L en un 
subcuerpo de K. Dotemos a E de la ley externa siguiente (designada por *) de do- 
minio L: si beL y x€E,esbx x= plb).x. 
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Entonces E se convierte en un L-espacio vectorial, que se llama espacio dedu- 
cido de E por restricción a L de los escalares. En particular, esto se aplicará cuando L 
sea un subcuerpo de K y p: L—= K la inyección canónica. 

El segundo problema: conociendo un L-espacio vectorial F, deducir un K-espacio 
vectorial, es mucho más delicado. Se trata muy elegantemente con la teoría del 
producto tensorial, pero sobrepasa los límites de nuestra obra. 


$ VIL2 CARACTERIZACIÓN DE LAS BASES 
DE UN ESPACIO VECTORIAL 


K designa siempre un cuerpo cualquiera. En el capítulo III hemos visto lo que 
se entiende por familia generatriz, parte generatriz, familia libre, parte libre y base 
de un módulo. Por definición, una familia generatriz [resp. parte generatriz, familia 
libre, parte libre o base] de un espacio vectorial E sobre K es una familia gene- 
ratriz [resp. parte generatriz, familia libre, parte libre o base] del K-módulo E. 
Por ejemplo, una parte S de E es no libre, o ligada, si existe una parte finita X de 
5, y una familia (2,),.y de elementos de K no todos nulos, tales que 


Y 4 0. 

xexX 
En caso contrario, S es libre, A los elementos de una parte libre (resp. no libre) 
se les llama linealmente independientes (resp. ligados O linealmente dependientes). 

Análogamente, una familia (a;);¿, de elementos de E recibe el nombre de 
familia generatriz si, para todo x e E, existen escalares 2; e K (ie 1) casi todos 
nulos (e.d. nulos a excepción de un número finito de ellos) tales que 

xo. Y 4,4; 
iel 

Una base de E es una familia a la vez libre y generatriz (cf. $ 111.8). 

Vamos a establecer ahora un teorema que se aplica únicamente a los espacios 
vectoriales y que permite reconocer si una parte de un espacio vectorial constituye 
una base. 

Recordemos (cf. Cap. TIT) que, por convenio, el conjunto vacío es una parte 
libre de E, y que es cómodo escribir 


Y 4,x=0 
xD 


a fin de no tener que analizar en las demostraciones demasiados casos particulares. 
Ante todo estableceremos un lema: 


VIIL.2.1 Si x designa a un elemento no nulo del espacio vectorial E, [x) es una 
[| parte libre de E. 
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Demostración. Sea 2 e K tal que ¿x =0. Se demuestra, por reducción al ab- 
surdo, que 4 = 0. Si no lo fuese, 4 sería invertible en K, y se tendría 


11.40) =0 = (Mtv a =00, 


lo cual es absurdo. c.q.d. 


TEOREMA VIII.2,2 


Sea 2 una parte no vacía del K-espacio vectorial E. Las propiedades que 
siguen son equivalentes: 

a) 2 es una base de E; 

b) 2 es una parte generatriz de E minimal respecto de la inclusión 
(es decir, 2 es un elemento minimal en el conjunto de las partes genera- 
trices de E, ordenado por inclusión); 

Cc) 2 es una parte libre de E, maximal respecto de la inclusión. 


Demostración. Bastará con establecer las implicaciones: 
(a) > (b), (b) > (a), (a) > (ce) y (c) > (a), 


(a) => (b). Si 4 es una base, 4 es una parte generatriz. Sean be 2 y E=2 1D). 
Si 6 fuese una parte generatriz, existirían escalares (2.)ce« casi todos nulos, tales 
que b= Y 4,c. Escribiendo esta relación en la forma 1.b — Y 2,c = 0, vemos 
ct cet 
que 42 no es una parte libre. Luego % no es una parte generatriz. 
(b) > (a). Sea 2 una parte generatriz minimal de E. Para probar que 2 es 
una base, es suficiente demostrar que 4 es libre, pues, en caso contrario, existirían 


escalares (2,)» ea casi todos nulos, pero no todos nulos, tales que > 4, b=0. Sea 
bed 

ahora be 2 tal que A, 4 0. La relación precedente implica b= > (— 2,12, c, 
ces 


con € = 2 (b). 
Esta relación demuestra que $ sería una parte generatriz de E, estrictamente con- 
tenida en 2, contrariamente a la hipótesis. 
(a) > (c). Si Y es una base, entonces 2 es una parte libre maximal. Sea 
*eENZg Existen escalares (2,)»<a casi todos nulos, tales que x= 2 24,b. Ha- 
bea 


cemos 4, =—1 y € =2U(x). La relación anterior se escribe > 4,c=0; y 
cet 
puesto que 4, = —1 4 0, vemos que £ es no libre. 


(e) => (a). Si Y es una parte libre maximal, entonces 2 es una parte genera- 


triz. Sea xe E.Si xe%, x es evidentemente combinación lineal de los elementos 
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de %. Si x¿ 2, el conjunto € =B u [x) es una parte no libre (puesto que 2 es 
maximal). Existen entonces escalares (2,)e e« casi todos nulos, pero no todos nulos, 


tales que > 4,c =0; y se tiene 4, % 0 (si no 2 no sería libre). Esta relación im- 
ces 
plica, pues: 


x= E C4tayh, 
bea 
en otras palabras, x es combinación lineal de los elementos de 2. c.q.d. 
Otro resultado fundamental relativo a las bases es el siguiente: 


VII.2.3 Sean E, F dos espacios vectoriales sobre un cuerpo K, (€;)jey una base 
de E, (a;);e, una familia cualquiera (con índices en 1) de elementos de F. 
Entonces 

a) Existe una aplicación lineal única 


p:E->F 
tal que: 
Viel, ple) = 4; . 
b) Para que p sea inyectiva (resp. epiyectiva, biyectiva), es necesario y 


suficiente que (a,);e, sea una familia libre (resp. una familia generatriz, 
una base). 


Demostración. El apartado b) es prácticamente evidente. Nos limitaremos a 
demostrar a): Si y existe, sea (2,);e, una familia de escalares casi todos nulos. Se 
tiene necesariamente: 


De ahí la unicidad de q. 


Reciprocamente, a todo x€ E, asociamos la familia (A¿(x));e, de sus coorde- 
nadas en la base (e;)jÉ,. Estos 2,(x) son casi todos nulos, y la aplicación y : x= 
e 3 4/00) a, es lineal, y verifica: Vie 1 p(e) = a. c.q.d. 


iel 
La aplicación y se ha obtenido «prolongando por linealidad» los e; 4. 


Nota. Sea K' el K-espacio vectorial F(I, K) de las aplicaciones de / en K. El 
conjunto (designado por K, de las familias (2,)je, de escalares casi todos nulos 
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de K, forma un subespacio vectorial de K*. El hecho de que (e;);¿, sea una base se 
interpreta por la propiedad de que la aplicación 


T:E->K" 
xo (bie 


es un isomorfismo de espacios vectoriales. 


$ VIIL3 TEOREMA DE LA DIMENSIÓN FINITA 


e En este $ los espacios vectoriales considerados tienen por dominio de opera- 
dores un cuerpo K cualquiera. 

En lo que sigue, si E es un espacio vectorial y A es una parte de E, el subes- 
pacio engendrado por A en E se designará por Vect (4). Recordemos que es el con- 
junto de las combinaciones lineales de elementos de A (cf. $ !L8, p. 131). Se tiene 
inmediatamente: 


Vect (Au B) = Vect (4) + Vect (B) 
Vect (A N B) a Vect (4) n Vect (B) 
(con el convenio: Vect (5) = (0), 
si Ac B, Vect(4) < Vect(B), 
Vect (Vect (4)) = Vect (4). 


DerIniciÓN VIH.3.1 


Un espacio vectorial E es de dimensión finita si existe en E una parte 
generatriz finita; en caso contrario es de dimensión infinita, 


Propiedades inmediatas 


a) Si E es de dimensión finita, el cociente de E por un subespacio cualquiera 
es de dimensión finita. (Pues la imagen de una parte generatriz de £ por una aplica- 
ción lineal f es una parte generatriz de f(£).) 

b) Si E y F son de dimensión finita, E x F es de dimensión Jinita: pues si 
Vect (S) = E y Vect (T) =F, se tiene Vect (S x T)=E x F. 

Por el contrario, no es evidente que, si F' es un subespacio de un espacio de 
dimensión finita E, F sea de dimensión finita. En efecto, si Vect (S) = E, y sino 
se verifica que S< F, en general Vect (SN F) no es igual a F. 
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c) 10) es un espacio de dimensión finita. Por definición, su dimensión es el nú- 
mero entero cero; a (0) se le llama espacio vectorial nulo. 
d) De toda parte generatriz X de un espacio vectorial de dimensión finita, se 
puede extraer una parte generatriz finita S. 
En efecto, sea T una parte generatriz finita de E. Para todo t e T, existen esca- 
lares (2+,)yes, casi todos nulos, tales que 1 = > 2,,.5; designemos por S, a la parte 
sz 


(finita) de 2, formada por los 2,,, tales que 2,,, + 0. Es evidente que la parte finita S 
de 2 definida por S = U S, es generatriz. c.q.d. 
ter 


TEOREMA VIIT.3.1 


Sean E un espacio de dimensión finita, L una parte libre de E y Z una parte 
generatriz de E. Entonces L es finito, y existe una base finita B de E, tal 
que LE B<(LuZ). Luego: toda parte libre L (y, en particu- 
lar, toda base) de E es finita; y (tomando L = £5) toda parte gene- 
ratriz de E contiene una base de E. Por consiguiente, E admite 
al menos una base finita. 


Demostración. Designemos por S una parte finita de Y que también sea ge- 
neratriz (cf. propiedad d)). Sea Y el conjunto de las partes M de S tales que Lu M 
sea una parte libre de £. Es claro que 3 e 4, y S es no vacio. Por otra parte, 
puesto que S es finito, .7 también lo es. Existe, pues, un conjunto M, € 4, por lo 
menos, cuyo cardinal es máximo. Probemos que S < Vect(L U Mp). En caso con- 
trario, existiría un s€ S tal que sé Vect(L U Mp), y L U MyU (s) sería una parte 
libre de E. Entonces se tendría: 


(Mu is eS, y: cad(Mou(s))= card(Mo) +1. 


lo cual es absurdo. 

Puesto que S< Vect(Lu My), se tiene: Vect(S)= Vect(Lu Mp), o sea 
E =Vect (Lu M,), lo que demuestra que Lu M, es una parte generatriz de E. 
Puesto que Lu M, es libre, es una base de £ y, por lo tanto, una parte generatriz 
minimal de E (cf. VIL2.2). Según la propiedad d) anterior, resulta que el con- 
junto LU M, es finito. A fortiori, L es finito, y la base B= LU M) verifica las 
relaciones enunciadas. c.q.d. 


TEOREMA VIIL3.2 (llamado «de intercambio») 


Sea A una parte de un espacio vectorial E. Para todo x€ E y todo y € E, 
las relaciones x e Vect (A U [y)) y x ¿Vect (4) implican: y e Vect (Au(x)). 
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Demostración. Por hipótesis, existen escalares casi todos nulos (2,)ueí4u1:) 


tales que x = BA 2,-4;y como x € Vect (4), se tiene: 2, + 0.La relación an- 
ue(Auly) 


terior implica pues: 


x= Y (47*.2,).a, de donde ye Vect(4 U [ x )). c.q.d. 


asA 


Recordemos (111.8.4) que si (a;);¿, es una familia libre de un espacio vectorial E, 
la aplicación ¡+ a,, de Y en E, es necesariamente inyectiva. Luego, si / es finito, 
el cardinal de / es igual al del conjunto asociado a la familia (a,);¿,. Diremos que 
este cardinal es el cardinal del conjunto de los (a;), o el número de elementos de (a,). 


TEOREMA VIII.3.3 (Teorema de la dimensión) 


En un espacio vectorial E de dimensión finita, todas las bases son finitas 
y tienen el mismo número de elementos. 


Demostración. Según las observaciones anteriores, podemos limitarnos a con- 
siderar las bases de E que son partes de E. 

Si E= (0), su única base es 2, en virtud de los convenios realizados, y el 
teorema, en este caso, queda demostrado. Supongamos pues que E X (0). 

Según VIIL3.1, existe una parte finita B de E que es una base de £. Hagamos 
n = card (B), y se tiene n > 1. Vemos en primer lugar que si C designa otra base 
de E, C es finito (cf. VUI3.1). Para establecer que card (C) = nm, escribiremos 
p=card (BAC) (0 <p < m), y razonaremos por recurrencia sobre el entero 
q=n=p. 

a) Siq=0 se tiene BS C. Puesto que C es una parte libre, y B una parte 
libre maximal, se deduce B= C, de donde card (C) =n. 

b) Supongamos demostrada la propiedad cuando n—p=q(q <n—1), y 
vamos a ver que es también verdadera cuando n —p = q + 1, lo que implicará 
que es verdadera para n—p =0, 1, 2,..., n, es decir, cualquiera que sea p. 

Consideremos entonces una base C de E, tal que el card(BAC)=p=n— 
—q — 1. Esta relación, junto con las hipótesis, muestra que C no está contenido 
en B. Sea entonces c e CB. El conjunto C,=CX(c) no es una parte generatriz de E 
y, por lo tanto, existe un b € B tal que b £ Vect (C,). Como también se tiene 
be Vect (C) = Vect(C, U [c)), el teorema de intercambio (VIH1L.3.2) implica que 
ce Vect(C, U (by), de donde Vect (C, U (bj) = Vect (C, U [cj) = E. Pero el con- 
junto C,=C, U (b) es una parte libre de E, luego C, es una base de E que tiene 
en común con B los p elementos de B NC y el elemento bh, que no pertenece a 
B NC. Las bases B y C, tienen, pues, p + 1 elementos comunes, y por hipótesis 
de recurrencia se tiene card (C,) = n. Pero es claro que card (C) = card (Ca), luego 
card (C) =m. c.q.d. 
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Notaciones 


Antes de desarrollar las consecuencias de este teorema fundamental, precisare- 
mos ciertas notaciones. Si 7 designa un conjunto finito, y si (a,);e, es una base del 
espacio vectorial E, el conjunto asociado a esta familia se designará por (a,)je7. Por 
ejemplo, si 7 = NE, (€,, €, .... €n) = lO hi<icn designará la parte de E formada 
por los (e;), mientras que (€,, ..., €n) =(€)1<i<n; designará la familia (e,). Se ob- 
servará que si se fija el conjunto ([e,),<¡<n, existen n! familias de E, de la forma 
(fi<i<nw que lo admiten por conjunto asociado. Dar una de estas familias equivale 
a dar una reordenación del conjunto N*. A una familia finita se le llama, a veces, 
sistema. 


DEFINICIÓN VIIT.3.2 


Sea E un K-espacio vectorial no nulo de dimensión finita. Al entero n > 1, 
número de elementos de una base cualquiera de E, se le llama dimensión 
del espacio vectorial E. Se designa por dimx E, o dim (E) (cuando sólo está 
en juego el cuerpo K, y no hay peligro de confusión). A la dimensión del 
espacio vectorial engendrado por una familia de elementos de un espacio 
vectorial se le llama rango de esta familia. 


Vamos a desarrollar ahora las consecuencias del teorema de la dimensión. 


VIII.3.4 Toda parte libre L de un espacio vectorial E de dimensión finita n 
tiene a lo sumo n elementos; toda parte generatriz S de E tiene por 
lo menos n elementos. 


Demostración. En virtud de VIM.3.1 y de la nota que precede, existe una parte 
generatriz finita Sy de E, tal que Sy < S, y existe una base B de E tal que L< B; 
luego existe una base B' de E tal que B'< S, (según VIIL3.1 aplicado a L= 2). 
Con la ayuda de VIII 3.3 se concluye la demostración, puesto que card (B) = 
= card (B") =n. c.q.d. 


VIIL.3.5 En un espacio vectorial de dimensión finita n, toda parte libreL que posea 
n elementos es una base; toda parte generatriz S que posea n elementos 
es una base. 


Demostración. Si volvemos a considerar el razonamiento de VIII.3.4, vemos 
que L está contenido en una base, y que S contiene una base. Basta pues con 
aplicar VIIL.3.3. c.q.d. 
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VIIL3.6 Todo subespacio F de un espacio E de dimensión finita es de dimensión 
I finita y se tiene: dim (F) < dim (E). 

Demostración. Toda parte libre de F tiene a lo sumo » elementos. Sea p el 
número máximo de elementos de una parte libre de F, y L una parte libre de F 
de cardinal p, luego se tiene p < n. Además, en F, L es una parte libre maximal, 
luego es una base (T. VII1.2.2). c.q.d. 


Nota. Para todo ae Es.(0), el conjunto Ka = (2a| 2 € K) es un subespacio 
de dimensión 1 llamado recta vectorial. 


VIIL3.7 Si F es un subespacio de dimensión finita E y si dim (F) = dim (E), 
II se tiene F = E. 


Demostración. En virtud de VIIL3.2, toda base de F es una base de E. c.q.d. 

Sea B una base de un espacio vectorial no nulo E, y consideremos una parti- 
ción finita (C,, Ca, ..., C,) de B. En estas condiciones, E es suma directa de los 
subespacios Vect (C,). En efecto, es cierto que E es suma de los Vect (C,) y se com- 
prueban sin dificultad las hipótesis de VII.1.3. Como aplicación de esta propiedad, 
se tiene el: 


TEOREMA VIIT.3.8 


Todo subespacio F de un espacio vectorial de dimensión finita E admite 
un subespacio suplementario. 


Nota. Podemos suponer E % F y F 4 40). 


Demostración. Sea C una base de F, luego C es una parte libre de £, y existe 
una base B de F tal que C< B. Pongamos D = B”.C. Puesto que [C, Dj es una 
partición de B, Vect (C) = F y Vect (D) son suplementarios (cf. p. 285). 

En el transcurso de la demostración de VIII.3.8 hemos utilizado el resultado 
siguiente, llamado «teorema de la base incompleta», que es un simple corolario 
de VIIL.3.1 y de VII.3.3: 

O Toda parte libre L de un espacio vectorial E de dimensión finita se puede com- 
pletar hasta obtener una base de E adjuntando elementos convenientes de E, en nú- 
mero igual a dim (E) — card (£). 


VIIL3.9 E y F designan espacios vectoriales de dimensión finita. Se tiene 


II dim(E x F) = dim(E) + dim (F) 
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Demostración. Sean Buna base de E y C una base de F. Pongamos B, = B x (0), 
C,=(0) x C. B, UC, es una parte libre de £. Además, B, U C, es una parte 
genetriz de E, pues si z =(x,y)€ E x F, y es B=4b,, ...,bpj y C=4C1, ..., Ca), 
existen escalares 2;, ..., Ap» Mty ->-» 4 tales que 


x=) 4b, y y=Y myC,, de donde ==) 24b,, 0) + Y uf0, c;). c.q.d. 


Por recurrencia, se deduce de VIII.3.9 que, si los E, son de dimensión finita, 


” ” 
sim($ £,) = Y dim(E). 
i=1 i=1 
O COROLARIO. Si E es suma directa de los subespacios (Fi)i<icn, se tiene tam- 


bién: dim (E) = Y dim(F). 
a 


TEOREMA VIII.3.10 
Para todo subespacio F de un espacio vectorial E, de dimensión finita, el 
espacio El y es de dimensión finita, y se tiene: 
(1) dim (F) + dim (E/f) = dim(E). 


Demostración. F admite un suplementario G, y el teorema resulta del hecho de 
que El y G sean isomorfos, y de VIIL3.9.]] 


O COROLARIO 


Sean E un espacio de dimensión finita y F un espacio vectorial. 
Para toda aplicación lineal f: E > E, si Ker f e Im f designan el núcleo 
y la imagen de f, respectivamente, se tiene: 


(2) dim (Ker f) + dim (Im f) = dim (£). 


Demostración. En virtud de VIII.1.2, Im f es isomorfo a £/Ker f. Bastará apli- 
car (1).]] 


Ejemplo fundamental de espacio de dimensión finita 
En lo que sigue, 0,, designa el símbolo de Kronecker: 0; =0 sii A j y 05 = 1. 


Consideremos el K-espacio vectorial K”. Los elementos (€;),<;¡<n, en donde e; de- 
signa al elemento de coordenadas (9;,)<;<n» forman una base de K”, llamada 
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base canónica. Así, K” es de dimensión finita n, y es el modelo de todos los 

espacios de dimensión n sobre K. En efecto, sea E un K-espacio vectorial de dimen- 

sión n, y (b,, ..., b,) una base de E; la aplicación f : K” > E, tal que f((Ay, ..., 21)) = 
” 

= Y 2,b;, es un isomorfismo de K” en E. Sin embargo, ninguno de estos isomór- 


i=1 
fismos es privilegiado, y para determinar uno de ellos, basta con dar una base orde- 


nada (b,, ...,b,) de E. 
Restricción de escalares 


Sea K un subcuerpo del cuerpo L, y sea E un espacio vectorial de dimensión 
finita n sobre L. L es canónicamente un espacio vectorial sobre K, y suponemos 
que dim,(L) = p. En estas condiciones, el espacio vectorial Ex) obtenido por res- 
tricción de los escalares a K (final del $1), es de dimensión np. 

A fin de establecer esta propiedad, designemos por (b,, ..., b,) una base de E 
sobre £L, y por (yy, ...,p) una base de L sobre K. Si x€ E, x se escribe: 

x= Y 4¡b,, con 2eL. 


i=1 


Por hipótesis, existen escalares p, € K tales que 


1< ¡Sn 
1<j<p 


La 
2di= Y PiYj, de donde x= DY py.p,bi. 
j=1 


Luego la familia (y, b;)¡<i<ny es un sistema de generadores de Ex). 
1<j<p, 
Supongamos por otra parte, que se tiene: 2 py», b,= 0. Puesto que los (b,) 


1) 
son libres sobre L, se deduce, para todo ¡, > pis y, = 0. Los y, son libres sobre K, 


y esto implica p;, = 0 para todo ¡ y todo j. Luego Cv, Did1i<i<ny es una base de Ey 1 
I<j< 

En particular, este resultado se aplicará cuando K —=R y L=C. 

Se tiene que dimp C = 2, pues (1, ¿) es evidentemente una base de C sobre R. 
Todo espacio vectorial de dimensión finita n sobre C es, pues, un espacio vectorial 
de dimensión par 2 n sobre R. 

Deberá tenerse mucho cuidado en no confundir la C-linealidad y la R-lineali- 
dad, cuando C y R estén en juego. 


Codimensión 
DEFINICIÓN VIII[.3.9 


Sean E un K-espacio vectorial y F un subespacio de E; si E|É es de dimen- 
sión infinita, se dice que F es de codimensión infinita. Si Elp 
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es de dimensión finita, al entero dim(E] p) se le llama codimensión de F, 
y se designa por codimy (F) (o codim (F)), a los subespacios F de E tales 
que codim (F) = 1 se les denomina hiperplanos de E. 


Si G es suplementario de F, sabemos que E/F y G son isomorfos. Luego 
codim (F) = dim (G). 
En particular, si E es de dimensión finita, se deduce de (1): 


(3) dim (F) + codim (F) = dim (E). 


$ VIL4 ESPACIOS VECTORIALES Y APLICACIONES LINEALES. 
RANGO DE UNA APLICACIÓN LINEAL 


Sean E, F dos espacios vectoriales cualesquiera sobre el cuerpo K, y seaf : E-> F 
una aplicación lineal. Se ve fácilmente que f transforma una parte generatriz de E 
en una parte generatriz de f(£). Luego, si E es de dimensión finita, f(£) es de di- 
mensión finita. 


DEFINICIÓN VIII.4.1 


Sean E un espacio vectorial de dimensión finita, F un espacio vectorial 
y f:E>F una aplicación lineal. La dimensión del espacio imagen f(E) 
se llama rango de f, y se designa por rg (f). 


Las propiedades que siguen son inmediatas pero muy importantes: 
1) rg(f) < inf (dim (E), dim (F)). 
Además, rg (f) = dim (F) si, y sólo si, f es epiyectiva, y 


rg (f) = dim (£) 


si, y sólo si, f es inyectiva (cf. VIL.3.7 y VIL3.10). 

2) Sea de nuevo f: E>F una aplicación lineal, en donde E designa un es- 
pacio de dimensión finita n, y designemos por (e,, ..., €,) una base de E. La familia 
(fer), -.., f(e,)) es un sistema de generadores de la imagen 7 de f, por lo tanto, 
se tiene: dim (Imf) =n si, y sólo si, (f(e,), .... f(e,)) es una familia libre de F. 

Volvamos al caso de dos K-espacios vectoriales cualesquiera E, F y designemos 
por £ (E, F) al conjunto de las aplicaciones lineales de £ en F. Recordemos que 
es posible dotar a .Z¿(E, F) de una estructura de grupo abeliano. Para todo 
fe Li(E, F) y todo ge L(E, F), f + g es la aplicación: 


xef0)+g) (eE). 
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Para todo fe L(E, F) y todo ¿€ K, sea Af la aplicación 


x ef) (xeE£). 


2f es un homomorfismo del grupo abeliano E en el grupo abeliano F, pero en ge- 
neral no es una aplicación lineal. En efecto, para yy e K, se tiene: 


If ux) = A) = AI 


Decir que Af es lineal equivale a decir que 
IS) = MOP) (0) = MAS) = UDI » 
por lo tanto, a decir que 


(1) (Qm.f6) =(12)/(x) para xeEjldeK,peK, 


lo cual, en general, no se verifica. Si Ju = 42 para ¿e K y pe K, (1) se verifica, 
y es fácil ver: 


VIIL4.1 Si K es conmutativo, la aplicación (2,f)> 2f de Kx LLE, F) en 
L E, F) define, en el grupo L (E, F), una estructura de K-espacio vec- 
torial. 


TEOREMA VII1.4,2 


Si el cuerpo de base K es conmutativo y si los espacios vectoriales 
E y F tienen dimensión finita, el espacio vectorial L LE, F) tiene dimen- 
sión finita, y se verifica: 
dim (L (E, F)) = dim (£) x dim (FP). 
Demostración. Sean (€,, ..., en) y (fi ...,f,) bases de E y de F, en donde 
n = dim (E) y p = dim (PF). 
Para todo elemento x = > x, e; de E (x, e K) y toda aplicación lineal u : E ->F, 
se tiene: 


0 u(x) = Yu(x,e) = Exute), 


luego u está determinado de forma única por los u(e;), 1 <i<m. 
Pongamos 


ue) = y ayf, (4: eK). 


j=1 
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Utilizando la conmutatividad de K, y cambiando ¡ y j, (2) implica: 


(E) «e)= Y (a), = Y ( > (2) f. 


Designemos por 4, a la aplicación lineal de E en F tal que u,,(e)) =f, (1 <i< p) 
y Uyle;) =0 si k 4 j, (3) muestra que se verifica: 
u= Y 40. 
1<i<n 
1<j<p 
Luego la familia (u,,) engendra ZP (E, F). Finalmente, la familia (;,) es libre, 
pues una relación de la forma 
Y 24i¡=0 (¡€ K) 


» 
implica, por aplicación al elemento e,: > 2,,f, =0, y es 2 =0 para 1 <i<p 
l=1 
(puesto que (/)1>;>p es libre), luego 2,, = 0 para todo par (i, j). Puesto que el nú- 

mero de los u,, es np, el teorema está demostrado. ]] 


O Caso en que E = F 


Sea de nuevo E un espacio vectorial sobre un cuerpo cualquiera K, y sea £ (E) 
el grupo aditivo de los endomorfismos de £. Se define en Z,(E) una estructura 
de anillo estableciendo, para ue L.(E) y ve Lx(E): u.v =uo v (compuesta de 
las aplicaciones u y v). Si E 4 (0), L(E) es un anillo unífero, cuyo elemento 
unidad es la aplicación idéntica. En lo sucesivo, a este elemento unidad lo desig- 
naremos siempre por e. 

AL grupo de los elementos invertibles del anillo 2,(E) se le llama grupo lineal 
de E, y se designa por GL(£). Establecido esto, el teorema de la dimensión per- 
mite, cuando £ es de dimensión finita, caracterizar los elementos de GL(£): 


TEOREMA VITL.4,3 


Sea E un espacio vectorial de dimensión finita n sobre el cuerpo K, y sea 
u un endomorfismo de E. Las propiedades siguientes son equivalentes: 


(si n > 1) 

a) u es invertible, €) u es invertible por la derecha, 
b) rg (u) =n, f) u es invertible por la izquierda, 
Cc) u es inyectiva, £) u es regular por la derecha, 


d) u es epiyectiva, h) u es regular por la izquierda. 
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Demostración. Esinmediato que a) implica las restantes propiedades b) a /r). Ade- 
más, a), b), c) y d) son equivalentes en virtud de VHIL3.5, VIIL.3.7 y VIIL3.10. 
Puesto que e) implica g) y que f) implica /), bastará con establecer las implica- 
ciones g) > b) y h) > b). 

1) Para establecer g)=> b), probaremos que 


(rg (u) <n) => (no (g)). 


Sea I la imagen de u. Puesto que rg (u) <n, se tiene dim (1) <n. Sea H un 
subespacio suplementario de / en E. Puesto que dim (7) + dim (4) = nes H 4 (0). 
Designemos por p: E >H a la proyección de E sobre H, paralelamente a /. p es 
epiyectiva, luego no nula ya que H 4 (0; y evidentemente p o u =0, luego u no es 
regular por la derecha. 

2) Para establecer h) > bh), probaremos que: (rg (u) < m) > (no (11). 

Sea N el núcleo de u. Puesto que rg (u) <n, la relación: 


rg (u) + dim(N)=n prueba que dim(N)> 0, de donde: NX (0). 


Sea H un subespacio suplementario de N en E, y sea q: E>N la proyección 
sobre N paralelamente a H. Puesto que q es epiyectivo y N 4 (0), vemos que es 
q % 0. Luego es inmediato que u o q =0, y u no es regular por la izquierda. 
c.q.d. 

Cuando el cuerpo de base K es conmutativo (y suponiendo siempre que n > 1), 
L' (E) es un espacio vectorial sobre K. La estructura de anillo de P,(E), y esta 
estructura de espacio vectorial, hacen de 2,(£) una K-álgebra, como se comprueba 
inmediatamente. En este caso, si E es de dimensión finita n, L,(E) es de dimensión 
finita 1? (T. VIN.4.2). 


Nota. En el caso en que el cuerpo de base K sea conmutativo, en virtud de lo 
que antecede, se tiene una demostración mucho más rápida de las implicaciones 
g) > b) y h) > b) del teorema VIII.4,3. Por ejemplo, probemos g) => b) (supo- 
niendo establecidas las otras propiedades). 

Decir que u es regular por la derecha significa que la aplicación 7,:f>f o u, 
de £,(E) en sí mismo, es inyectiva. Puesto que 7, es una aplicación lineal y P,(E) 
es de dimensión finita, 7, es biyectiva, y en particular, existe g tal que g ou=e, 
luego u es invertible por la izquierda. De esto se sigue que u es epiyectiva, luego 
biyectiva de E en E ya que E es de dimensión finita. c.q.d. 


$ VILS DUALIDAD 


e En este $ consideraremos únicamente espacios vectoriales sobre un cuerpo 
conmutativo K, y dotaremos a K de su estructura de espacio vectorial de dimensión 1 


sobre K. 
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DEFINICIÓN VII.S.1 


Sea E un espacio vectorial. Al espacio vectorial L(E, K) de las aplica- 
ciones lineales de E en K se le llama el espacio dual de E, y se designa 
por E*. A los elementos de E* se les denomina formas lineales sobre 
E. 


Sean x un elemento de E y y un elemento de E*. Es cómodo designar el escalar 
p(x) por medio de <x, y». La aplicación (x, y) => <x, p> de E x E* en K verifica 
las siguientes propiedades: 


<P +1) = Xx, P1)+<x 02) 
(1) (XA +X2)=<X1P)H+<X20) 
Ax p)=< AP) =p) 


lEK,x,xX¡,x2€ E, 
0 P1p,EÉ*. 


Estas propiedades se resumen diciendo que <x, > es una forma bilineal de E x E* 
en K. A esta forma bilineal se le llama forma bilineal canónica sobre E x E*. 


DEFINICIÓN VIIT.S.2 


Sean E, F dos espacios vectoriales, E* y F* sus espacios duales. Sea 
SF: E: F una aplicación lineal. Se llama traspuesta de f, y se de- 
signa por 'f, a la aplicación lineal: 

f: F*->E*, tal que: fp) =pof para todo perF*. 


— El valor de 'f(p) sobre un elemento xe E es, pues, p(f(x)=<f(0), p>. Se 
dispone, pues, de la fórmula «mecánica» siguiente: 


(2) <x, (9) 7 =<S(00, 0). 


= Si E, F y G son espacios vectoriales y f: E>F, g : F=>G aplicaciones 
lineales, se tiene: 


(gof)='fo'g; además, (ide) = (idy») . 
— La aplicación ff de L.(E, F) en L,(F*, E*) es lineal. 
DEFINICIÓN VIL.S.3 
Sea A una parte no vacía del espacio vectorial E. Se llama ortogonal 


de A en E* y se designa por A”, al conjunto de los y € E* tales que 
p(x) =0 para todo x€ A. 
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Se llama ortogonal en E de una parte A de E*, y se designa tam- 
bién por A?, al conjunto de los x€ E tales que, para todo q € A, se veri- 
fique p(x) =0. 


Para toda parte A de E (resp. de E*), A? es un subespacio de E* (resp. de E). 
Se tienen las siguientes propiedades: 


AcB= A” > B*de donde A c A”; 
(AUB” =A"NB” A, B partes de E (o E*); 
(Vect (4) = 4? (Vect (4) : subespacio engendrado por 4). 


El teorema que sigue es esencial: 
TEOREMA VIILS.1 
Sean E, F dos espacios vectoriales y f: E >F una aplicación lineal. 


Entonces el núcleo de la traspuesta 'f es igual al ortogonal de la ima- 
gen de f. 


Demostración. El núcleo de “f es el conjunto 
(Y ]vEeF* y Y())=0).0'sea (yw ]yeF* y pof=0). 


Pero la relación y o f=0 significa que <f(x), y> =0 para todo x€ E, y, por lo 
tanto, que y es ortogonal a f(£). c.q.d. 


Bidual 


Sea E un espacio vectorial. Al dual de E* se le llama el bidual de E, y se designa 
por E**, Demostraremos ahora que existe una aplicación «natural» de £ en E**, 
Sea x e E. La aplicación y =><x, p> de E* en K es una forma lineal sobre E* (fór- 
mulas (1)). Designamos por X a esta aplicación. En virtud de las fórmulas (1), ve- 
mos que la aplicación: 


PEER 
xbox 


es lineal. A J sele llama aplicación canónica de E en su bidual. Se demuestra 
(con la ayuda del axioma de la elección) que J es siempre inyectiva. En general, J 
no es epiyectiva, pero lo es si E es de dimensión finita, como vamos a ver. 
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Dualidad y dimensión finita 


Haciendo F= XK en el teorema VII1.4.2, se obtiene inmediatamente (puesto 
que por definición P,(E, K) = E*). 


TEOREMA VIIT.S.2 


| Sea E un espacio vectorial de dimensión finita. El dual E* de E es de 
dimensión finita, y dim (E*) = dim (£). 


Sea n = dim (E), y (€,, ..., €,) una base de E. Según la demostración del teo- 
rema VII1.4.2, una base de E* está formada por los elementos ef, en donde ef 
es la forma lineal tal que 


< ej et) = 0; 
(0,;, simbolo de Kronecker, tal que 9, =1 y 0, =0 para ¡ 4 j.) 
O A la base (er, ..., e*) de E* se le llama base dual de la base (e, ..., €). 


n 
Sea xe E, conx= » x, e, (x, € K). Se tiene: 
i=1 


et(x) =(x,et)= Y xj0y =%i> 


A 


Por esta razón, a la forma e? se le llama, a veces, la ¡-ésima forma coordenada (re- 
lativa a la base (e,)). En efecto: e*(x) = x,, lo que indica que el valor de ef sobre 
el elemento x € E es igual a la ¡-ésima coordenada de x. 


TEOREMA VIIT.S.3 


| 


Demostración. Según el teorema VIIT.S.2, 


Si E es un espacio vectorial de dimensión finita, la aplicación canónica 
de E en su bidual es un isomorfismo. 


dim (E**) = dim (E*) = dim (E). 


Bastará, pues, demostrar que J es inyectiva, por lo tanto que la relación J(x) = 0 
implica x = 0, o que la relación x 4 0 implica J(x) 4 0. 

Si x 40, existe una base (€,, ..., €,) de E tal que e, = x. Sea (ef, ..., es) la 
base dual de esta base. Por definición, se tiene: 


Ce J())=<x e), 
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de donde 
Ce J(0))>=<e, et» =1, luego J(x) % 0. c.q.d. 


Con la ayuda del isomorfismo J: E—> E**, podemos identificar los espacios 
E y E**. Cuando se realiza esta identificación, toda propiedad de dualidad demos- 
trada para el par (£, E*) nos da una propiedad análoga para el par (E*, E) (puesto 
que, aplicada a E*, esta propiedad es una propiedad del par (E*, E**)). 

Dicho de otra manera, cuando E es de dimensión finita, existe una simetría total 
entre los papeles de E y E*. Por ejemplo, si (€,, ..., €,) es una base de E, esta base 
se identifica con la base dual de la base dual (ef, ..., e*) de E* definida antes del 
teorema VIII.5.3. 


TEOREMA VIIT.S.4 


Si E es un espacio vectorial de dimensión finita, H es un subespacio 
de E y H” es su ortogonal, se tiene 


dim (H) + dim (H”) = dim (E). 


Demostración. Sea n = dim (E), p = dim (H), y sea (€, ..., e,) una base de E 
tal que (€,, ..., e,) sea una base de H. H” es el conjunto de las formas lineales y 
sobre E tales que, para todo ¡ comprendido entre 1 y p, se tiene <e;, y> =0, o sea 
ple) = 0. Descompongamos y en la base dual (ef, ..., e): 


p= Yet (2,€K). 
i=1 


” 

«e p> =0 se escribe > 4, (e, e*> =0; es decir: 2, =0. 

j=l 

Luego H” es el conjunto de los y e E* tales que 2, =0 para 1 < ¡ < p. Dicho 
con otras palabras, H” es el subespacio de dimensión n — p de E* engendrado por 
(eta ++. €3). q. 

Según la nota que precede al teorema VII1.5.4, se deduce del teorema VIIL.5.4 
que, si H es un subespacio de E*, se tiene: 


dim (H) + dim (H”) = dim(E), 


siendo H” el ortogonal de H en E** = E. 


COROLARIO 


Sea H un subespacio del espacio vectorial de dimensión finita E. Se tiene: 
H" =H. 
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Igualmente, si H es un subespacio de E*, se tiene H" = H (por la duali- 
dad entre E y E*). 


Basta con demostrar la primera afirmación. Sabemos que H”” >H. Además, 
dim (4) + dim (H*) = dim (H?) + dim (H*) = dim (E), 
de donde dim (H) = dim (H””). Luego H = H””. c.q.d. 
Este corolario no es trivial y tiene consecuencias importantes. Lo aplicaremos 


al estudio del núcleo de una forma lineal no nula. 
Recordemos, ante todo, la siguiente: 


DEFINICIÓN VIIT.S.4 


En un espacio vectorial E de dimensión finita n, a todo subespacio F de 
codimensión 1 se le llama hiperplano vectorial (cf. $ 6). 


En virtud de la relación (3) del $ VIIL3, vemos que los hiperplanos vectoriales 
de E son, precisamente, los subespacios de dimensión n — 1 de E. 

Sea, entonces, y un elemento de E*, no nulo, y sea D = K.p el subespacio de 
dimensión 1 engendrado por y en E*. El ortogonal D” de D es, evidentemente, 
el múcleo de q, y es también el núcleo de toda forma y e Dx (0). Según el teo- 
rema VIIL.5.4, se tiene: dim (D”) = dim (E) — 1. Luego D” es un hiperplano veo- 
torial de E. El corolario de VIIL.5.4 demuestra inmediatamente que D”” =D, lo 
que significa que toda función lineal sobre E, nula sobre D', es un múltiplo de q. 

Con otras palabras, todo hiperplano vectorial de E admite, a lo sumo, una ecuación 
de la forma y =0, en donde y e E (0), con la condición de considerar como 
idénticas las ecuaciones 2p =0 (2 € K*). O también: 


VIIL5.S Sean p, y dos formas lineales sobre E, y sea p F0. Si la relación 
p(x) =0 implica la relación y(x) =0, existe un escalar 26 K tal que 


V=ip. 

Tomemos ahora un hiperplano vectorial cualquiera H de E. El teorema VIH.5.4 
nos muestra que: dim (H) + dim (H*) = dim (£), de donde: dim (4?) =1. Luego 
existen formas lineales q, todas proporcionales, cuyo núcleo es exactamente H; 
es decir, H admite una ecuación. En resumen, si designamos por 9,1 (E) al con- 
junto de los hiperplanos vectoriales de E, y por 9, (E*) al conjunto de los subespa- 
cios de dimensión 1 (o rectas) de E*, la aplicación H>H” es una biyección de 
9,1 (E) en 9,(E%). 

Generalizando, designemos por Y, (E) al conjunto de los subespacios de dimen- 
sión p de un espacio vectorial E. Razonando como anteriormente, se deduce del 
teorema VIIL.5.4 y de su corolario el resultado siguiente: 


LELONG 1-20 
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VIL5.6 Cuando el espacio vectorial E es de dimensión finita, la aplicación 
ILLA F? es una biyección de G, (E) en 9... (E*) (n = dim (E). 


Apliquemos ahora el corolario de VIIL.S.4 a la situación siguiente: el espacio E 
es de dimensión n, H es el subespacio engendrado en E* por las formas lineales 
Pr => Pp; H” es el ortogonal de (py, ..., pp). Si H, designa al hiperplano de ecua- 
ción q, =0, se tiene: 


La propiedad H*” = H, se puede enunciar entonces como sigue: 


VIL5.7 Si H,,..., H, designan los hiperplanos vectoriales de un espacio de 
dimensión finita, de ecuaciones respectivas q, =0, q2=0, .... pp =0 


P 
(+ € EF(0)), toda forma lineal nula sobre (| H,, es una combinación 
lineal de Py, Pa, ---> Pp: tel 


Con la ayuda de estos resultados, se puede fundamentar rigurosamente la teoría 
geométrica de los haces (o de las redes) de planos del espacio. Consideremos, en 
R?, dos planos P, y Pa, de ecuaciones y, =0 y q, =0, entonces todo plano de 
ecuación 4, f1 + 42 pa = 0 pasa por la recta 4 =P, N P,. La teoría de la dua- 
lidad nos prueba que el recíproco es verdadero, a saber, que todo plano que pasa 
por 4 tiene una ecuación de la forma 2, p, + 42 p¿ =0. 

Veremos más adelante numerosas aplicaciones del teorema VHI.5.4 y de su 
corolario. 

Para terminar damos una consecuencia importante del teorema VIII.5.4. 


TEOREMA VIIT.S.8 


Sean E, F dos espacios vectoriales de dimensión finita, y f: E>F una 
aplicación lineal. Si 'f es la traspuesta de f, se tiene: 


18 (S) = 18 (f). 


Demostración. El núcleo N de “f es (f(E))” (T. VIILS.1). 
Por una parte se tiene: 


dim (£(E)) + dim (/(£)” = dim(E), 
dim (/(£) = 18 (0, 
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y por otra: 
dim (N) + rg (f) = dim (£). 


De donde rg (f) =rg (f). c.q.d. 


* Los resultados que preceden se extienden en parte a los espacios vectoriales 
denominados de dimensión infinita (e.d. que no son de dimensión finita). 


TEOREMA VIII.5.9 


Sean E un espacio vectorial cualquiera y H un subespacio de dimensión 
finita del dual E*. Para la dualidad entre E y E*, se tiene entonces: 


H"=H. 


Demostración. Razonaremos por recurrencia sobre p = dim (H). 

a) Cuando p = 1, H admite por base a (p), en donde pe E*.(0), y H” es el núcleo de q. El 
rango de la aplicación y : E > K es 1, y es epiyectiva, y el cociente E/H4” es isomorfo al K-espacio 
vectorial K. Existe una aplicación lineal y : E/4? —+> K, única, tal que el diagrama que sigue es 
conmutativo (descomposición canónica de y). Y es un isomorfismo. 


“E (apl_can.) El yo 
2 P 
K 


Pero para toda forma lineal y sobre E, nula sobre H”, existe Y : E/H” > K única tal que 
vo p =1y (); y para todo 0 € (E/H")*, 0 o peE*. Así y —» y es una biyección de H”” en el dual de 
E/H?. Dado que E/H” es de dimensión 1, y que la aplicación yi> Y es lineal, se tiene que H”” es 
de dimensión 1, puesto que dim ((£/4*)*) = dim (E/4*) = 1. 

b) Supongamos el teorema verdadero cuando dim (H)= p, y demostrémoslo para din 
(H) = p + 1. Sea (9, -.., Po, Pp +) una base de 2H, y para todo ¡ sea H; el núcleo de q. Sea, 
finalmente, p € H””. Designemos por y a la restricción de ps a Hp+1 (1 < i < p), y por y a la res- 
tricción de y a Hp+1. 

Puesto que y se anula sobre H, AH¿N... MHp+, la función y se anula sobre 


MOo..OA)OA 1. 


es decir, sobre la intersección de los núcleos de los y;. Según la hipótesis de recurrencia, y es una 
» 
combinación lineal Y 21 de los ys. En virtud de la parte a) de la demostración, la forma lineal 
i=] 
E 
0=p—E Ir, 
i=1 


(1 «Propiedad universal del cociente» (cf. $ 6, ejemplo 1). 
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(que se anula sobre H+1), es igual a 4+1Pp+, para un cierto 241 € K. Se deduce: 


. 
O= Arri pra + Y 20. 0.q.d. 
a 
Si H es un subespacio de dimensión finita de E, se tiene también H” = H; 
lo que resulta, por ejemplo, de VIIL5.8 y de la inyectividad de la aplicación E > E**, 
asegurada por el teorema de Zorn. 
Asimismo, VIIL.5.7 es válido con E, F cualesquiera (si la dim [f(£)] es finita, 
la dim ['/(£)] es también finita, y ambas dimensiones son iguales). La demostración 
descansa también en el axioma de la elección. 


Nota sobre los módulos de tipo finito 


Si se pretende generalizar los resultados de este capítulo ($$ 3, 4 y 5) a los mó- 
dulos de tipo finito (e.d. que admiten un sistema de generadores finito), se obtienen 
las siguientes propiedades: 

(VIIL3.1) no es verdadero. Por ejemplo, si A =Z/z (en donde n eN* es cual- 
quiera), el Z-módulo A es de tipo finito, pues está engendrado por 1. Por lo tanto, 
no admite ninguna base, ya que todo elemento está ligado. Las consecuencias de 
VIIL3.1 no subsisten. 

Por el contrario (V1I1.3.3) subsiste en la forma siguiente, de la que más ade- 
lante daremos una demostración (cf. $ X.1, p. 350): «si A es un anillo unífero con- 
mutativo, y si M es un A-módulo que admite una base finita con n elementos, 
cualquier Otra base de M tiene también n elementos». A un A-módulo M de esta clase se 
le llama libre, de tipo finito y de dimensión n. Vemos fácilmente que es iso- 
morfo a 4”. 

A pesar de todo, las propiedades que siguen a VIIL.3.3 no se conservan para 
los módulos libres de tipo finito. El ejemplo sencillo que damos a continuación 
nos muestra las dificultades con las que nos tropezamos: 

El Z-módulo Z es libre de dimensión 1, siendo ([1) una base. Todo elemento 
no nulo de Z es Z-libre, y el submódulo 2 Z es libre de dimensión 1, engendrado 
por (2;. No obstante la inclusión de 2Z en Z es estricta. 

Si F es un submódulo libre de tipo finito del módulo de tipo finito E, F no 
admite necesariamente un suplementario. En el ejemplo que precede, 2Z no ad- 
mite suplementario alguno, puesto que la Z-dimensión de Z y de 2Z es 1. 

$4 El teorema VIIL.4.2 subsiste (la misma demostración), pero VIII.4.3 no 
subsiste, y se generaliza en una forma algo más débil. 

$5 Las definiciones VIII.S.1, 5.2 y 5.3 subsisten, y el teorema VIIT.5.1 también 
(la misma demostración). Es posible definir la aplicación canónica J de un módulo 
en su bidual, pero en general no es inyectiva. 

El teorema VIII.5.2 subsiste (para un módulo libre de tipo finito), así como 
el VIIL5.3. Los enunciados que siguen al VIIT.5.3 no se pueden generalizar. 
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$ VIL6 LENGUAJE DE LA GEOMETRÍA AFÍN 


Suponemos que el cuerpo de base K es cualquiera. 


DEFINICIÓN VIH.6.1 


Sean T un espacio vectorial (por la izquierda) sobre K y E un conjunto. 
Definir en E una estructura de espacio afín ligada a T, consiste en dar 
una ley externa sobre E, de dominio T, designada por (t,x)+>t+ x, 
(0 por (t, x) > x + t). tal que 
(A) ¡wr 1)+x=t+(0'+x) para (t,t''e T, xe E), 

1 0O+x=x para xeE; 
(Aj) para todos x, y € E, existe te T tal que y =t+x; 
(Ay) la relación (t + x =0 para todo x € E) implica (+ =0). 


(A) significa que el grupo aditivo de T opera sobre E (cf. Cap. Il, $8). Para 
todo te 7, la aplicación xt 1-+x es, pues, una biyección de E cuya biyección 
recíproca es xH—1-+x. A esta biyección se le llama traslación de vector t: 
la designaremos por 7,. 

Designemos por S, al grupo de las permutaciones de E. La aplicación > 7, 
es un homomorfismo del grupo aditivo de T en Sy; (Ag) nos asegura que este ho- 
momorfismo es inyectivo, y permite identificar 7 aditivo con un grupo de biyec- 
ciones de E. Éste es el grupo de las traslaciones de E. 

La aplicación t+> 1 + x de T en E, cuando x€ E es fijo, es epiyectiva en vir- 
tud de (Aj), y veamos que es inyectiva. Para ello sea te T tal que 1 + x= x; si 
y€E, existe un ue T tal que y =u + x, de donde: 


I+y =1+(U+x) = (148) +x = (U+1)+x =u4+(14+xX) =u+x=y, 


es decir, 1 + y = y; así, se tiene 1 + y =y para todo ye E, de donde t=0 
según (Ag). Vemos, pues, que para todo x€ E, la aplicación tr t + x de T en E 
es una biyección. 


Estructuras de espacio vectorial definidas sobre un espacio afín 


Sea (E, T) un espacio afín ligado al espacio vectorial 7, y fijemos un elemento 
cualquiera « € E. En virtud de lo que antecede, para todo x € E, existe un te 7, 
único, tal que x =1 + w. Este elemento lo designaremos por x —w. La aplicación 
xx —o es una biyección de E en 7. Cuando, por medio de esta biyección, se 
transporta la estructura de espacio vectorial de T a E, se obtiene sobre E una es- 
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tructura de espacio vectorial. Se dice que esta estructura se ha obtenido tomando 
en E el origen w. La designaremos por medio de E, (en efecto, para esta estructura, 
w es el elemento nulo de £). A veces resulta cómodo escribir wx = x — w. Según 
(Ay) se tiene entonces la fórmula de Chasles: 


> > > > 
4,4) + 4203 + *** + 0,14, = 014, , 


cualesquiera que sean ay, 4, ..., q, € Á. 


Aplicaciones afines. Grupo afín 

DerINICIÓN VHI.6.2 
Sean (E, T) y (F, U) dos espacios afines, ligados respectivamente a los 
espacios vectoriales T y U. A una aplicación p: E> F se le llama afín 


si existe un fe £(T, U) y un x€ E que verifiquen: 


(1) p(t + x) =/(1) + p(x) para todo te T. 


Se dice que la aplicación lineal f (que, como veremos, es única) está 
asociada a y. Se dice también que f es la parte lineal de y. 


Si y e E es otro punto de E, existe un u € T tal que y = x + u. Se tiene: 


PU + y) =pluU+ 14 x) = f(u+ 1) + q(x), según (1), 


o sea: 
Pp + y) =$ (0) +40 + 000 ; 


pero, siempre en virtud de (1), 
Y(y) = plu + x) = f(u) + p(x), de donde p(t + y) = (1) + p(». 
En otras palabras, si (1) se verifica para un punto x € E, se verifica para todos los 
puntos x € E. Esto demuestra que la aplicación f es única. ]] 
VIIL6.1 La compuesta de dos aplicaciones afines es una aplicación afín. 
Demostración. Sean (E, T), (F, U), (G, V) tres espacios afines, 


0:E=>F y yY4:F>G 


Espacios vectoriales 311 
aplicaciones afines, cuyas aplicaciones lineales asociadas son, respectivamente, 


fe L (T, U) y geZ(U,V) 
Se tiene: 


vople+x)=Y[A(0 + e] = af + vLoN] = go + Yoo. 
Luego y o y es afín, y su aplicación lineal asociada es go f. c.q.d. 


VIIL6.2 Para que la aplicación afín p : E->F definida por (1) sea biyectiva, 
ll es necesario y suficiente que f sea biyectiva. 


Demostración. En (1), se fija x, y la proposición resulta del hecho de que 
1>1t+xyu>u-+ q(x) sean, respectivamente, biyecciones de T y U en E y F..]) 

La aplicación idéntica del espacio afín (£, T) es afín. De todo lo anterior, se 
deduce: 


VII.6.3 El conjunto de las biyecciones afines de un espacio afín (E, T) en sí 
mismo, forma un grupo de biyecciones de E, llamado el grupo afín de E 
y se designa por 2(E). La aplicación 2(E) > GL(T) que, a cada q € Z(E) 
asocia su parte lineal f es un homomorfismo de grupos. El núcleo de este 
homomorfismo es el grupo de las traslaciones de E. 


La Geometría afín es el estudio de las propiedades de las figuras de un espacio 
afín, que son invariantes en su grupo afín. 


Ejemplo fundamental de espacio afín 


Se considera un espacio vectorial 7, se toma E= T. La acción de T sobre T 
se define por la ley de grupo de T: (1, x) > 1 + x. Las condiciones (Ay), (As) y (Ay) 
se verifican trivialmente. El espacio afín así obtenido se designará con el nombre 
de «espacio afín T». Es obvio que no se debe confundir con el espacio vectorial T. 


Una aplicación afín y : TT es simplemente una aplicación de la forma: 

y) =b +f(x) (haciendo en (1), x=1 y b=q(0)), en donde fe L(T). 

El grupo afín es el subgrupo de las biyecciones de T engendrado por el grupo 
GL(T) y por el grupo aditivo T de las traslaciones de T. 


Si (E, T) designa un espacio afín ligado a 7, y vw» un punto cualquiera de E, se 
puede, en particular, dotar al espacio vectorial E,, de la estructura definida ante- 
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riormente. La biyección canónica E,, + £ es una biyección afín. Luego el espacio 
afín (£, T) es isomorfo al espacio afín (E,,, T), es decir, a T. (Sin embargo, ninguno 
de los isomorfismos así definidos es privilegiado, por lo que se dice que no existe 
isomorfismo canónico entre el espacio afín E y el espacio afín 7.) 

Para demostrar las propiedades de un espacio afín E ligado a T, bastará con 
demostrarlas para el propio espacio afín T. 


Subvariedades afines 


DEFINICIÓN VIIT.6.3 


Una subvariedad afín V de un espacio afín (E, T) es el conjunto vacío, 
o bien un subespacio vectorial de un espacio vectorial E,, en donde a € E. 


Si V es una variedad afín no vacía de E, y es un subespacio vectorial de E, 
se tiene ae V. Sea entonces be Y un elemento cualquiera, la traslación ab hace 
corresponder b a a, y es un isomorfismo de E, en E, (*). Luego V es un subespacio 
vectorial de E,, para todo b € V. 

Además, después de lo que precede, todos los subespacios vectoriales de los 
(Ebbev, iguales a Y, son isomorfos dos a dos. A su dimensión común se le llama 
dimensión de V, y se designa por dim (V). Por definición, dim (2) == —1. 

A su codimensión común se le llama codimensión de V, se designa por la 
codim (V) 

dim(V)=0 si, y sólo si, Y se reduce a un punto de E. 

Si dim (V) = 1, se dice que V es una recta afín. 

Si dim (V) = 2, se dice que V es un plano afín. 

Si T es de dimensión finita n, y si dim (V) =n — 1, se dice que V es un hiper- 
plano afín. Si dim (V,) y dim (V,) son finitos e iguales, y si V,< V,, se tiene Y, = Y, 
(ef. VII. 3.7). 

En general, si Tes cualquiera, se dice que V es un hiperplano afín si codim (V)=1. 


VIIL6.4 La intersección de una familia cualquiera de subvariedades afines del 
II espacio afín (E, T) es una subvariedad afín. 


Demostración. Sea (V;);¿y una familia de subvariedades afines. Si y] V,= 2, 
iel 
la proposición está demostrada. Si no, sea a€ (y V,. Cada V, es un subespacio vec- 
iel 
torial de E,, por lo tanto también lo es f] V,. c.q.d. 


¡el 


() Este isomorfismo expresa la «regla del paralelogramo». Cf. tomo 3, Geometría. 
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VIIL.6.4 permite definir la noción de variedad afín engendrada: 


DEFINICIÓN VIIL.6.4 


A la intersección de subvariedades afines de E, que contienen a una parte Á 
de E, se le llama variedad afín engendrada por A y se designa por Af (A). 


— La imagen directa (resp. recíproca) de un subespacio afín por una aplica- 
ción afín, es un subespacio afín. 


Dirección de una subvariedad afín 


Sea V una subvariedad afín de E y sea a € V; V es un subespacio vectorial de E,; 
la biyección natural, definida antes, de E, en 7, transforma Y en un subespa- 
cio vectorial V, de T. Se ve fácilmente que Y, no depende del punto a, y por defini- 
ción, V, es la dirección de V. 

A dos variedades afines, V, W se les llama paralelas si V, <= W, o si W¿S Vo: 
Cuando esto ocurre, se tiene ME W, o bien W< V, o VAW= Y. 


Subvariedades afines del espacio afín T' (T designa un K-espacio vectorial) 


Por definición, una variedad afín V no vacía de T es la transformada por una 
traslación te T de un subespacio vectorial V, de T. V, es precisamente la direc- 
ción de V. Escribiremos Y =1 + V,. Supongamos que T es de dimensión finita. 
Si f(x) =0 (1 < í < r) designa un sistema de ecuaciones de V,, V se halla definido 
por el sistema de ecuaciones f¿(x) = b, (= f,(a)), en donde a € Y es fijo (1 <i < r). 

En particular, un hiperplano afín de T se halla definido por una ecuación de 
la forma f(x) = b, en donde f designa una forma lineal sobre T y bh es un escalar, 


Sistema afín libre 


Sea 4 una parte de un espacio afín (E, T). Para todo par de puntos (a, b) de A, 
vemos que 4, = 4 (a) es una parte libre de E,, si, y sólo si, 4, = Ab) es una 


parte libre de E,. De la relación > 2,.4x = 0, se deduce e A. Lab + 


pS xed,xfa xebjxta 
+ bx) =0, de donde 
=e y 
Y amby=0, con 2M=24, si pa, y h=- DA 


ye Ay+b x%+a 
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Si los 7, no son todos nulos, los (41,) tampoco serán todos nulos de donde resulta 
nuestra proposición. Esta propiedad nos conduce a la siguiente: 


DEFINICIÓN VIIL6.5 


Una parte A del espacio afín (E, T) es libre desde el punto de vista 
afin si el conjunto Ax ía) es una parte libre de E, en donde el origen 
a es uno de los puntos de A (en tal caso lo mismo ocurre para todo punto 
as A). A una parte afín libre A de E tal que Af (A) = E se le llama base 
afin de E. 

Consecuencias 

Toda parte de una parte afín libre es afín libre. Si 7 es de dimensión finita », 
toda parte afín libre de £ tiene a lo sumo n + 1 elementos; y una parte afín libre 


de E es una base afín si, y sólo si, tiene exactamente n + 1 elementos. La variedad 
afín engendrada por una parte afín libre de p + 1 elementos es de dimensión p. 


Coordenadas baricéntricas: ver tomo 3 (Geometría). 


Capítulo IX 


Matrices 


e En todo este capítulo, se supondrá conmutativo el cuerpo de base K. 
Se recuerda que N designa al conjunto de los n primeros enteros > 0. 


$ IX.1 MATRICES 


DEFINICIÓN 1X.1.1 


; Se llama matriz de tipo (n, p) (o (n, p)-matriz con coeficientes en 
K, a toda aplicación de Nf x N; en K. 


Una (a, p)-matriz es, pues, una aplicación que asigna a cada entero ¿ <n y a 
cada entero j < p, un elemento a,, de K. Al a, se le llama término general de M, 


y a los a,, también se les llama coeficientes de M. 


Notaciones 
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La fila de índice ¡ de M es la sucesión (4,,;, ..., Q;,p). 

La columna de índice j de M es la sucesión (4,,;, ..., %,,). 

M contiene n filas y p columnas. El único elemento común a la fila i y a la co- 
lumna ¡ es a;,. Al índice ¡ se le llama índice-fila, y al índice j se le llama índice-co- 
lumna. Cada fila [resp. cada columna] de M se puede identificar con un vector de 
K" llamado vector fila [resp. un vector de K” llamado vector columna] de M. 

El conjunto de las (n, p)-matrices con elementos en K se designa por 4%, ,(K). 
Las (n, n)-matrices son las llamadas matrices cuadradas de orden n. Se escribe 4, (K) 
o M,(K), en vez de M,, n(K). 

En una matriz cuadrada [a;,], a los a, cuyos índices son iguales se les llama 
términos de la diagonal principal. 

Una matriz diagonal es una matriz cuadrada [sa,,] tal que a, =0 para ¡4 j. 

En M,,y(K) definimos una adición de la manera siguiente: 


M = [a] y N = [bj 
(1) M+N = [a + bj]. 
Definimos también una ley externa, de dominio K, estableciendo: 
M=[ajl, y 2eK, 
(6) 2M = [Aa]. 


El teorema que sigue es entonces evidente: 


TEOREMA 1X.1.1 


El conjunto MA, ,(K), dotado de las leyes definidas por las fórmulas (1) 
y (2), es un K-espacio vectorial. 


El elemento nulo de 4, ,(K) es la matriz que tiene nulos todos sus términos. 
Dicha matriz se designa por 0. La matriz opuesta de M = [a,,] es — M = [— ay]. 
Nota. Recordemos que si £ es un conjunto cualquiera, el símbolo de Kronecker 
de orden k con valores en K es la aplicación 
O:El>XK, (4... 4)? Óm.m2.0% 


tal que Ou. op = 1 Si == +. Up, Y Óp,....5 =0 si existe un í y un j 
tales que u, + uy. Cuando k =2 y E =Mf, se obtiene el símbolo de Kronecker 
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habitual 9, ,. Cuando k =2 y E=M% xNf, el símbolo de Kronecker se designa 
por 


Sua ((,) eE, (k, 1) € E). 
Matrices elementales 
Por definición, la matriz elemental E,, es la matriz 
lg 


en otras palabras, el elemento a,, de E,, vale 1, y los restantes elementos son nulos. 
La (1, p)-matriz M = [a;,] admite una expresión única de la forma 


7) M= y ay Ey. 
1Si£n,1<jSp 
Podemos, pues, enunciar: 
IX.1.2 El espacio vectorial M.,,,(K) es de dimensión np y admite por base el 
I| conjunto de las matrices elementales Ey, (1 <i<nm,1 <j<p). 


Trasposición 


La traspuesta de una (n, p)-matriz M = [a,;] es la matriz, que designaremos por 
*M, definida por 


p» bi = aj para todo ¡ y todo j. 


'M es, pues, una (p, n)-matriz. Se tiene: ((M) = M. 
Es inmediato que la aplicación MH*'M es un isomorfismo del espacio vec- 
torial %,, ,.(K) en el espacio vectorial 4, (K). 


Producto de matrices 
DEFINICIÓN IX.1.2 


El producto de la (n, p)-matriz M = [a] y de la (p, q)-matriz N = [bw], 
es la (n, q)j-matriz, que se designa por M.N o MN, y está definida por 
LA 
MN = lerlración € = Y Qu by para ¡e Nf y jeN]. 
lisj<q k=1 
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Propiedades del producto 


1) Si MeM, y(K), la aplicación NH M.N de M,,(K) en M,, (K) es lineal. 
Análogamente, para toda Ne*, (K), la aplicación Mt>M.N de M.,¿(K) en 
M,, KK) es lineal. Dicho de otra manera, se verifican las fórmulas de distributi- 
vidad del producto respecto de la adición: 


M(N, + N) = MN, + MN,, (M,+ M)N=M,N+.M,N, 


y la fórmula 
AMN) = (12M) N = M(N) 
(M,M,, ME MK), NN NE Mp (K),  46K). 
2) Asociatividad 


Sean M = [a;,), N = [by1], P = [Cn], respectivamente, una (1, p)-matriz, una 
(p, q)-matriz y una (q, r)-matriz. 
Entonces los productos M(NP) y (MN)P están definidos, y se verifica: 


M(NP) = (MN)P. 
3) Cuando el producto MN está definido, 'N'*M también lo está, y se verifica: 
(MN) = 'N'M. 


Obsérvese que el producto MN solamente está definido cuando el número de co- 
lumnas de M coincide con el número de filas de N. 

Si M es una (n, p)-matriz y N es una (p, n)-matriz, los productos MN y NM 
están ambos definidos. En este caso, las matrices MN y NM son ambas cuadradas, 
de órdenes respectivos a y p. 


Comprobación de la propiedad 2) 


LA 
(MN) = [d;¡), con d;¡= pa Aix Dr; 5 
=1 


LA LA 
(MN).P =[f,], con f,= z din Cxjs dí = Y a bn; 
=1 121 


de donde: 
fi = pa Ay Diz Crj = da ix Dra Cij- 


1<k<g 1<k<p 
1<I<p 1<1<4 
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Análogamente se demuestra que el término general de M(NP) viene dado por la 
fórmula anterior. c.q.d. 


Comprobación de la propiedad 3) 


Si M = [a,,], N = [b;,], se tiene: 
[A 
M.N=1[cJ, con cj= Y da br> 
k=1 
Pongamos 'M = [a,,), 'N = [8] y 'N.M = [y]. Se tiene: 
Pp 
Yij = E Ba Or; 
k=1 
Además: yy = yx, Pix = by: de donde: 
LA 
HE Y Dri Ajo 
k=1 


y puesto que hemos supuesto que K es conmutativo, 
La 
Yi = Y Ax buú = Cu» de donde * 'N.'M = (MN). c.q.d. 
k=1 


Estructura algebraica de .4,(K) 


El producto de matrices es una ley interna en 4, (K), que admite a la (n, n)- 
matriz 7, = [0,,] (9,,,: símbolo de Kronecker) 


como elemento neutro. 


De las propiedades 1) y 2) establecidas anteriormente se deduce el teorema 
siguiente: 
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TEOREMA IX.1.3 
Si dotamos al K-espacio vectorial M,(K) de la ley interna 
(M, N) > M.N (producto de matrices), 
M,(K) es una K-álgebra, cuyo elemento unidad es I,. 


El homomorfismo K-=>»%*,(K) : ¿> 21, es inyectivo. Su imagen es un sub- 
anillo de .4,(K), isomorfo a K, formado por las matrices de la forma 


A Weiss 0 
04 

0 2 
A estas matrices se les llama matrices escalares. 


— Si n= 1, “,(K) se puede identificar con K. 
— Si n> 1, el anillo .4, (K) jamás es íntegro. Por ejemplo, si 


“|; El "=[o: se tiene M.N=0 
la sol * Lo al: cia: 


— M,(K) jamás es conmutativo para n> 1. Por ejemplo, si M y N son las 
anteriores matrices, se tiene: 


N.M=P, con P=[ 0 h 
1.0 


Los elementos invertibles del anillo .W,(K) se llaman matrices invertibles de or- 
den n (con elementos en 4). Su conjunto constituye el grupo de los elementos inver- 
tibles de .4, (K): 


DEFINICIÓN IX.1.3 


El grupo de los elementos invertibles de .(,K) se llama grupo lineal 
de orden n sobre K, y se designa por GL,(K) o GL(n, K). 


A los grupos GL,(K), y sus subgrupos notables, se les llama grupos clásicos. 
Su estudio, inaugurado por Jordan (1838-1922), constituye una parte importante 
del Álgebra. 
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Suspensión de 4,(K) en M“,(K) (p > n) 


Sea (Es )1<ij<p la base canónica de M,(K). A toda matriz M = [a,,] cuadrada 
de orden n, le asociamos la matriz j, ,(M), cuadrada de orden p, tal que: 


j= 


ins M)= E Y 0yE. 


En otras palabras, j, ,(M) es la matriz: 


” 


0...0 
M|: 
D..0 $ 
Dattta 0 


La aplicación M > j,,,(M) es lineal, inyectiva, y tal que 
Jn MN) = ja, ¿(MO «Jn, (0) > 


pero no transforma /, en /,. Su imagen es un anillo unífero para las leyes de “,(K), 
pero su elemento unidad ,,p(1,) es distinto de 7,. No es, pues, un subanillo unífero 
deM,(K). A j,,p se le llama aplicación de suspensión, y evidentemente, paran <p< q, 
Íva * Jn» =Jn,a- Observemos, finalmente, que toda matriz de la forma j,,,(M)(p>n) 
es un divisor de cero en M,(K). 


Suspensión de GL,(K) en GL,(K) (p > n) 


Sea nuevamente (E,) la base canónica de .,(K). A toda matriz M = [a,,] 
cuadrada de orden n, le asociamos la matriz y, ,(M) cuadrada de orden p tal que: 
2 on » 
Y (M)= Y DajEjy+ Y Em. 
i=1 j=1 k=n+1 
En otras palabras, y, ,(M) es la matriz: 


A 


LELONG 1-21 
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La aplicación y, , no es lineal, pero verifica: 


Un MEN) = Y MO Y NY > Y pd) = 1) 3 


además +», es inyectiva. 

En particular, la restricción pp de Y»,p a GL,(K) es un homomorfismo inyec- 
tivo de GL,(K) en GL,(K) (llamado «de suspensión»). 

Con la ayuda de q,,, ,, se puede identificar GL, (K) con un subgrupo de GL,(K). 
Esevidente que las suspensiones se componen: 


para n<p<4, Ong = Opa * Pnp > 


Ejemplos de cálculo con matrices 


Indiquemos ante todo la disposición práctica del producto de matrices, señalado 

por M. Martin; para obtener el producto AB, en donde 
Ai (Als B= bili<;sp > 
laslisien y [ disen 

se aproximan los términos 4,, y b,, (ver esquema). 

El término c;, de AB se obtiene en la intersección de la fila ¿ de A y de la co- 
lumna ¡ de B, y es el «producto escalar» del vector fila de índice ¡ de A y del vector 
columna de índice ¡ de B. 


El procedimiento es particularmente cómodo cuando se debe efectuar el producto 
de, por lo menos, tres matrices A, B, C, ...; se dispone (AB) y C de la misma 
forma que A y B (sin tener necesidad de volver a escribir AB); como ejemplo, 
calculemos ABC, en donde 


cosO —send 0 cosp 0 — sengp 
A =| send cosg 0|, B= 0 1 0 
0 0 1 seno 0 cos y 


323 


Matrices 
1 0 0 
y C=|0 cospy —seny |, (matrices asociadas a rotaciones de R?) 
0 sen y cos y 
C 
KA_OA A __—_——— 
cosg 0 -seng I 0 0 
0 1 0 0 cosy -seny 
seng 0 cosp 0 sen y cosy 
A 


An 

cos0, —senó 0 ||cos0 cos, —senó, —cosó seno || cos9cosp, —senW cosy —cosOsengseny, senfseny —cosb cosyrseng 

senó  cos0 0 |[sen0 cosp, cos0, —senOseng ||send cosp, cos cosy —senOsenpseny,  —cosóseny —senOseng cosy 
0 0 1 seng 0 cosp seno cospseny cosp cosy 


1) En el anillo .,(K), busquemos los productos de las matrices elementales. 
Se tiene: 


Es; > Oijrslisrsn y Ey = [Sx1.u0l 1 <u<n + 
1<s<n 1<c<n 


de donde pa 
Ei Eu = [Cinlisagn con Ci = 2 Oij.as Óntsu > 
1<u<n s=1 


En la expresión de C;,, el único término no nulo se obtiene cuando 


sijik: Ej¡Ey=0 Y (sij=k): En Eu = En. 
que se puede escribir de la manera siguiente: 


(1) Es; Eu = Oj En - 


2) Matrices triangulares 


Una matriz cuadrada MeM*“,(K) se llama triangular superior si (escribiendo 
M = [a,;)) se tiene a,; = 0 para i <j, y es triangular inferior si a, = 0 para i <j. 
Es claro que el conjunto de las matrices triangulares superiores (resp. inferiores) 


(n + 1) 


. . . 7 Mi 
es un subespacio vectorial de ., (K), de dimensión NE puesto que es el sub- 


espacio engendrado por las matrices elementales E,,, i > (resp. i < j). 
En el ejemplo 1), hemos visto que E;, Ey = 0,4 Ey. 
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Sabemos que N*=0. Además 


0 0 ad ae +bf 0 0 0 adf 
O E 
00 0 0 E 000 0 
00 0 0 00.0 0 


Por otro lado, puesto que /, y N conmutan, se puede (para m > 4) aplicar la fórmula 
del binomio que en este caso se reduce a: 


mim — D y2 Ñ mm — 1) (m — 2) N3 


U¿+N"=l+mN+ 3 6 


(puesto que N* =0 para k > 4). Se deduce: 


loma mbr 20D ad mo 20D (qe+ op) 2D agp 


melo 1 md mes200oD ay 
0.0 1 mf 
0.0 0 1 


4) Una matriz cuadrada M= [a,,] se llama simétrica si 'M= M; anti- 
simétrica si 'M =— M. El conjunto de las matrices simétricas (resp. antisimé- 
tricas) forma un subespacio vectorial de .W,(K), que designaremos por S,(K) 
(resp. An(K)). 

Se tiene: 


2M=(M +'M) + (M— 'M). 


Es evidente que M + 'M es simétrica y que M — 'M es antisimétrica. Si el cuerpo K 
es de característica + 2, se deduce: 


Me Zo +'M)+ ¿0 —'M), de donde %k(K) = S,(K) + ALtK). 


Puesto que en este caso, (2 u = 0) > (u = 0) (en donde u e K), vemos además que 
S,(K) N A,(K) = (0). Dicho de otra forma, si K es de característica 4 2, M,(K) 
es suma directa de S,(K) y de A,(K). Si M = [a;,] es simétrica, se tiene la descom- 
posición: 

M= Y afE, + Ej) + Di Es 


i<j 
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nn + 1 
Luego, las paa matrices (Ey + Eji)i<; Y (En)r<i<n forman una base de S, (4). 


nn — 


Asimismo, vemos que (cuando K es de característica + 2) las => matrices 


(Ey — Eji)¡<7 forman una base de A,(K). 


(UL, J)-matrices 


Sean I y J dos conjuntos finitos, de cardinal > 1. Se llama (1, J)-matriz con 
coeficientes en K a toda aplicación 1xJ= K, (ij) => XK. A una (2, [)-matriz se le 
llama simplemente /-matriz cuadrada. 

Con estas definiciones, es posible entender la mayor parte de las definiciones 
y resultados de este capítulo. Puesto que esta extensión funciona, en adelante nos 
limitaremos a estudiar las (1, p)-matrices (caso en que / =NF y J =Nf). 

Señalemos que la consideración de las (7, J)-matrices, con conjuntos / y J no 
identificables de una manera natural a los NF, es indispensable en álgebra mul- 
tilineal. 


$ 1X.2 MATRICES Y APLICACIONES LINEALES 


En este $, el cuerpo de base K se supone, siempre conmutativo. 


DEFINICIÓN 1X.2.1 


Sean E un K-espacio vectorial de dimensión finita n, (€, ..., €) una 
base finita (salida), F un K-espacio vectorial de dimensión finita y 
(fi -f)) una base (llegada); y sea q: E=>F una aplicación lineal. 
La matriz asociada a y en las bases (es) y (Ses la (p, n)-matriz 


M(p) = [41,)1<i<p» con elementos en K tal que 
1<jsn 


Pp 
ple) = Nay f (U<j<m). 


i=1 


Cuando E ="F y se elige f, =e, para todo i, a M(p) se le llama matriz 
del endomorfismo q en la base (e;). La designaremos “ambién por Mp. 
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e La matriz M(p) se obtiene, pues, escribiendo en columna las componentes de 
los p(e,) en la base (ff, ..., fo): 


ple) ... ple) -.. oler) 
di Pam .. a A 
41 
O ai 
J, Mplorrrrr Un 


De las definiciones resulta que, si (x;), <¡<» Son las coordenadas de x e E en la base 
(e), y si ()1<1<p Son las coordenadas de y = p(x) en la base (7) de F, se tienen 
las siguientes fórmulas de transformación: 


(Mm 


Es evidente que y + M(p) es una aplicación lineal inyectiva de P,(E, F) en Mp, (K); 
en otras palabras, se tiene: 


M0, + 02) = Ml01) + M9), 
M(1p) = ¿M(9). 


Recíprocamente, sea M= [a;¡)] una (p,n)-matriz. Definamos una aplicación 
7 

p : E->F, por p(es) = 2 44f, (1 <j <m), y por 
i=1 


(1) p(x) = o(E Xx; e) = Y x,p(ej) para todo elemento xe E 
j=l Jal 
(se dice que y se ha obtenido a partir de los y(e,) «prolongando por linealidad»). 
p está bien definida (ya que (e;) es una base); y es lineal (pues xb> (X/1<j<n €S 
un isomorfismo de E en K”), y se tiene por definición de y : M(p) = M. 
En resumen, hemos demostrado el siguiente: 


TEOREMA IX.2.1 


Sean E y F dos K-espacios vectoriales de bases finitas (€)1<i<n Y (£h<5<p 
La aplicación de L,(E, F) en M%,,k(K) que, a cada aplicación lineal 
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hace corresponder su matriz asociada en las bases (es) y (f)), es un iso- 
morfismo de K-espacios vectoriales. 


Expresión matricial de una transformación lineal 


Supongamos que se verifican las hipótesis del teorema 1X.2.1. Con la ayuda 
de la base (e,) (resp. (f,)) identificamos E con K” (resp. F con K”). Un elemento 


(Xp ++.» Xm) de K” se representará por medio de una matriz columna: 
Xi 

2) E 
X, 


Sea My = [a;,] la matriz asociada (en las bases anteriores) a la aplicación 


lineal p : E>F. 
Las relaciones (1) se expresan, si xe E está representado por medio de la 


matriz (2): 


p(a)= Y x = Y a¡x;f, (pues K es conmutativo) 
j=1 E <isp 
1<jS€n 
pa 
- E(Eous)a. 
i=1 j=1 
Y 
Si representamos p(x) por medio de la matriz columna Y =| . | de sus compo- 
Yo 


nentes en (f;), estas relaciones se pueden condensar en una única relación, que es: 


€) 


TEOREMA 1X.,2.2 


Sean E, F, G tres K-espacios vectoriales de dimensión finita, de bases 
respectivas (di<i<n (Lh<<w (Bidher<g Y Sean 


Q:E=>F, Y4:F>G 
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aplicaciones lineales. Designemos por My, My y Myoy las matrices aso- 
ciadas a estas aplicaciones en las bases anteriores. Entonces se verifica: 


My0o = MyMo. 
Demostración 


— Puesto que M, es una (p, n)-matriz y M, es una (q, p)-matriz, el producto 
MM, está bien definido. 

— Para todo x € E, designamos por % la matriz columna asociada a x, por Y 
la asociada a p(x), por Y la asociada a y o p(x), en las bases dadas. Según (3) 
se puede escribir: 


Y=M,Y  Y=M,Y=M,.M,X 


y Y = Mp Y, de donde se deduce: My,p = My-M,. c.q.d. 
Con la ayuda de IX.2.1 resulta: 


COROLARIO 


Sea E un K-espacio vectorial de dimensión finita n > 1, y sea (e,, ..., €n) 
una base de E. La aplicación que, a todo endomorfismo y de E, le hace 
corresponder su matriz M, en (e,) es un isomorfismo de la K-álgebra 
L (E) en la K-álgebra M,(K) (que hace corresponder la matriz unidad 1, 
a la aplicación idéntica de E). 


En particular, los grupos GL(E£) y GL,(K) son isomorfos, y las matrices inver- 
tibles corresponden a las aplicaciones lineales biyectivas, es decir, a los automor- 
fismos de E. 

Obsérvese que los isomorfismos puestos de relieve entre P(E, F) y Mp (K), 
o entre L(E) y M,(K), dependen esencialmente de las bases elegidas. Ninguno de 
estos isomorfismos es privilegiado, y veremos más adelante cómo varían cuando 
se cambian las bases. 


Aplicación 


El teorema 1X.2.2 y su corolario proporcionan un método que, a menudo, re- 
sulta cómodo para calcular el producto de matrices, o Ja inversa de una matriz, 
considerando las aplicaciones lineales asociadas. 


Ejemplos 


1) Sea A= pl dió . la matriz cuadrada de orden n cuyos coeficientes son 


todos iguales a 1. 
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La transformación lineal asociada (x;) > (py) está definida por 
%= ES W= 12:25 
j=1 
la transformación lineal (x,) > (z,) asociada a A? está definida por 


" 
¿= pn=" 
k=1 


n...n 
i 2= 
Se tiene, pues, 4! pS . 


p > 1, se verifica 4? =P A, 
2) Consideremos la matriz cuadrada de orden n: 


=HmA. Por recurrencia se ve que, para todo entero 


La transformación asociada (x;) => (y4) está definida por las fórmulas: 
Y =(l —4)x +, 4x2 +00 +x) (l<¡<m). 
Hagamos: s= = x; y S= 2 y¡. Por adición, se tiene: 


S=(1—a)s + mas = [1 + (n— l)a]s. 


A 4 1 
Si 1+(n— 1)a 40, se obtiene: s “TE A=D4> de donde 


a 

-0x=)Y-48=%»- ———( , 2. + y). 
(dx =y-0s=y-=3 ER Dad: + da + Y) 

Si además, 1—a %0, estas relaciones proporcionan las x, en función de las y,: 


Yi a 
(Ya + +0 ED) 


“21247 (1-0 +4-Dd 


Luego, cuando (1 — a) (1 + (n— 1) a) 40, la matriz A es invertible, y se tiene: 


] 1+(n—2) a =a =0 añ, =d 


(al +0-=Da] 


0 -a 1+(n-2)a —a ... —a 


Ei Eds 0 e 1+(n-2) a 
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TEOREMA 1X.2.3 


Sean E,.F dos espacios vectoriales de dimensiones n, p y sea (e,, ..., €n) 
una base de E, y (f,, ....f,) una base de F. 

Si p : E>F es una aplicación lineal, y si A es la matriz de q en las ba- 
ses (es) y (f)), la matriz de la traspuesta 'p en las bases duales (eF) y 


(1H es A. 


Demostración. ef es la ¡-ésima forma coordenada xx, en E, y ff es la 
¡-ésima forma coordenada y > », en F (cf. $ VIIL.5). Escribimos 


A = [a¡y] (l<i<nm 1<j<p). 


En las bases f* = y, (¡=1,2,...,p)yef=x,(i¡=1,2,...,1) la traspuesta 'p 
de q, está definida por las fórmulas de transformación (establecidas antes): 


y ax (1<J<»p). 


(T) 


Dichas fórmulas se pueden escribir en la forma equivalente: 


Un = Pase 


La matriz de 'p en las bases consideradas es, pues, “A. c.q.d. 


Ejemplos de matrices asociadas a aplicaciones lineales 


Los espacios R” que intervienen a continuación se hallan dotados de su estruc- 
tura euclídea orientada canónica. 

1) En el espacio euclídeo R? o R?, las homotecias de centro en el origen son 
transformaciones lineales. Las simetrías respecto a los planos que pasan por el 
origen son lineales. a 

Tomemos las bases de llegada y de salida idénticas y ortonormales: (i,j) o 


(i,j, K). 
— En R?, la rotación %, de centro O, y ángulo 0 está representada por la 


matriz: 
PA Uco Ñ 
seng cosO 
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Puesto que Ry o ... o Ry (n veces) es Z,y, se tiene: 


(Ro)" = Rig (corolario del teorema IX.5.2). 


Como 2, o R, = Rp, se tiene con más generalidad R;.R, = Ro+y. En particular, 
Ro es invertible, y 


RA? E Ros 
— En R3 la rotación de eje Oz y ángulo 0 se halla representada por la matriz 


cosO —seng 0 


sen0 cosg 0 
0 0 1 


Se pueden hacer consideraciones análogas a las precedentes. 
— En R? la simetría respecto del eje Oz está representada por la matriz 


=1 00 
o -1 0 |y la simetría respecto del plano xOy está representada por la ma- 


0 01 


1.0.0 
trizlo 1 0 
0 0-1 


e 
2) Sea 4 la recta de R*, que pasa por el origen, de vector director unitario ú 4 fi. 
7 


Buscamos la matriz de la proyección ortogonal p sobre A. 
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Es suficiente calcular ON PO, pk). Por definición de a, f, y, se obtiene: 
> > > 
pú) =al, pÚ)= Bu. pk) = yu, 
A E y 
y de ahí (teniendo en cuenta que u = 01 + f) + yk), la matriz P de p es: 


a Pa ya 
P=l0B PB 1 


ey Bb y 
Sea M” la simetrica de M respecto de 4. Puesto que 
DM + 0M' = 20M). 
vemos que la matriz de la simetría respecto de A es 
S¿=2P=1. 


Finalmente, si M” es la simetría de M respecto del plano O, que pasa por O 


y es ortogonal a u, se tiene: 
OM" =- DOM"; 


de donde la matriz S¿ de la_simetría respecto del plano Q es: S¿=I,—2P. 
Designamos por K la proyección ortogonal de M sobre (Q). Puesto que 


OR = 5 (0M + 0M”), 


1 
la matriz de la proyección M => K es 3 (1, +6) =13—P. 


a 
3) Sea A la recta de R? que pasa por O, de vector unitario ú < f,y busque- 
id 


mos la matriz R de la rotación R de ángulo 0 y eje A, en la base canónica (5h. 
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Si H designa la proyección ortogonal de M sobre 4, tenemos: 


DH =(0M.3%. y HM=(AOM)Au. 


Pongamos M' = 2(M). En la base(HM, u A OM, u) de R?, es posible descompo- 
ner OM': 


OM' = 0H + cos0.HM + senQ(u A OM). 
de donde 


DM = (OM. ú + cos Q((ú a OM) a d) +senb(i a OM). 


Si en esta fórmula hacemos sucesivamente OM = ii, j, k, obtenemos la matriz 
buscada: 


22 +(P?+y?) cos O ap—af cos 0—ysend  ay—ay cos 0+f sen O 
R=|xB=02fcos0+ysen0 pB?+(y?+a?) cos O By By cos 0—asen0 |. 
ay—aycos0—fsenO Py—fycosO+a send y?+(0?+8?) cos O 

4) Sea K un cuerpo conmutativo de característica nula y sea P, el espacio 
vectorial de los polinomios Pe K[X], de grado < n. 2, es de dimensión n + 1, 


y una base de %, está formada por los polinomios 1, X, ..., X”. La aplicación 
P > P' es una aplicación lineal de 2, en 4, y su matriz en la base anterior es: 
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La aplicación Ph O definida por Q(Y) = P(X + a) (en donde ae K es fijo) 


también es lineal, y su matriz en la base (1, X, ..., X”) es la matriz triangular 
superior 
AAA a” 
0 1 A 
(Ja 
M,=|: NX 
0 1 


k 
o sea M,= [mx], con my =0 si k <j y Mx = ( ¡ ) avA si k >j. Por la defini- 


ción, se tiene: MM, = M,+, cualesquiera que sean a, be K. Esto prueba que 
las matrices M,(a e K) constituyen un grupo multiplicativo isomorfo al grupo 
aditivo formado por K; en particular se tiene (M,)* = M_, cualquiera que sea 
ae K (cf. Ejercicio 1X.8). 


+ Matrices en un anillo conmutativo 


Todo lo que acabamos de exponer a partir del $1 se aplica sin restricciones 
si se reemplaza el cuerpo K por un anillo conmutativo unífero A, y la expresión 
«espacio vectorial sobre K» por la de «A-módulo». En el ejemplo 4) del cálculo 
con matrices, es suficiente suponer que la relación 2u =0 implica u =0 en A. 
(cf. p. 325), 

En el $2, definición 1X.2.1 es preciso reemplazar E y F por A-módulos con 
bases finitas. Según hemos señalado anteriormente, estos módulos poseen una 
dimensión bien definida (todas las bases tienen el mismo número de elementos). 
Las definiciones y propiedades que siguen a la definición IX.2.1 subsisten entonces 
sin variaciones. 


$ 1IX.3 CAMBIO DE BASE 


O Sea E un espacio vectorial de dimensión n, y sea (e,, €a, ..., €,) una base de E. 
Si v,, ..., », son elementos de E, la matriz P de los v; en la base (e,) es, 
por definición, la matriz de la aplicación lineal y tal que 


ple) = 0. 


p es biyectiva si, y sólo si, v,, ..., Y, son libres, o lo equivalente, cuando la ma- 
triz P es invertible. Cuando ocurre así, se dice que P es la matriz de cambio 
de las (e) a las (v,). 
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Cambio de coordenadas 

Sean (81, ..., €n), (f, -..,f,) dos bases del espacio vectorial E, y sea P la ma- 
triz de cambio de las (e,) a las (f), con P =[Pj)1<ij<m 

Sea x € E, y designemos por % (resp. Y) a la matriz columna de las coordenadas 


de x en la base (e;) (resp. en la base (/;)): 


* Yi 


Mn Ya 


Se deduce: 
” ”on nn fa 
Y »Í/= E pd PijYjti = Y (É »u3)) li. 
j=1 j=1 ¡=1 i=1 Nj=1 
De donde: 
” 
x= Y Pi); 1<i<n 
f 


Estas fórmulas se pueden condensar en la fórmula matricial siguiente, llamada 
fórmula del cambio de coordenadas: 


(1) 


Problema del cambio de base 


Sean E, F dos espacios vectoriales, y sea p : E>F una aplicación lineal. 
Designamos por 

— (61, +... €n), (81, -.., €) dos bases de E; 

— (Li +. Lo). Uio - >, S5) dos bases de F; 


— P la matriz de cambio de las (e,) a las (ej); 
— Q la matriz de cambio de las (f) a las (f); 
— A la matriz de y en las bases (e) y (45); 
— B la matriz de y en las bases (e) y (f;); 
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— x un elemento de E, y = p(x) su imagen por q; 
— Y y Z' las matrices columnas de las coordenadas de x en (e;) y (e;); 
— Y e Y" las matrices columnas de las coordenadas de y en (f) y (f;). 


Vamos a establecer una relación que ligue P, O, A, B. Para ello, aplicamos (1) 
y la fórmula (3) del $2: 


Q) Y =PY' Y =QY' 
(3) Y = AX Y' = BX' 
(2) nos da, llevándola a la primera de las fórmulas de (3): 
0Y' = APZ', 
o, puesto que O es invertible: 
9" =0Q*APY', 


de donde resulta la relación fundamental: 


(4) 


Caso particular: E=F, y e, =f,, el =fí para 1 <i<n, luego P=0Q. La 
fórmula (4) se escribe en este caso: 


5) 


en donde todas las matrices son cuadradas de orden n. 


DEFINICIÓN 1X.3.1 


Dos (p, n)-matrices A y B se llaman equivalentes si existe una ma- 
triz cuadrada invertible O de orden p, y una matriz cuadrada invertible P 
de orden n, tales que 


B=0AP. 
Se comprueba sin ninguna dificultad que la relación «A y B son equivalentes» es 


una relación de equivalencia en M,,,(K). Ante todo definiremos el rango de una 
(p, n)-matriz A. Para ello probaremos que, si E y F son dos K-espacios vectoriales 


LELONG 1-22 
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de dimensiones respectivas n y p, provistos de las bases f = (€, ..., €n) y 
Y = (Lu fo) y si y =p, es la aplicación lineal de E en F cuya matriz en las 
bases $ y y es A, entonces el rango de y, depende sólo de A. En efecto, sean E' 
y F' otros dos espacios vectoriales, de bases respectivas P' =(e”, ...., eh) yy (fi. - 9) 
y sea y" =p, Designamos por u (resp. v) al isomorfismo de E en E' (resp. de 
F en F) tal que u(e,) = eí para todo ¡ (resp. v(f) =f; para todo j). 
Entonces se comprueba fácilmente que 
o =vopou! 

luego las dimensiones de Im (p) e Im (G”) son iguales, y de ahí nuestra afirmación. 
Establecido esto, por definición, el rango de Á es el rango común a todas las yy, 
Se le designa por rg (4). 

Sea entonces p : K" > K” una aplicación lineal que tenga a A por matriz en 
una cierta elección de bases de K” y K”, y sean r = rg (4), N = Ker (q), / = Im (q). 
Se puede hallar una base de K”, por ejemplo (€, ..., €,), tal que (€,+1, ..., €,) sea 
una base de N; entonces (f, = p(e,), .... f, = ple,)) es una base de /, y (ver p. 293) 
existen fy+, € F, ..., f) € F tales que (f,, -.., f,) es una base de F. En las bases 
(és €) Y Li +. f)) así definidas, la matriz de y se escribe: 


(6) 


Teniendo en cuenta (4), vemos que ha quedado demostrado el siguiente: 


TEOREMA 1X.3.1 


Il Toda (p, n)-matriz de rango r es equivalente a la matriz (6). 


DEFINICIÓN 1X.3.2 


Dos (n, n)-matrices A y B son semejantes si existe una matriz cuadrada 
invertible P de orden n tal que 


B=PAP, 
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La relación «A y B son semejantes» es una relación de equivalencia en M,(K), 
más fina que «A y B son equivalentes». 

El lenguaje de los grupos que operan sobre un conjunto (cf. Cap. II, $8) permite 
precisar esta relación de equivalencia. Para toda matriz Pe GL (n, K) y toda ma- 
triz Ae M,(K), establecemos: 


(4) de P=ZPOYAP.. 
Se comprueba inmediatamente que: 
Axl, =4A y (4Ax*P)*0 =Ax(PO). 


Luego, el grupo GL(n, K) opera por la derecha sobre M,(K) por medio de la 
fórmula (7). 

Las clases de equivalencia de M,(K) por la relación «A y B son semejantes» 
son precisamente las órbitas de M,(K) según GL(n, K). 

Si Ae GL (n, K), A * Pe GL (n, K). Con otras palabras, GL (n, K) es reunión de 
órbitas. Las órbitas de GL(n, K) son precisamente las clases de conjugación de los 
elementos de GL(n, K) (cf. Cap. II, $8, ejemplo 3). 

El teorema IX.6.1 permite clasificar las (p, n)-matrices salvo equivalencias. Se 
comprueba que «lo que clasifica» es el rango (dos matrices son equivalentes si, 
y sólo si, tienen el mismo rango). 

El problema de la clasificación de las matrices cuadradas salvo semejanzas 
equivale a la caracterización de las órbitas de M,(K). En el capítulo XI lo resol- 
veremos en el caso en que el cuerpo K sea algebraicamente cerrado. (Reducida de 
Jordan.) Con mayor precisión, demostraremos la existencia, en cada órbita, de 
matrices particulares, llamadas de Jordan, cuyo tipo caracteriza la órbita en cues- 
tión, y éste es el problema completo de la reducción de las matrices cuadradas. 


Ejemplo de matriz de cambio: ángulos de Euler 


Sea Oxyz una referencia ortonormal de R?, OXYZ otra referencia ortonormal 
con el mismo origen. Se determina OXYZ con la ayuda de los tres ángulos de 
Euler: 

— El plano OXY corta a Oxy según una recta, que orientaremos según Ox. 

— Al ángulo y = (Ox, Ox,) se le llama precesión. La orientación de Ox, de- 
fine una orientación en todo el plano ortogonal a Ox,, en particular sobre OzZ. 

— Al ángulo 0 = (Oz, OZ) se le llama nutación. 

— Finalmente, al ángulo y = (Ox,, OX), medido en el plano orientado OXY, 
se le llama rotación propia. 
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Vamos a calcular la matriz de cambio A de Gl k) en (7, J, K) (vectores uni- 
tarios respectivamente de Oxyz y OXYZ). 

Para ello introducimos las referencias intermedias Ox,y,Z, y Ox2Y2Z) ortonor- 
madas y directas tales que 


Oz, =0z, Ox,=0x,, Oz, = 


cosy» —senpy 0 

Matriz de cambio de (Oxyz) a (Ox,y,z,): : M= [sen PS cos si 0 

1 

Matriz de cambio de (Ox,y,z,) a (Ox,yozp): N= cos O —sen 0 
sen O cosU 


cosp —senp 0 
Matriz de cambio de (Ox,yaz)) a (OXYZ): sen sd cos vd 0 
1 


De donde: A = MNP. 
Sea ahora 2 la rotación de eje OZ y de ángulo a, y busquemos su matriz R 


> > 


en (ij, k). 
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La matriz de 2 en (Ox,y2z,) es evidentemente 


cosa —sena 0 
QO=|sena cosa 0 
0 0 1 


Puesto que la matriz de cambio de (Oxyz) a (Oxzy2z)) es MN, se deduce, con la 
ayuda de (5), que: 


Q=N"*M7!* RMN, de donde R= MNQN"!* M7! 


que constituye una nueva forma de la matriz de rotación más general (cf. ejem- 
plo $ IX.1). 

Nota. Para cada referencia ortonormal OXYZ, existen dos posibles elecciones 
de la orientación de Ox,. Además, la recta Ox, estáindeterminada cuando Oz = OZ. 
Existe, pues, cierta dificultad para definir los ángulos de Euler como funciones 
diferenciables de la referencia OXYZ. En la práctica, se intenta definirlos «por 
continuidad», a partir de una elección relativa a una posición particular de OXYZ, 
lo que equivale a imponer a y, 0, p que sean funciones continuas de los «pará- 
metros» de los que depende la referencia. Pero la definición rigurosa de estas fun- 
ciones sobrepasa los límites de esta obra. 


Capítulo X 


Los determinantes y sus aplicaciones 


e En este capítulo, el cuerpo de base K se supone conmutativo. 


$ X.l APLICACIONES Y FORMAS MULTILINEALES 


DeFINICIÓN X.1.1 


Sean E,, ..., E, y F espacios vectoriales sobre K (no necesariamente de 
mensión finita). Una aplicación 


O:E,xXEzx oo xE,>F 


se denomina p-lineal si, para todo índice i, y para todo sistema de 
elementos x;€ E, (j 4 1), la aplicación parcial: 


a CTA TE A APS 
? de E, en F, es lineal. 


Si p = 1 se obtiene la noción de aplicación lineal. Si p = 2, se obtiene la no- 
ción de aplicación bilineal. 

Cuando F = K, se tiene la noción de forma p-lineal en E, X Es X ... X Ej. 
A una forma p-lineal en E” se le llama simplemente una forma p-lineal en E. 

Las propiedades que siguen son inmediatas: 

— Si q es una aplicación p-lineal de E, x E¿x ... x E, en F, y toma el 
valor O para toda n-pla (x,, Xa, .... x,) en la que uno de los x, sea nulo. 
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— El conjunto de las aplicaciones p-lineales de E, x E¿X ... X E, en F es 
un subespacio vectorial del espacio vectorial de las aplicaciones de E, XE¿X... X E, 
en F. A este subespacio se le designa por P,(E,, ..., E,; F); al espacio de las 
formas p-lineales en E se le designa simplemente por 2,(E). 

— Si F es suma directa de F,, ..., F, el espacio P,(E,, E», ..., Ey; F) es iso- 
morfo a la suma directa de los espacios P,(E,, .., Ep, Fn) (1 < m < k). Se obtiene 
un isomorfismo asociando a cada 


peLLE,,..., Ey; F), 


la k-pla (Pm)1<m<x en donde q, es la aplicación p-lineal en E, Xx E¿X ... X E, 
definida por fm = Pm > p (en donde p,, designa la proyección de F en F,,). 

A las aplicaciones Q,, se les llama componentes de q. 

En particular, si F es de dimensión finita, vemos que el estudio de las aplica- 
ciones p-lineales: E, X ... Xx E, —>PF se reduce al de las formas p-lineales en 
BLUR ss A 

— Si E,, E», ..., E, y F son de dimensión finita, también lo es P,(E,, ..., E; F). 
En efecto, según la propiedad anterior, es suficiente demostrarlo cuando F = K. 
A tal fin, consideremos, para todo ¡, una base (€,,, €;,2, ..., €,,,) de E,, y sea 
pEe£L (E, ..., Ey; K). Para todo x, € E,, ponemos: 


Desarrollando qp(xX,, ..., xp), por la p-linealidad, se obtiene: 


= y Arma jaa +0 jp Ple, 9 82, 99 0000 Cp. o) > 
1<j Sri 
1<j2<r2 


1< jp Srp 


P(X1, Xzs > 


[Para que se comprenda perfectamente el segundo miembro, tomemos, por 
ejemplo, p =2, r, =1¿=2: 
X= Or lra + 212 X2= M1 2€2,1 + M22 22» 
P(X1, X2) = pla, 1 €1,1 + 421 €12, 412 €21 + 4,222) 
= 411 412 Q(€11,€2,1) + 011 422 Q(€11, €22) 


+ 43, 412 Q(€12, €21) + 4), 47, Q(€12, €22) -] 
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Recíprocamente, toda aplicación y de E, x E¿ X ... X E, en K, definida por 
una fórmula del tipo 


(P) YX, Xzs 0, Xp) 


diodo Aj, 1 Aja,2 +++ Go 


en donde 4;,,,...;, € K para todo (jj, ..., jp) EN Xx NF X ... Xx NZ, es una forma 
prlineal en E, X ... X E,. Se deduce sin ninguna dificultad que el espacio 


LLE, ..., Ey 3 K) 
es de dimensión r,,rz... r, (en donde r, = dim (£,)). c.q.d. 
Los subespacios más importantes de 2,(E) son: 
— el espacio de las formas p-lineales simétricas, que estudiaremos más adelante 
en un caso particular (cf. Cap. XID; 


— el espacio de las formas p-lineales alternadas, que estudiaremos en este ca- 
pítulo. Estas formas sirven para estudiar el rango de un sistema de vectores de E. 


DEFINICIÓN X.1.2 


Sea E un espacio vectorial. Una forma q, p-lineal sobre E, es simétrica 
si, para toda p-pla (X;))<i<p (Xx; € E) y toda permutación 0 €S,, se tiene: 


PX 1) 000, Xp) = PÚara) +++ Xo(p)) - 


DEFINICIÓN X.1.3 


Una forma p-lineal p en un espacio vectorial E se llama alternada 
si se tiene p(Xy, Xy, » . ., Xp)=0 cada vez que las (x;),<¡<p no Son todas distintas. 


Es inmediato que el conjunto de las formas p-lineales alternadas en E forman 
un subespacio de -P,(E). Este subespacio lo designaremos por: 


NE) . 


Para toda forma p-lineal p en E, y toda permutación o € S,, designaremos por 
medio de o*(p) a la forma p-lineal definida por: 


HO) (Xp, 0.0, Xp) = Play +00 Xotp)) - 
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Se tiene: Vp € S,, Vo € S,, Vo e A*(E) 


p*.o*(p) = (po (0), y eto)=p (e: permutación idéntica) (). 


TEOREMA X.1.1 


Sea p una forma p-lineal en el espacio vectorial E. Para que y sea alter- 
nada, es necesario que, para toda trasposición t de Nf, se verifique: 


(1) tp) =-0; 


y esta condición es suficiente cuando K no tiene característica 2. 


Demostración 


— Sean j y k enteros < p, ¡ < k, y sea 7 la trasposición que cambia ¡ y k. Si (1) 
se verifica, y si (X1),<¡<p es Una familia de elementos de E tal que x, = x;, se tiene 


TH) (Xp, «00, Xp) = — PlX10 +0 Ap) según (1), 
y Hp) (Xp, -.., Xp) = P(X 15 000> Xp) > 


de donde 
2 P(X1) .00, Xp) =0, 0 sta pl(Xy, ..., Xp) = 0 


cuando K no tiene característica 2. 

En este caso la condición (1) es suficiente. 

— Si q es alternada, se puede escribir (ahora el cuerpo K es cualquiera): 
Xp) + 


D= Php 0 XX a Xy EX cos A), 0 A) 4049) (8, 


TAR PT A EA A A AS 


= PlXz, +. +, Xp) + 7*(9) (Xp, -- -, Xp). La condición (1) es, pues, necesaria. |] 


COROLARIO 


Si p es una forma p-lineal alternada sobre E, para toda permutación 
0€S,, se tiene: 


o*(p) =s(0) p (e(o) designa la signatura de 0). 


(1) En otras palabras (a, p)->0*(p) define una operación por la izquierda de 9 en N*(E). 


Los determinantes y sus aplicaciones 347 


En efecto, para verlo es suficiente descomponer g en producto de trasposiciones 
Ti, --., Ty, Y entonces se tiene e(0) = (— 1), y aplicando la fórmula (1), se obtiene 
el resultado deseado. c.q.d. 

En particular, vemos que una forma p-lineal alternada es invariante respecto 
del grupo alternado de orden p. 


Nota. Una forma p-lineal y en E se llama antisimétrica si verifica: 
VoeS,, op) =ed0)p. 


Si K es de característica + 2, existe identidad entre las nociones de forma alter- 
nada y antisimétrica. Si K es de característica 2, toda forma alternada es antisi- 
métrica, pero el recíproco es falso. 


TEOREMA X.1.2 
Sea E un espacio vectorial que posea una base finita (€,, ..., €n): 
a) para todo entero k> n, se tiene: A*(E) = (0); 
b) el espacio A*“(E) tiene dimensión 1. 


Demostración 


n 
O a) Sean (x;)¡<i< elementos de E, y pongamos x, = > 4; €,- Desarrollemos 
-1 


(Xp -.., Xx) teniendo en cuenta la k-linealidad (p e A**(E)). Se obtiene: 
(2) Xi) = E a Gar ++ y Pla) +++» Eu) 
xEF kom 


designando por F,,, al conjunto de las aplicaciones de MF en M£. 

Si k> n, para cada y € F;,, dos, por lo menos, de los e,(,) son iguales. Puesto 
que gy es alternada, (2) prueba que en este caso, p(Xj, ..., Xx) =0. 

b) Si k=mn la fórmula (2) nos da la expresión que debe tener una aplicación 
peN*(E): 


PX is 000 Xp) = pa Bro ++ Gem Pll gays ==> Em) 3 
EF nm 


en donde los términos que corresponden a las aplicaciones y no biyectivas son 
nulos. Esta fórmula se reduce, pues, a: 


(3) Pr X= Y) aga 0 ota leo) ---> Com) 


eS, 
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la cual se escribe, si tenemos en cuenta: o*(p) = (0) p: 


(4) QlX1» 000, Xp) = ( y 2(0) Aar),1 -- cmo») ple, ..., en). 


Sn 


Luego y es un múltiplo de la función 4 definida por 


Ars Ka» «.. Xp) = o e(0) Oxt1),1 => Gotm)n > 

con lo que queda demostrado que dim A*"(£) < 1. 

Recíprocamente, la función 4 es una forma n-lineal alternada no nula en E. 

Es evidente que 4 es una forma n-lineal (fórmula (P)), y probemos que es alter- 
nada. Para ello designemos por t a la trasposición que intercambia ¡ y ¡(1 <i¡< 
<j <n). Vamos a probar que si x, = x,, se tiene Á(X,, Xg, «.-, Xp) = 0. 

Si designamos por «Y, al grupo de las permutaciones pares (grupo alternado), 
tenemos evidentemente: 


AX 000) = Y 0) anar Comn + (0) Ax, >> Gon > 
05 Ln AN 
La aplicación o H 007 es una biyección de 7, en S,<%,, luego podemos 
escribir: 


(5) A(X1, 0.) Xp) = A (0) Gacs).1 >>> Gon) 


+ Y 407) Grana ++ Coman, 
cla 


es decir (teniendo en cuenta que s(0r) = — £(0)): 


(6) 4100 X)= Y (0) 21.1 == Lomo 


da 
NI A A E A 


cda 
Luego, puesto que x, = x,, se tiene a, ; = a, ¿ para todo k = 1,2, ...,n, de donde, 
Mani Ooj Y Ao = Aa 


y la relación (6) implica 4(x,, ..., Xx») =0. 
Finalmente, comprobamos que 4 4 0. En efecto, se tiene: e, = 2 0; e,, de 
donde ¿ 


Afer, ..., €) = Y (0) Óx1),1 >>> Osman = O1,1 =0> On = 1 c.q.d. 
05m 
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La demostración de la afirmación b) ha consistido en establecer la siguiente 


proposición, que le es equivalente, y que, sin embargo, resultará útil enunciarla: 


X.1.3 Si (e,, ..., €,) es una base del espacio vectorial E, existe una forma n-lineal 
alternada 1 en E, única que verifica Ale,, ..., en) =1. 


DEFINICIÓN X.1.4 


Con las notaciones de X.1.3, el determinante de n vectores 


Xp » +» Xn de E, respecto de la base (e,, ..., e,) es el escalar 
(Xy)... Xp) - 
a . 

Si hacemos x, = > ay, ej, se tiene: 

J=1 

A(X1, ...,X)= Y 2(0) 031),1 => Goma - 

¿En 

Designemos por detB(x,, ..., X,) al determinante de n vectores xy, ..., X, en 


una base %. Para todas las bases 2 =(€,, ..., €), € =(f, ...,f,) de E, y para 
todo sistema de vectores x,, ..., x, de E, se tiene entonces («fórmula de Chasles»): 


(3) deta (1, ..., Xp) = Ot (Xp, .... Xp) X deta (fifa, -.. Sm) - 


En efecto, si hacemos variar arbitrariamente los x,, ambos miembros son formas 
n-lincales alternadas en £, que toman el mismo valor para el sistema x, =f,, ..., 
Xn =S,, luego son iguales. 

Más adelante volveremos sobre esta noción ($ 2). 


Extensiones. La demostración de X.1.2 a) prueba que, si k elementos x, e E 
son combinaciones lineales de p elementos e, € E, y si p < k, entonces, para toda 
forma k-lineal alternada y en E, se tiene: p(x;, ..., x;) =0. En particular, esto 
se verifica cuando x,, ..., x, están ligados, de donde: 


X.1.4 Si k elementos x,, ..., x, de un espacio vectorial E están ligados, entonces 
l toda forma q, k-lineal y alternada en E, verifica: p(X,, ..., Xi) =0. 


X.1.5 Sea B una base cualquiera del espacio vectorial E. Si e,, ..., e, son ele- 
mentos de B, distintos (1), existe una forma q, p-lineal y alternada en E, 
tal que p(e,, ..., ep) =1. 


(), Si E es de dimensión /inita, dar B es superfluo; es suficiente suponer que la familia (€,, ..., ep) 
es libre. 
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Demostración. Sea 
"= Vect([e,, ...,€p 3) y G=Vect(BX (1, -...€p )) 5 


E es suma directa de F y G. Designemos por f la proyección de E en F paralela- 
mente a G. Según el teorema X.1.2, existe una forma p-lineal y alternada q, en F 
tal que qy(é,, ..., €) = 1, puesto que (€,, ..., €,) es vna base de F. 

La aplicación 


E ST) 


es entonces una forma p-lineal alternada en E que responde a nuestros propósitos.]] 
*  Observemos que todo lo que hemos realizado es rigurosamente independiente 
del teorema de la dimensión, y sólo precisa de la definición y de las propiedades 
elementales de una base. Vamos a deducir una nueva demostración del teorema 
VIIL.3.3 si K es conmutativo. 


COROLARIO 


Si E es un espacio vectorial con una base finita B de n elementos, cualquier 
otra base de E es finita y tiene n elementos. 


Demostración. Sea C otra base de E. Si k = card (C) fuera > n (3), la pro- 
posición X.1.5 implicaría la existencia de una forma (n + 1)-lineal, alternada, no 
nula q, lo que estaría en contradicción con el teorema X.1.2 aplicado a la base B. 
Intercambiando B y C veríamos igualmente que tampoco se verifica k <n. Por 
lo tanto se tiene k =m. c.q.d. 


Nota. Todo lo que hemos realizado en este $, con excepción de X.1.4, se puede 
repetir, palabra por palabra, en el ámbito de los módulos sobre un anillo conmuta- 
tivo A. Las definiciones son las mismas, y todos los teoremas demostrados en 
este $ son válidos, con la excepción de X.1.4 y de la segunda parte de X.1.1. En 
particular, se obtiene una generalización considerable del teorema de la dimensión: 


TEOREMA 
Sea A un anillo conmutativo unifero y sea M un A-módulo. Si M posee 


una base finita de n elementos, cualquier otra base de M es finita y posee 
n elementos. 


() Esta hipótesis engloba el caso en que C fuese infinito. 
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Si K es conmutativo, esta demostración del teorema de la dimensión resulta 
más general que la dada en el capítulo IX. Sin embargo, la del capítulo IX está 
mucho más adaptada al ámbito de los espacios vectoriales, y permite desarrollar 
rápidamente consecuencias que únicamente son válidas en un espacio vectorial 
(por ejemplo, el teorema de la base incompleta). 


$ X.2 DETERMINANTES 


O A partir de este momento, sólo consideraremos espacios vectoriales de dimen- 
sión finita > 1 sobre el cuerpo conmutativo K. 


Determinante de un endomorfismo 


Sea E un espacio vectorial de dimensión n, y sea y una forma n-lineal alternada 
no nula en £. Por otro lado, sea u un endomorfismo de E. 
Para toda n-pla de elementos x, € E (1 < ¡ < n), ponemos 


MAX is 00, Xp) = p(Ux y), 1x2), ..., (Xp) - 


q. es evidentemente una forma n-lineal alternada. Luego (T. X.1.2) q, es un múl- 
tiplo de q. Vamos a ver que el factor de proporcionalidad sólo depende de y. En 
efecto, si y es otra forma n-lineal alternada no nula, existe un p e K tal que y = pp 
(T. X.1.2). Es evidente que 


Y, = (09), =P-Qu> 
luego, si p, = Ap, se tiene: 
Y. =P.0,=P-4p =4.pp = AM, 


de ahí nuestra afirmación. 


DeFINICIÓN X.2.1 
Sea u un endomorfismo del espacio vectorial E de dimensión n. Se llama 


determinante de u, y se designa por medio de det (u), al escalar que 
para toda n-pla (x;) de elementos de E, verifica la relación: 


(Vo EA MENOS),  p(u(xy), «.., 1x,)) = det (1) p(X1, ---, Xp) - 
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Si (xj, ..-, X») designa una base (e,, ..., en) de E, y y la forma n-lineal alter- 
nada 4 que verifica A(e,, ..., €n) = 1, se tiene: 
det (u) = A(p(e,), .... ple) - 


Inversamente, si x,, ..., x, son n vectores cualesquiera de E, el determinante 
de estos vectores respecto de una base (€,, ..., en) de E es igual al determinante del 
endomorfismo u de E definido por u(e;) = x, (i =1,2, ...,n) (cf. Definición X.1.4). 


TEOREMA X.2.1 


a) El determinante de la aplicación identidad es 1. 

b) Si v,ue L(E), det (v o u) = det (v) det (u). 

c) El endomorfismo u de E.es invertible si, y sólo si, det (u) 4 0. 
Demostración 


a) Es evidente. 
b) Sean x,, ..., Xx, elementos de E. Por definición, para toda forma y e 4*"(E), 
podemos escribir: 


p(v o u(xy), ..., vo u(x,)) = det (vo 4) p(X;, ..., Xy) por una parte, 
plv o u(xy), ..., vo u(x,)) = det (v) p(u(x,), ..., 1(X,)) 
= det (v).det (u).p(X;, ..., xn) por otra, 
de donde (eligiendo p y X;, ..., X, tales que p(Xj, ..., Xp) % 0): 
dét (v o u) = det (v). det (u) . 
Cc) Si ueGL(E), det (u o u”*) = det (id) = 1 = det (u).det (u1), de donde 


det (u) 4 0. 
Por otro lado, si u ¿ GL(E), el rango de u es <n (Teorema VIIT.4.3). Cuales- 
quiera que sean los vectores x;, ..., Xx, de E, los vectores u(x,), ..., u(x,) están, 


pues, ligados; y (según X.1.4) se tiene: 
0 = plu(xy), ... u(x,)) = det (u) P(%s «-. Xa) 
para toda forma n-lineal alternada p en E, de donde det (u) =0. c.q.d. 


COROLARIO 
Para que n vectores X,, ..., X, de un espacio vectorial E, de dimensión n, 


constituyan una base de E, es necesario y suficiente que su determinante 
respecto de una base (e,, ...,€,) de E, sea no nulo. 


Los determinantes y sus aplicaciones 353 


En efecto, los vectores x;, ..., x, constituyen una base de E si, y sólo si, el 
endomorfismo u definido por u(e;) = x, (1 <i<m) es invertible. 

Este resultado se puede establecer también directamente a partir de X.1.3 
y X.1.4. 


Determinante de una matriz 


Si (€,, ..., €,) es una base del espacio vectorial E, y si u designa el endomor- 
fismo de E definido por 


ute) = Y aye (1<j<m, 
i=1 


la relación (4) del $ 1 nos da inmediatamente la expresión de u por medio de la 
matriz [a,,]: 


(1) det (u) = Y e(0) Gy1),1 -- Lotmn > 


«cn 
Esto nos lleva a establecer la siguiente definición: 
DEFINICIÓN X.2.2 


Sea A =[a,¡] una matriz cuadrada de orden n. Se le llama determinante 
de A, y se designa por det (4) (o Ed. al escalar 


det(4) =" Y el(0) Gx1),1 ->- Gaiman - 


05. 


Notación práctica: [a] o, en forma desarrollada, 


G1 Aa Un 
Aza Aza An 
Divas a 


El det (4) es un polinomio homogéneo de peso n respecto del conjunto de las va- 
riables (a,;), y es un polinomio (no homogéneo) de grado 1 respecto a cada una 
de dichas variables. El polinomio det (4) contiene exactamente 2! monomios (puesto 
que card(S,)=n!). Se puede demostrar (cf. ejercicios) que el polinomio 
2 elo) Xoca «++ Xa(n),n» Tespecto de las variables (X,,), es irreducible. 


0eSn 
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La fórmula (1) prueba que el determinante de un endomorfismo de un espacio 
vectorial E de dimensión finita, es igual al determinante de su matriz en toda base de E. 

En particular, si Ae M,(K), y si u, designa al endomorfismo de K” cuya ma- 
triz, en la base canónica, es A, se tiene 


det (4) = det (uy) . 


Se tiene además: 
El determinante de la matriz A es igual al determinante de los vectores columna 


de A respecto de la base canónica de K". 
Teniendo en cuenta que A Hu, es un isomorfismo de M,(K) en Z(K”), se 
puede aplicar el teorema X.2.1, y se obtiene: 


TEOREMA X.,2.2 


a) det(7,) =1. 
b) Si A y B son matrices cuadradas de orden n, se tiene: 


det (4B) = det (4) det (B) . 
e) Una matriz cuadrada A de orden n es invertible si, y sólo si, det (4) 4 0. 


Por otro lado, según las definiciones y resultados del $ 1, el determinante de 
una matriz cuadrada A de orden n es una forma n-lineal alternada de las colum- 
nas. En virtud de las propiedades de las formas alternadas, se obtienen las siguientes 
propiedades (en donde las columnas de A se identifican con vectores de K”): 


1) Si se efectúa sobre las columnas de A una permutación o, det A se trans- 
forma en e(0) det (4). 

2) Si las columnas de 4 están ligadas, det (4) =0. Y si las columnas de A 
son libres, det (4) 4 O (hallamos así, de nuevo, c) del teorema X.2.2). 

3) det (4) es lineal respecto de una columna cualquiera (permaneciendo fijas 


las otras). 
4) det (A) no cambia si añadimos a una columna de A una combinación lineal 


cualquiera de las otras columnas. En efecto, si C,, ..., C, designan las columnas, 
se tiene: 


det (+ + Y Ac Cari c,)) = det ([c,,...., Cc.) 


$ + se (| E Aj Cp laico «,)) 
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y el último término de esta expresión es nulo puesto que las columnas de 


datan] 
> 
están ligadas. 


O 5) Finalmente, para todo escalar 2, se tiene, si A es de orden n: 


det (14) = 2" det (4) |. 


TEOREMA X.2.3 
Il El determinante de una matriz cuadrada es igual al de su traspuesta. 


Demostración. Sea A = [a;,] una (n, n)-matriz: 


7) det(4)= Y (0) Mxm,1 0 Coman > 
0eEn 

o det (4) = Y ep) 4151) -< Onpim) > 
Pen 


El producto 4, p(1) --- Gn,o(n) Permanece invariante si sometemos sus factores 
a una permutación cualquiera. Para cada c € S,, se tiene, pues: 


Arata) ++ Apt = Go(1),po(1) ==> Go(m),pa(m) 
le a . 
de donde, tomando 0=P * : 41 pt) + Anopim) = Ap 19,1 +++ pm) 5 
(3) se escribirá: 


det ((4) = Y, E(P) A) 119,1 + Gp: = y (0) Ga(1),1 => Goimy,n > 
PpEEn 0eEn 


teniendo en cuenta que «(p) =e(p”*), y que p =p"! es una biyección de S, en sí 
mismo. c.q.d. 

En consecuencia, todo lo que se ha establecido para las columnas de una matriz 
cuadrada (a continuación del teorema X.2.3) es válido para las filas. 


Desarrollo de un determinante 


El teorema que sigue es de gran utilidad: 
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TEOREMA X.2.4 


Sea M = [a;;)] una matriz cuadrada de orden n, tal que a; =0 para 
(1>p y ¡<p +0), por lo tanto, de la forma: 


en donde A es cuadrada de orden p, B es cuadrada de orden q =n — p, 
y en donde C es una (p, q)-matriz arbitraria. 
En estas condiciones y con estas notaciones, se tiene: 


det (M) = det (4) det (B) . 


Demostración. Fijada la matriz C, definimos una aplicación 4 de M,(K)x M,(K) 
en K por medio de la fórmula 
Xx Cc 
ó(X, Y) = det (Mx,y), en donde My,y es la matriz [0---0 
0...Ó 


yl 
Ó es una función p-lineal y alternada de las columnas de X, luego existe una fun- 
ción y(Y) que sólo depende de la matriz Y tal que: 


S(X, Y) = det (X).o(Y). 


Si hacemos X = /,, se obtiene: p(Y) = 0(1,, Y). Esto demuestra que y(Y) es una 
función q-lineal alternada de las filas de Y, por lo tanto existe una constante k 
tal que p(Y) = k det (Y). Si hacemos Y = /,, obtenemos 


k =Q(1,) = 5, 1,). 


Recapitulando, se tiene: 


S(X, Y) = det (X).det (Y) 0, 1,). 


Falta calcular entonces 0(1,, 1,), que es el determinante de N = 
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Pero se ve que N se obtiene a partir de /, añadiendo a las q últimas columnas 
combinaciones lineales de las p primeras. De donde: 


det (N) = det (1,) = 1. 


Razonando por recurrencia, se obtiene el 


COROLARIO 


Si M es una matriz de la forma: 
A, términos 
0. As cualesquiera 


Dimentons 10, > AL 
en donde los A, son matrices cuadradas cualesquiera, se tiene: 
det (M) = det (4,) det (47) ... det (4,). 
DEFINICIÓN X.2.3 
Sea A = Jay] una (n, n)-matriz. Se llama menor relativo al término a; 


al determinante de la (n — 1, n — 1)-matriz obtenida suprimiendo en A 
la ¡ésima fila y la j-ésima columna. 


TEOREMA X.2.5 


(Desarrollo de un determinante según una fila o una columna.) Sea A=[a,,] 
una (n, n)-matriz. Cualesquiera que sean los índices i y ¡ se tiene 


(4) det (4) = Y -— Day 4 = Y Dan 4m 
k=1 k=1 


en donde A, designa el menor relativo a a,;. 


Demostración. En virtud del teorema X.2.3 es suficiente demostrar la afirma- 
ción relativa a las columnas. Podemos llevar la columna j al lugar de la columna 1, 
sin que se modifiquen los menores de los a,,, efectuando la permutación circular 


Da > 
( Fo] fa ¿l con las columnas, lo que equivale a efectuar ¡ — 1 trasposi- 
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ciones (cambio de la columna j con la columna ¡ — 1, luego con ¡ — 2, etc.). De 
todo ello resulta que es suficiente probar (4) cuando ¡= 1. 


Descomponiendo la primera columna en la suma de las » columnas, 


411 0 0 
0 421 
0 SeAj 
0 0 On 
se obtiene: 
" 
det(4) = Y det(M), 
k=1 
en donde 
0 Ara An 
Ara 
Pr > 
“fo 
0 An.2 Ann 


Efectuemos sobre las k primeras filas de M, la permutación circular 
y 32 a” le 


de DMT 1 
(= DA det (M;), en donde 


, de signatura (— 1) =(— 1)+1, y se tiene det (M,) = 


Uy Ua Un 
0 4 An 
: 0 CEA edi 
M; = 
Maa senal 
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Según el teorema X.2.4, es det (M,') = 4;,, 4,,,. Se deduce fácilmente que 
det (4) = pa DA a Ag 1 - 0.q.d. 
Al término (— 1)+1 411 se le llama el adjunto (1) de a,,. 
Inversa de una matriz 
DEFINICIÓN X.2.4 


de A es la traspuesta de la matriz de los adjuntos de A, es decir, la ma- 


Sea A= [a] una (n, n)-matriz (n> 1). La matriz complementaria 
triz '[A,;], en donde A, es el adjunto de a,,. Notación; A. 


TEOREMA X.2.6 


| Para toda matriz A, cuadrada y de orden n, los productos A.Á y Á.A son 
iguales a la matriz (det A) I,. 


Demostración. Hacemos A = [a,;), AÁ = [c,,] y designamos por 4, al ad- 
junto de a;,,. Por definición, 


” 
Ci = dE Ax Aj 
k=1 


Para ¡=, c,, es precisamente el desarrollo de det (4) según la fila i. 

Para ¡ H j, c,, es el desarrollo de un determinante que posee dos filas iguales, 
y, por lo tanto, vale 0. 

De donde: c,, = 0,, det (4). Demostración análoga para 4.4. c.q.d. 

Con estas notaciones, el teorema X.2.6 se traduce a las relaciones 


(5) z ax An = Y Agar = 0, det (A) (i,j=1,2,..., 1) 
k= k=1 


Del teorema X.2.6 resulta que, si det (4) + 0, A es invertible, y 


Se tiene así una nueva demostración del teorema X.2.2 c). 


() El autor los denomina cofactores. (N. del T.). 
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Regla práctica 


Si hacemos 471 = [a,,], se tiene: 


, Á A; 
ey = (= 1H LS 


det(A4) det (4) ' 


Se obtiene la inversa de una matriz invertible A de orden 2 > 1 formando la 
traspuesta Á de la matriz de los adjuntos de A, y dividiendo todos los coeficientes 
de Á por det (4). 


(Para n = 1, la inversa de la matriz [a], en donde a e K*, es evidentemente la 


matriz |—|). 
La 


Determinantes con elementos en un anillo conmutativo 


Sea A un anillo conmutativo unífero (cf. Nota, p. 350). 

Si E es un A-módulo que posee una base finita, la definición X.2.1 es válida 
para todo ue .Z(E), y permite definir el determinante de u. En el teorema X.2.1 
subsisten las conclusiones a) y b). La definición X.2.2 es la misma, y nos propor- 
ciona la noción de determinante de una matriz cuadrada con elementos en 4. Las 
conclusiones a) y b) del teorema X.2.2 subsisten; así como los enunciados que le 
siguen, excepto 2). El teorema X.2.3 permanece inalterado, así como X.2.4 y X.2,5 
(demostraciones idénticas). 

Si extendemos la definición X.2.4 a este ámbito más general, vemos que el 
teorema X.2.6 permanece válido. Esto permite generalizar los teoremas X.2.1 c) 
y X.2.2 c) en la forma siguiente: 


TEOREMA X.2.7 
Sea M una (n, n)-matriz con elementos en un anillo conmutativo A. Para 


que M sea invertible, es necesario y suficiente que det(M) sea un ele- 
mento invertible de A. 


Demostración. Si M es invertible, se tiene 


MM”! = 1,, de donde det(M) det (M7!) = det U)=1, 


luego det (M) es invertible en A. 
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Si det (M) es invertible en A, la fórmula MM = MM = (det(M)) I, prueba 
que M es invertible y que M- = [(det (M))J2.M. c.q.d. 


Se deduce sin dificultad la formulación equivalente que sigue: 
TEOREMA X.2.8 
Sean A un anillo conmutativo unifero y E un A-módulo que admita una 


base finita. Para que un endomorfismo u de E sea invertible, es necesario 
| y suficiente que det (u) sea invertible en A. 


Aplicación. Estas consideraciones se aplican a las matrices con coeficientes 
enteros (caso en que A =Z). Se aplican también a las matrices con coeficientes en 
el anillo K[X,, ..., X,] de los polinomios con p variables (en donde p es un en- 
tero cualquiera, y K un cuerpo conmutativo). En este caso las relaciones (5) son 
identidades formales de polinomios. Esta observación es la base de la demostración 
del teorema de Hamilton-Cayley ($ X1.3) en la cual tendremos que considerar ma- 
trices con coeficientes en el anillo K[X]. 

En particular, podemos tomar como anillo A el anillo 


K[(a,)] (i,j=1,2,..., 1) 


de los polinomios en las n? variables a,,. Vemos así que las relaciones (5) son, de 
hecho, identidades formales (y no sólo funcionales) entre polinomios de las varia- 
bles a,, (los adjuntos A,, son polinomios homogéneos de grado n — 1 de estas va- 
riables, y det (4) es un polinomio homogéneo de grado n). 

Podríamos también haber obtenido esta última afirmación examinando atenta- 
mente las demostraciones de los teoremas X-2.4 al X.2.6. 


$ X.3 EJEMPLOS DE CÁLCULO DE DETERMINANTES 


1) El determinante de orden 2: 


Á= , es igual a ad— bc. 


2) Desarrollando el determinante general de orden 3: 
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según los elementos de la primera columna, y teniendo en cuenta el ejemplo 1), 
se obtiene: 
A=a(b'c" —b"c)+atb"c— be”) + a'(be' — bc), 

o sea 
A=ab'c +abe+ a" be —ab"c'—a'be”"—a"b'e 

Para retener este último desarrollo se recurre a la regla mnemotécnica llamada 
«de Sarrus», ilustrada por el esquema que sigue: se repiten las dos primeras columnas 
de la matriz y se escriben todos los productos de tres términos situados en una misma 
diagonal. Los productos que corresponden a las flechas Noroeste-Sudeste deben ir 
precedidos del signo +, los que corresponden a las flechas Nordeste-Sudoeste 
deben ir precedidos del eN =. 


0 
Pal Lts E, a y 
MS ES SS pr 
3) Calcular el determinante de orden 3: 
b+o? a a 
Á= p? (c+ ay? bp , en donde a y bh son no nulos. 
e? (a (a + by? 


Solución. Se restará la última columna a las otras dos, de donde 


=(a+b+c? 4 
con 
b+c-a 0 a 
W'= 0 c+a=b: b 


e=a=b c-a—-b (a+by 


En 4”, a la tercera fila se le resta la suma de la primera y la segunda, de donde 


b+ca 0 a? 
4'= 0 c+a-b b? 
-2b - 2a 2 ab 
7 a(b + c— a) 0 a? l 
E, st 0 
lora 0 be+a—=bj b mA: 


- 2ab - 2ab 2 ab 
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En 4”, se añade la última columna a las otras dos, de donde: 


¡ a(b + Cc) a? a? a 
S=z| * qa n= +9 4 
0 0 2 ab b b(c + a) 
b+c a 
=2ab = 2 abc E 
a b ¿delo abcla + b + c) 


Finalmente, se tiene: 
A=4Ma+b+c)?, osea A=2abcla+b+cY. 
4) En un anillo conmutativo unífero cualquiera, sea: 


4 bi cd, 

4 b, Cc, d, 

dy b3 cy d, 

Ay ba Cy d, 

Desarrollando 4 según los elementos de su primera columna, después, en la ex- 
presión obtenida, desarrollando los determinantes de orden 3 según su primera 
columna, se obtiene 4 en función de los menores de orden 2 de su matriz. El re- 
sultado así obtenido es digno de mención, y sólo hace intervenir estos menores. 
Se obtiene: 


A _[ó, C1| [43 dy E 1 4 ) b3 dy Ea ay b, 3 (3 dy 

Da Ca||as dí Cz 42| [by d, 4, bal [cs de 

(M pS a di| [by cz ep br di| [ca + Cc; di| [az b3 
az del [Da ds bz dal [c, as Cc, dal las ba 


Es posible retener este resultado por medio de la siguiente definición: para 
cada determinante d de orden 2 de la matriz de 4, llamamos adjunto de este menor 
al menor de orden 2 formado con los elementos que no están ni en las filas ni en 
las columnas de d. 4 es entonces la suma de seis productos: 

1.2 Los productos por sus adjuntos de los menores de orden 2 formados con 
a bc 
dy DC, 
va afectado del signo —. 


suprimiendo sucesivamente las columnas a, b, c; el segundo menor 
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2.” Los productos por sus adjuntos de los menores de orden 2 formados con 


bz c5] su 

| E > a suprimiendo sucesivamente las columnas a, bh, c; el segundo menor 
4 4 4 

va afectado del signo —. 


En la expresión (1) hacemos a, =4y, 4, =44, b, =by, b¿=by,...,d, =dy 
d, = d,. Se obtiene el desarrollo de un determinante nulo (puesto que 4 tiene en- 
tonces dos pares de filas iguales). De donde se obtiene la relación (dividiendo por 2, 
si ello está permitido en el anillo de base): 


o By es a d, Cy 4, b, d; a db; ce d, me 
b, Cc, a d, C2 4, bz d, a, b, C, dy ' 
a b d, 
que prueba que los menores de orden 2 de la matriz | * A o, E no son alge- 
2 2 2 


braicamente independientes. La relación (2) permite definir las coordenadas pliicke- 


rianas de una recta en Geometría proyectiva. 
5) Determinante de Vandermonde. Si A es un anillo conmutativo unífero, sea: 


1 AAA eo 
lx, : 

A, = det(M,), en donde M, =|. E x¡€ A 
E (1<i<n) 
Ge 

Vamos a establecer la relación: 
(3) 4= Il (4-x). 
1<i<j<n 


El resultado es evidente para n =2,yrazonamos por recurrencia sobre n. Supo- 
nemos (3) verdadero, y calculamos 4,+, = det (M,,+1): 


E A ED 
a : 
A 
Restamos la última fila de todas las demás, 


2 2 
O X= o AE a A 


SA ar ra ()" — (Xp +1)" 
1 VE AI ¡(CA 
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Desarrollamos según la primera columna y ponemos de manifiesto el factor x, — X»+1 
en la fila ¡ (1 <í <x), y se obtiene: 


(4) Anri = Á rra XDD, 
i=1 


Da AS REA” 
con D=|: 
A 
En el determinante D, restamos de la última columna, la penúltima multiplicada 


por X,+1, luego a la (1 — 1)-columna, la (n — 2)-ésima multiplicada por x,+,, etc., 
se obtiene: 


LA Ay yn? 
D=|: : E = IT] G5-x) (según 6); 
pr : 1Si<jSn 
DE is (1 
de donde, utilizando (4): Ñ 
4bra= TT  G0-x), 
1Si<jSn+1 


lo cual demuestra que la relación es verdadera para el orden n + 1. c.q.d. 

Otro método. Consideremos A, como un polinomio respecto de las varia- 
bles (X+)1<¡<n . Si damos a x, y a x, (i 4 j) valores iguales, 4, se anula (2 filas iguales) 
luego x, —x, (¡4 j) divide a A, (cf. p. 158). Puesto que los x, — x, son primos 
entre sí, 4, es divisible por el producto de los x, — x, ($ XIV.2). Por razones de 
grado, se tiene 

4,=CIlG)-x)D. 
i<j 
en donde C es una constante; comparando, por ejemplo, los términos en (x,)"1 
vemos que C = l. (Este método presupone que A es un cuerpo.) 


6) En un cuerpo conmutativo, calculamos el determinante de orden n: 


Sel a : (a 4 b), 
E a 
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Hacemos 
FEF AF MPA 


Consideremos la k-ésima columna como la suma de las dos columnas 


a ES 
rk 

b y , 
b x 


y apliquemos la multilinealidad: 4(x) es suma de 2” determinantes. Entre todos 
x 


estos determinantes, los formados con dos columnas de la forma | : | son nulos. 
x 
En otras palabras, A(x) es un polinomio de primer grado en x; hacemos: 
A(x) = Ax + B. 


Para calcular las constantes A y B, reemplazamos sucesivamente x por — a y por 
—b. Poniendo p(x) = (r, — x) ... (1, — x), se obtiene: 


44 + B=(a), —bA + B=(b), de donde 43-20-00 


Cuando a = b, el cálculo directo de 4 es más fácil, y lo dejamos al lector. 
Sin embargo, del resultado hallado para a 4 b, vamos a deducir el resultado 
para a = b. Cuando el cuerpo no tiene característica 2, se puede escribir 


p(b) = pla) + (b— a) p'(a) + (b— aula). 


en donde + es cierto polinomio. 
De donde, para ba: 


(5) A = p(a) — ap'(a) + (a — b) (a). 
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Fijemos a e K, supongamos que el cuerpo es infinito, y consideremos los dos miem- 
bros de (5) como polinomios en b. Estos polinomios son iguales para una infinidad 
de valores, puesto que lo son para b 4 a. Son, pues, formalmente iguales. Por lo 
tanto, toman el mismo valor para b=a; el valor de 4 para b =a es, pues, 
pla) —ap'(a). 

7) Determinante de la matriz circulante con elementos en el cuerpo C: 


4% A a e 

An-1 A +++ An-2 
M= 

UN Us Te 


Cada fila se deduce de la precedente por una permutación circular, 
Sumando las columnas vemos que a, + 4, + ... + 4, divide a 4 = det (M) 
(considerado como polinomio de ay a, ... a,-,). En general, si Z es una raíz n-ésima 


de 1, vemos fácilmente que 4 es divisible por A, = 3  ('a;. Podemos con- 
0<i<n—1 


cluir entonces que 


en donde C es una constante, gracias a la factorización de los polinomios con varias 
variables (y teniendo en cuenta el grado de M), (cf. Cap. XIV). 

Vamos a encontrar de nuevo este resultado sin necesidad de recurrir a la teoría 
de los polinomios. Sea «w una raíz primitiva n-ésima de 1 (por ejemplo w= e? ”), 
y sea 2 = [u('-D(-D] (matriz de Vandermonde de las raíces n-ésimas de 1). Las 
raíces n-ésimas (0'=1), ¿¡<, son distintas y, por lo tanto, se tiene det (12) 4 0. Vamos 
a calcular M/2, y det (M2). De lo que deduciremos det (M), gracias a la fórmula: 


(5) det (MQ) = det (M) det (2). 

Designamos por 7m la clase del entero m mód (n). La matriz M se escribe: 
M= [adi <i<m1<j<n 

Un cálculo directo proporciona: MQ = [b.yl<i<n1<j<nm CON, 


a n 

= (k— 1Mj- 1 i-DM- j- =i i- j- 

(6) biy= Y ADD GD Y a ai A pi DU Cs 
k=1 d=1 
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n 
en donde Cy = 2 4001 (4-5, Pero, observando que para todo entero m y 
k=1 
toda raíz n-ésima de la unidad £, el número ¿” depende únicamente de 1, vemos 
que: 
n-1 , 
= quoi”, y C, sólo depende de j; 


2=0 


€ 


ij 
Indicaremos por C, el valor común de los C,, (1 <i<m). 


Para calcular det (M2) = det ([b,,]), podemos, según (6), introducir el factor C, 
en la j-ésima columna. Obtenemos: 


det (MQ) = (A c) det (2). 
j=1 
Comparando con (5), y teniendo presente que det (2) % O, se deduce: 
det(M) = [| C,, 
j=i 


o sea, intercambiando las notaciones: 


der (Mm) = Y] (E o a) 
1=0 


“=0 


Nota. El método anterior evita el cálculo de det (12). El cálculo de (det ((2)? 
es interesante por sí mismo. El lector comprobará las fórniulas: 


$ X.4 APLICACIÓN DE LOS DETERMINANTES 
AL ESTUDIO DEL RANGO DE UNA MATRIZ 


6 Consideraremos una matriz M= laullrsin con elementos en el cuerpo 
1<j<p 
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conmutativo K. 
Designaremos «vectores fila» (resp. «vectores columna») a las filas (resp. co- 
lumnas) de la matriz M, identificadas con elementos de K” (resp. K”). 


DEFINICIÓN X.4.1 


Sea M una (n, p)-matriz. Se llama rango de M al rango del sistema de 
vectores columna de M, es decir, a la dimensión del espacio vectorial 
engendrado por estos vectores (cf. Definición V1II1.3.2). 


Cada (n, p)-matriz M se puede considerar como la matriz de una aplicación 
lineal p, de K” en K”, en las bases canónicas de estos espacios (cap. IX, $2). Los 
vectores columna de M son entonces las imágenes por y de los vectores de la base 
canónica de K”, y el rango de M es igual al rango de y (Definición VIII. 4.1). 

En general, si E, F son dos espacios vectoriales de dimensión finita, y si y es 
una aplicación lineal de E en F, el rango de q es igual al rango de su matriz M en 
bases cualesquiera de E, F. 

Hemos establecido (Teorema VIIM.5.8) que el rango de una aplicación lineal 
es igual al de su traspuesta, y que en las bases duales de las elegidas en E, F, la ma- 
triz de 'p es *M (Teorema 1X.2.3). Se tiene, pues, el siguiente teorema: 


TEOREMA X.4.1 


| El rango de una matriz es igual al de su traspuesta. En otras palabras, 
es el rango del sistema de los vectores fila de la matriz. 


El rango de la matriz [8,,),<i<n,1<j<p €s, pues, igual al rango de la familia cons- 
tituida por las n formas lineales 


LA 
»= ayx (<is<m. 
j=1 
(Consideramos estas formas como elementos del dual de K”, referido a la base 
(is «+ «> Xp)-) 
Matriz extraída (!) 
DEFINICIÓN X.4.2 


Sea M = [a,,] una (n, p)-matriz, y sea 
I= ki, ia... in) una parte de Ni, i,<i¿<... < im; 
J=4Ajuja ---»j y una parte de Ni, j, <j¿<... <jg 


(1) También llamadas submatrices. (N. del T.) 


LELONG 1-24 
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La matriz extraida de la M, relativa a 1 y a J, es la matriz M,, con m 
filas y q columnas, de término general 


Uy = 4 (l<2¿<m 1<u<g). 


Bard 


En la práctica diremos que M,, se ha obtenido por medio de las filas de índice 
en 1, y de las columnas de índice en J; o también, que M,, se obtiene suprimiendo 
en M las filas cuyo índice no pertenece a /, y las columnas cuyo índice no perte- 
nece a J, 


El número de (m, q)-submatrices de M es evidentemente ( ha ) pi ) 


Por abuso de lenguaje, se llamará «subdeterminante de orden p» al determi- 
nante de una matriz cuadrada de orden p extraída de M. 

Los subdeterminantes permiten estudiar el rango de una matriz. 

Empezaremos por establecer un lema, cuyo recíproco resultará de X.4.4. 


X.4.2 Sea M = [a,;] una (n, p)-matriz. Si existe un subdeterminante de M, 
||, de orden r, A,, tal que A, 4 0, el rango de M es > r. 


Demostración. Podemos suponer que los vectores columna que corresponden 
a A,, son los r primeros, y que los vectores fila que corresponden a 4, son los r 
primeros (puesto que las permutaciones de las filas y de las columnas no afectan 
al rango de M). 

Sean v;, ..., Y» los vectores columna de M, y v;, ..., v7 Jos vectores columna 
«truncados» a partir del índice r + 1. En otras palabras, v; es un vector de K” 
cuyas componentes son las r primeras componentes de v,. De forma general, la 
aplicación vi v' es lineal, epiyectiva de K” en K”, y su núcleo es isomorfo a K"-" 
(es la proyección de K” en el subespacio K” x (0), paralelamente al subespacio 
(0) x K”-"). El determinante de y, ..., v; es 4,. Luego v;, ..., »; son linealmente 
independientes en K” (Corolario del teorema X.2.1). A fortiori v,, ..., », Son lineal- 
mente independientes en K”. c.q.d. 

Sea 4 un subdeterminante de orden r de la matriz M. Decimos que un subde- 
terminante de M, de orden r + 1, es un orlado de A, si admite como subdetermi- 
nante a 4. Se tiene la propiedad que sigue: 


X.4.3 Sea M = [a,;] una (n, p)-matriz, y sea A, un subdeterminante de M, de 
orden r, tal que A, 4 0. Si el rango de M es >r-+ 1, existe un deter- 
minante, no nulo, que es orlado del A,. 

Demostración. Se puede suponer que 4, está formado con las filas y las co- 

lumnas de índices 1,2, ...,r, de M. Sean v;, ..., v» los vectores columna de M. 
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Puesto que 4, % 0, los vectores v,, .. ., », son linealmente independientes. Puesto que 
el rango de Mes > r + 1, existe un índice k > r + 1 tal que los vectores »,, ..., Y», Ve 
son linealmente independientes. Sea N la matriz de columnas v,, ..., V,, Y» Es 


claro que N es de rango r + 1. Luego el sistema de los vectores fila de N es de 
rango r +1 (cf. X.4.1). 

Designemos por W,, ..., W las filas de N. Dado que 4, + 0, los vectores 
Wi +. ., , son linealmente independientes; existe, pues, un índice /> r tal que 
el sistema (w,, ..., W,, W,) es libre. 

Por lo tanto, el determinante de w,, ..., W,, W, es un subdeterminante de M de 
orden r + 1, que es orlado del 4,, y que es no nulo ya que (w, ...., W,, W;) es libre. 

Podemos resumir X.4,1 y X.4.2 en el teorema fundamental que sigue: 


TEOREMA X.4.4 
Para que una matriz M sea de rango r, es necesario y suficiente 


1) que exista un subdeterminante A, de M, de orden r, tal que A, 4 0; 
2) que todos los orlados del de A, sean nulos. 


La condición 2) se supondrá .verificada si r es igual al número de filas (o de 
columnas) de la matriz M — pues entonces no existe ningún orlado de orden r + 1. 


COROLARIO 


¡| El rango de una matriz es el orden máximo de un subdeterminante no nulo 
| de dicha matriz. 


Nota. Supongamos conocido un determinante no nulo 4,, subdeterminante de 
orden r de la (n, p)-matriz M. Para comprobar que M es de rango r, basta asegu- 
rarse de que los orlados de 4, (en número de (p —r) (n —r)) son nulos. En par- 
ticular, si estos orlados son nulos, es inútil estudiar los subdeterminantes de orden 
>'r+l, 


Rango de un sistema de vectores 


El estudio del rango de una matriz permite determinar el rango de un sistema 
de p vectores de un espacio vectorial E de dimensión n. En efecto, sean V,, ..., Y, 
dichos vectores: si (a;;),<;<n son las coordenadas de V, en una base prefijada de E, 
el rango de la matriz M = [ayli<i<p.1<jenm es igual al rango del sistema de vec- 
tores (Vi); <i<p" 
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$ X.5 ECUACIONES LINEALES 


Un sistema de ecuaciones lineales consiste en el siguiente problema: dada una 
(m, n)-matriz [a,,] y los m escalares (b,)1<i<m» hallar todos los sistemas (X;)1<y<n 
de n escalares que verifican las relaciones 


(1) dayx=b (1<i<m). 
j=1 


Por motivos de brevedad, hablaremos del sistema de ecuaciones lineales (1). Se 
llama solución del sistema a toda n-pla (x,, ..., x,) que verifique (1). 

La matriz M = [a,,] es la matriz del sistema, el rango de M es el rango del sis- 
tema, el vector columna (b/)1<igm es el segundo miembro del sistema, las x, son 
las incógnitas. 

Si el segundo miembro es nulo, al sistema se le llama homogéneo. 

Al sistema que se obtiene, a partir de un sistema de ecuaciones dado, reem- 
plazando el segundo miembro por el vector columna nulo, se le llama sistema 
homogéneo asociado (al sistema dado). 

El sistema (1) se puede escribir en las dos formas equivalentes que siguen: 


Xi b; 
Forma matricial. Haciendo M = [al acre Y L= ol ml 
j<n Ey Dl 
(1) equivale a: 
Q) MY =2, en donde Y es la incógnita. 
Forma vectorial. Sean V,, ..., V, los vectores columna de M, 2 el segundo 
miembro, (1) equivale a: 
(3) XV +x3V2+ 00 +x,V,=99 (%, ..., Xn, incógnitas). 


DEFINICIÓN X.5.1 


Un sistema de ecuaciones lineales es compatible si admite una solución, 
por lo menos, e incompatible en caso contrario. 


El caso fundamental de sistema compatible es el sistema de Cramer: 


Los determinantes y sus aplicaciones 373 


DEFINICIÓN X.5.2 


A un sistema de ecuaciones lineales se le llama de Cramer si su matriz 
es cuadrada e invertible. 


Un sistema de Cramer, escrito en la forma (2), se presenta en la forma: 
MY =2, M cuadrada invertible; 


si multiplicamos esta relación por M”* por la izquierda, obtendremos la relación 
equivalente (cf. asociatividad del producto de matrices) 


(4) Y =M"2, de donde: 


TEOREMA X.5.1 
Il. Un sistema de Cramer admite una solución única. 


En particular un sistema de Cramer homogéneo, que admita la solución 
X ==... =%x, =0, sólo admite esta solución: se dice que admite única- 
mente /a solución trivial. 

La fórmula (4) permite en teoría, y a veces en la práctica, calcular la solución 
de un sistema de Cramer. La escritura vectorial de un sistema lineal permite expresar 
la solución de un sistema de Cramer en otra forma, muchas veces más cómoda 
que (4). 

Designemos por V,, ..., V, los vectores columna de la matriz de nuestro sis- 
tema de Cramer, por 4% el segundo miembro. Sea (x,, ..., Xx») la solución de este 
sistema. Entonces se tiene: 


(5) b= Y x,V,. 
í=1 
Calculemos, teniendo en cuenta (5) y la multilinealidad : 
det (Vir... Varo ds Varo +... V,)=Y x, det (V,, 20 Vuzao Vo Vitro 00. Vin) 3 


el único determinante no nulo de esta suma es: 


det (V 1, Vas 2... Varo Vio Virro => Va) = 4, 
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puesto que 4 es el determinante de la matriz del sistema. Se obtiene pues 


(6) Xi = de (Y, 20 Varo ds Vig y) »0.> Y) | (fórmulas de Cramer). 


Sistema homogéneo 
Consideremos el sistema homogéneo: 
(7) y aya =0 (l <¡<m), y sea r su rango. 
(7) es siempre compatible (puesto que admite la solución trivial). 
Interpretemos M = [a,,] como la matriz de una aplicación lineal: y : K” > K”. 


La resolución de (7) equivale a la búsqueda del núcleo de y. Ahora bien, y es de 
rango r. Según el corolario de VHI.3.10, se deduce: 


TEOREMA X.5.2 


Cálculo de las soluciones 


El conjunto de las soluciones del sistema homogéneo (7) forma un sub- 
espacio de K”, de dimensión n — r, en donde r designa el rango del sistema. 


Sea 4, un subdeterminante de M = [a], de orden r, no nulo. A tales deter- 
minantes 4, se les llama menores principales de (7). A las ecuaciones cuyos indi- 
ces son los de las filas de 4,, se les llama entonces ecuaciones principales, las incóg- 
nitas cuyos índices son los de las columnas de 4, son las incógnitas principales. 
En adelante podemos suponer 


A, = det [a,), <i<r - 
1<j<r 


Designemos por 4 al subespacio de las soluciones de (7) y por F, al subespacio 
de las soluciones de 


(8) yayo (l<i<r) 


(sistema de las ecuaciones principales). 
(8) es de rango r, luego dim (.f,) =nm-—r. Puesto que dim(F) =n—r, y 
que evidentemente se verifica P< F,, se deduce PE FP,  * 


Los determinantes y sus aplicaciones 375 


En otras palabras, la resolución de (7) equivale a la de (8). 

Para resolver (8), damos valores arbitrarios a las incógnitas no principales 
Xitz ++» Xa! las incógnitas principales quedan entonces determinadas por un sis- 
tema de Cramer. En resumen, hemos demostrado el: 


TEOREMA X.5.3 


La resolución de un sistema homogéneo equivale a la de un subsistema 
cualquiera de ecuaciones principales. Un sistema de ecuaciones principales 
se resuelve dando valores arbitrarios a las incógnitas no principales, y 
calculando entonces las incógnitas principales con la ayuda del sistema 
de Cramer así obtenido. 


Caso particularmente importante de sistema homogéneo: 


Sistema de n ecuaciones con n + 1 incógnitas, y de rango n. Tal sistema se escribe: 


n+l 
(9) Y ayx=0 (1<i<m. 

J=1 
Podemos suponer entonces que 4 = det ([a,,)) (i,j = 1,2, ..., n) es no nulo. 


Según el teorema X.4.2, las soluciones de (9) forman un subespacio de dimen- 
sión 1 de K”+!; en otras palabras, si (a,, ..., 4,,,) es una solución no trivial de (9), 
todas las soluciones de (9) son de la forma 


Masia ra). dEKs 


Por lo tanto, dicha solución se puede determinar de la forma siguiente: sean 


Uy, «-.> Uy +, términos cualesquiera, y consideremos la matriz: 
Gr ++ Ara Arg 
N= A 
Ant ES 
CO 
Sean Aj, ..., An+, los adjuntos de 4, ..., 4, +, en esta matriz. Vamos a demos- 


trar que (4,, ..., An+1) es solución de (9): En efecto, la relación 


n+1 


AN ajAj=0 


j=1 
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(1 <1i<mnm) se verifica, puesto que el primer miembro es el desarrollo del deter- 
minante de N según la fila de índice n +1, si reemplazamos 4, ..., Un+, POr 
Muy ++ +> Qjn+1: y este determinante es nulo ya que posee dos filas iguales. Por otro 
lado, A,+, =4 % 0 por hipótesis. En conclusión: las soluciones de un sistema de 
la forma (9) son, con las anteriores notaciones, de la forma 


(A AAz, ...,¿An4 1), 2eK. 


X.5.4 Sea 


n+1 


(H) y ajx,=0 
j=1 


un sistema homogéneo de rango n, con n +1 incógnitas; y para cada 
j=1,2,...,n+ l, designemos por A; el determinante de la matriz de 
orden n obtenida suprimiendo la columna de índice j en la matriz [a,;]. 


Entonces las soluciones de (H) son de la forma x, = (—.1), 24,, en donde 
2 € K es arbitrario. 


Resolución de un sistema lineal: caso general 


Consideremos nuevamente el sistema (1): 


” 
Y 4yx,=b, (1<i<m), y sea r su rango. 
j=1 
Se define, de la misma manera que para los sistemas homogéneos, las nociones 
de determinante principal, de ecuaciones principales y de incógnitas principales. 
Supondremos que el determinante principal es 4, = det ([a,,1)ki.;=1.2....,r Sea M 
la matriz del sistema y sea hb el segundo miembro. El sistema es compatible si, y 


sólo si, b pertenece al subespacio de K” engendrado por los vectores columna de M; 
en otras palabras, si las matrices: 


CN 


M=laj, y N= 


tienen el mismo rango. 
Para ello es necesario y suficiente (cf. teoría de subdeterminantes orlados), que 
los m —r orlados de 4, formados con la columna b sean nulos. De donde: 
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TEOREMA X.5.5 


n 
Sea > a, x, =b, (1 <i < m) un sistema lineal de rango r, y supongamos 
= 


y 
que A, = det ([a,,))s.,. .m es un determinante principal. Para que el 
sistema sea compatible es necesario y suficiente que se verifiquen las m — r 
relaciones siguientes: 


Ara «-- Gpo Dr 

(10) det | * =|=0 (r+1<k<m). 
Gt Ur b, 
Gra > Gp Dz 


A los determinantes que figuran en el primer miembro de las relaciones (10) 
se le llama determinantes carácteristicos del sistema. 


Cálculo de las soluciones de un sistema compatible 


Consideremos un sistema compatible de rango r: 


a) 


ñ 
Y ayx=b, (1<i<m), 
ja 


tal que 4, 40, con 4, = det ([a;,),<;j<r)- 
Sea Z, = (xf, . . ., x0) una solución particular de este sistema, y sea Z=(x;,.. .,Xp) 
una solución cualquiera. Es inmediato que 


E-—Fo=(xA—Xh....%. -—) 


es una solución del sistema homogéneo asociado 


» 
X 4x,=0 (1<i<m), y recíprocamente. 


Es decir: Las soluciones de (11) forman un subespacio afin y de K”, cuya dirección 
es el subespacio de las soluciones del sistema homogéneo asociado. En particular, 
se tiene: dim(F) =n —r. 

El sistema de las r ecuaciones principales 


(12) 


Y 4yx;=b; (I<i<r) 
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es también de rango r. Sea Y, el subespacio afín de las soluciones de (12). De las 


relaciones, dim(7,) =n —r, y 9< S,,se deduce f = Ff,; con otras palabras: 
La resolución de (11) equivale a la de un subsistema cualquiera de ecuaciones prin- 
cipales. 


Para resolver el sistema de las ecuaciones principales, se dan valores arbitra- 
rios a las incógnitas no principales, y las incógnitas principales vienen dadas en- 
tonces por un sistema de Cramer, puesto que 4, % 0. 

Todos los resultados demostrados anteriormente se pueden condensar en el 
siguiente teorema: 


TEOREMA X.5.6 (ROUCHÉ-FONTENÉ) 
Si un sistema lineal es compatible, su solución equivale a la de un sistema 
de ecuaciones principales cualquiera . 
Para resolver un sistema de ecuaciones principales se dan valores arbitra- 
rios a las incógnitas no principales, y las incógnitas principales se deter- 
minan entonces por medio de un sistema de Cramer. 

Ejemplos 


1) Vamos a discutir el sistema general de 3 ecuaciones con 3 incógnitas x, y, 2: 


(13) UX + VUY + WZ=a 
(14) Ux+vy+wz=a' 
(15) Ux+vy+wz=a" 


interpretando estas ecuaciones como si fuesen las ecuaciones de 3 planos afines 
u Dow 
de K3. Suponemos que los vectores fila de la matriz M=|w' vw y | son no 


nulos. 
Si det (M) % 0, el sistema es de Cramer, y los tres planos (13), (14) y (15) tienen 
un punto en común y solo uno. 


Si el rango de M es igual a 2, una de las filas de M es combinación lineal de las 
otras dos. Podemos suponer, por ejemplo, que las filas 


(u,v,w) y (u,v',w) 
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son linealmente independientes, y que (u”, v”, w”) es una combinación lineal de 
estas filas. En este caso, el sistema [(13), (14)] tiene una infinidad de soluciones, 
repartidas sobre una recta de K3. Por lo tanto, si el sistema es compatible, los tres 
planos poseen exactamente una recta de puntos comunes; y si el sistema es incom- 
patible, dos de los tres planos son paralelos, y cada uno de ellos corta al tercero 
a lo largo de una recta. 

Si el rango de M es igual a 1, las direcciones de los tres planos (13), (14) y (15) 
son idénticas, ya que las filas de M son proporcionales. Si el sistema es compa- 
tible, los tres planos se confunden. Si no, hay dos casos posibles: o bien los tres 
planos son distintos dos a dos, o bien exactamente dos de los tres planos se hallan 
confundidos. 

2) Resolver y discutir, según los valores de 2, el sistema: 


2(4+ 1)x + 3y+4= 14+4 
(42 — D)x+(U+1Dy+(Q21-1)2=21+4 
(S14-4)x+(1+1y+(34-4z2z= ¿4-1 


El determinante del sistema es 4(4) = (4 — 1) (2 — 2) (2 — 3). 
Si (2 — 1) (M — 2) (4 — 3) 40, las fórmulas de Cramer dan 


¿al 3 2 1 
2 OPA RITA, y ARA, 


A 
2= ge 3P +22 4404 49). 


Para 1 = 1, el sistema se escribe: 


4x+3y42z=5 
3x+42y+2=6 
x+2y-2=0. 


El rango es 2. Añadiendo la tercera ecuación a cada una de las restantes, se Ob- 
tiene: 
Sx+5y=5, 4x+4y=6 


y el sistema es incompatible. 


Para 4 =2, el sistema se escribe 


6x+3y+22=6 
71x+3y+32=8 
6x+3y+2z=1, 
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que es evidentemente incompatible. 

Para 1 =3, el sistema se escribe: 

8x+3y4+3z=7 

l1x+4y+52z=7 

llx+4y+5z2=2, 
y también es incompatible. 

3) A veces es posible evitar el uso —pesado— de las fórmulas de Cramer. 
Consideremos el sistema siguiente, en que a,, ..., a, son no nulos, en el supuesto 
de que constituya un sistema de Cramer: 

(1+a)x, + X+oo+x=b, 
x+(14+4)x2+0+x,=0, 


A+. + (1 + 4,)x, = 0d, - 
Introducimos la incógnita auxiliar s=x,+X2+... + Xp. El sistema im- 
plica: s + a, x, =b, (1 <i < m)y pongamos 


P=a,a,...4, y A¡=I] a, 


jei 


Multiplicamos la ¡-ésima de estas relaciones por A, y sumemos miembro a miembro: 


O sea 


de donde, con la ayuda de la relación: 
ax, =b,-s, 


se obtiene x,, lo cual nos demuestra que en este caso el sistema posee una solución 
única. Esto nos induce a pensar que 4 es el determinante del sistema, lo cual se 
puede ver fácilmente de forma directa. 
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Observemos que, en virtud de la fórmula (4), este procedimiento permite calcular 
la inversa de la matriz: 
l1+a, 1 1 


1 l+a 
2 cuando 4 40. 


Capítulo XI 


Reducción de las matrices cuadradas 
y aplicaciones 


e En este capítulo sólo consideraremos espacios vectoriales no nulos sobre un 
cuerpo conmutativo K. 


$ XLI VALORES PROPIOS, ] 
POLINOMIO CARACTERÍSTICO 


DEFINICIÓN XI.1.1 


Sea u un endomorfismo de un espacio vectorial E. Se dice que un elemento 
xe£E es un vector propio de u si 

a)xx0, 

b) existe 26 K tal que u(x) =4x. A este elemento 1. (necesariamente 
único) se le llama el valor propio asociado a x, y x es un vector propio 
asociado al valor propio 2. 


El conjunto de los valores propios de un endomorfismo depende esencialmente 
del cuerpo de base K. 

Designemos por 9 al endomorfismo identidad. Por definición, el conjunto de 
los valores propios de u e P(E) coincide con el conjunto de los 2 e K para los que 
u —29 no es inyectivo. 

Supongamos que E es un espacio de dimensión finita n. Entonces u —9es no 
inyectivo si, y sólo si, es no invertible (esto no se verificará en dimensión infinita), 
o lo que es lo mismo, si 


(1 det (u—29)=0 (cf. T. X2.1). 
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Para desarrollar (1), elegimos una base (e,, ..., €,) de E. Designamos por U = [a,,] 
a la matriz de u en esta base; la matriz de u — 49 es U —Al,, y (1) se escribe 


GA li 


a2=4 ... Gan 


1) det (U— 21) =| 2! 


Esta relación es de la forma: 


oa+ Y a 47 =0, 
p=1 


con a, = det(U), «a, =(- (E 0). 
i=1 


(Al elemento 2 a, se le llama traza de U, y se indica por Tr (U)). 
i 


El primer miembro de (1) es, pues, una función polinomio en 4. Si K es infinito, 
dicha función define un polinomio formal. Pero si K es finito, no es así, por lo 
que vamos a definir un polinomio formal cuya función polinomio asociada sea 
det (u — 49). 

Designaremos por X cierta variable sobre K, y para toda base 2 de E (8 = 
=(€,,..., €n)), designaremos por UL a la matriz de uen 4. En primer lugar pro- 
baremos: 

El elemento det (Uz — XI,) de K[X] depende únicamente de u (y no depende de B). 

En efecto, si 8 =(f,, ...,f,) es otra base de E, sea P la matriz de cambio de 
base que pasa de 2 a $. Se tiene, U¿ = P Ug P, de donde (los cálculos se efec- 
túan en el anillo de matrices M,(K(X)) sobre el cuerpo K(X)): 


Uy — XI, = P"*UgP — XP"*I,P =P"(Ug — XI)P, 
luego: 
det (U¿—X1,)=det [P” (U¿—X1,) P]=det (P7*) det (U¿— X1,) det (P) 
=det (P”*) det (P) det (U¿—XT,)=det (P7* P) det (U¿— XI,) 
=det (7,,) det (U¿—XT,)=det (Us —XT,) . 


Podemos establecer, por lo tanto: 


DEFINICIÓN XI.1.2 


Sea u un endomorfismo de un espacio vectorial E de dimensión finita. 
Se llama polinomio característico de u, y se designa por P.(X), 


Reducción de las matrices cuadradas y aplicación 385 


al polinomio igual, en cualquier base 2 de E, a det (UB —XT.), donde 
Ug designa a la matriz de u en 2. 


Es claro que la función polinomio asociada a P, sobre K esla aplicación 
2 to det (u — 49); K=>K. 

Las raíces de P,, en K son, pues, los valores propios de u. Puesto que los coefi- 
cientes del polinomio característico de u dependen únicamente de u, son invariantes 
de u. Por ejemplo, det (U) depende únicamente de u (cf. Cap. X), pero también 
Tr (U) = > a, depende únicamente de u. A este invariante se le llama traza del 
endomorfismo u, y se indica por Tr (u). 

Por extensión, si U es una n-matriz cuadrada, al polinomio det (U — XT,) se 
le llama polinomio característico de U, y a sus raíces en K se les denomina va- 
lores propios de U. 


TEOREMA XI.1.1 


Si el cuerpo K es algebraicamente cerrado, todo endomorfismo de un 
K-espacio vectorial de dimensión finita > 1 posee, por lo menos, un vec- 
tor propio. 


Demostración. El polinomio característico de todo endomorfismo tiene enton- 
ces una raíz ¿ en K, por lo menos, y el núcleo de u — 29 no se reduce a (0) (cf. 
T. VIL4.3).]] 

En la práctica, XI.1.1 se aplica sobre todo a K=C. 


Triangulación 


A una matriz U = [a;;), <; ¡en se le llama triangular inferior (resp. triangular su- 
perior) si ay; =0 para ¡ <|j (resp. ¿> j). El conjunto de las matrices triangulares 
inferiores (resp. superiores) forma una subálgebra de M,(K) (cf. $1X.1). 

Sea u un endomorfismo del espacio vectorial E, de dimensión n. La matriz 


U = [a,,] asociada a u en la base (e,, ..., e,) es triangular superior si, y sólo si, 
para todo ¿¡=1,2,...,n, el subespacio vectorial F, = vect ([e,, ..., e,)) es esta- 
ble para u, es decir, verifica u(F,)< F, (cf. $ 1X.2). 

Para que la matriz U de u en la base (e, €, .... €,) sea triangular superior, 


es necesario y suficiente que la matriz Y de u en la base 
(emo En 13 000» €1) 


sea triangular inferior, y la matriz V se deduce de U por una «simetría respecto 
de su centro». Las matrices U y V son semejantes, luego se deduce que toda matriz 
triangular inferior es semejante a una matriz triangular superior. 


LELONG 1-25 
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TEOREMA XI.1.2 


Sea u€e £(E), en donde E es un espacio vectorial de dimensión finita n. 
Para que exista una base de E en la que la matriz de u sea triangular 
superior, es necesario y suficiente que P,(X) se descomponga en K en fac- 
tores lineales (lo que ocurre siempre si K es algebraicamente cerrado, 
por lo tanto si K=C). 


Este teorema se puede enunciar en la forma equivalente: 
«Para que una matriz cuadrada sea semejante a una matriz triangular inferior, 
es necesario y suficiente que su polinomio característico se descomponga en K en 


factores lineales». 
En particular: toda matriz cuadrada sobre un cuerpo conmutativo algebraicamente 


cerrado es semejante a una matriz triangular superior (resp. inferior). 


Demostración 


a) Sea (€,, ..., €,) una base de £ en la que la matriz U de u sea triangular 
superior: 
Ary Gr +... Gp 
a 422 
Dni 0 5E 


El polinomio P,(X) es: 
” 
det (U — X1,) = |] (a, — X). 
ií=1 
La condición es, por lo tanto, necesaria. 

b) Si P,(X) se descompone en factores lineales en K, vemos, por recurrencia 
sobre n, que existe una base en que la matriz de u es triangular superior. La 
propiedad es evidente si n = 1. Supongámosla cierta para el entero n —1 > 1, y 
demostrémosla para el entero n. Puesto que P,(X) tiene, por lo menos, una raíz 42 
en K, u posee un vector propio e, % 0 asociado a este valor propio. Sea H un hi- 
perplano vectorial cualquiera, suplementario de la recta Ke, engendrada por e. 
Si (62, ...., €,) es una base de H, (€, €, -.., €,) es una base de E. En esta base, la 
matriz de u es de la forma: 
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en donde Y designa una matriz cuadrada de orden n — 1, y bs, ..., b, son ele- 
mentos de K. 

Designemos por v el endomorfismo de H cuya matriz en (sz, ...,£,) es V. 
Se tiene: 


PX) = det (U — X1,) = (2 — X) det(V — XI, 1) = (1 X)P.00; 


lo que demuestra que P,(X) se descompone en factores lineales. Por la hipótesis 
de recurrencia existe una base (€, ..., €,) de H en la que la matriz de v es triangular 
superior. 

Luego, para ¡=2,3,...,n, se tiene: 


6) u(e¡) = b, e, + ole). 


Puesto que la matriz de v en la base (€, ..., €,) de H es triangular superior 
y que u(e,) = e,, de (3) se deduce que la matriz de u en la base (£,, €, ..., €) es 
triangular superior. c.q.d. 


$ XI2 SUBESPACIOS PROPIOS 
DEFINICIÓN X1.2.1 


Si u designa un endomorfismo de un espacio vectorial E y 2 un valor propio 
de u, el subespacio propio asociado a ) es el conjunto Ej; 
E,=(x|xeE y u(x) = 14x) = Ker (u — 29). 


E, está, pues, formado por el elemento O de E, y por los vectores propios de u 
asociados al valor propio /. Este es un subespacio de E y puesto que, por defini- 
ción, un vector propio es no nulo, y se tiene siempre dim (£,) > 1. 


TEOREMA XI.2.1 
Sean E un espacio vectorial de dimensión n, y u un endomorfismo de E; 
designemos por dy, ..., 2, a los valores propios distintos de u, y por 
E, . .., E, a los subespacios propios correspondientes. Entonces la suma 


EL + Es +... +E, es directa (cf. Cap. VII. $1, def. VIILI.3). 


Demostración. Por reducción al absurdo. Si la suma E, + E¿ +... + E, no 
fuese directa, existirían relaciones de la forma: 


La 
0) Y 1x,=0, 
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con x,€ E, — (0), y los 1, no todos nulos. 

Consideremos una relación de la forma (1), en que el número r de escalares 1, 
no nulos sea mínimo (nota: necesariamente r > 2). Podemos suponer, entonces, 
que dicha relación es: 


Q) ve +ve+o+ve,=0, ee EX (O); v,%0,v,%0,..., v,%0. 
Sea v el primer miembro de (2). Formamos u(v) — 2, v, y se obtiene: 
uv) — 4,0 =(4— 41) v2 82 + +(0M-A,)v, e =0. 


Los r — 1 coeficientes (A; — 41) v, (2 < k < r) son no nulos, lo que contradice el 
carácter minimal de (2). c.q.d. 


DEFINICIÓN X1.2.2 


; Un endomorfismo u del espacio vectorial E es diagonalizable si E 
es suma directa de los subespacios propios de u. 


Si E es de dimensión finita, equivale a decir que E admite una base formada 
por vectores propios de u. En dicha base, la matriz de u es de la forma: 


3) 


en donde 4,, ..., A, son los valores propios de u (cada uno de ellos repetido tantas 
veces como indique su multiplicidad). La matriz (3) es diagonal, de ahí la termi- 
nología empleada. 

Sea U la matriz de u en una base cualquiera de E, si O designa la matriz del 
cambio de base que transforma esta base en la base de los vectores propios, vemos 
que la matriz (3) es igual a Q UO. Por lo tanto, u es diagonalizable si, y sólo si, 
su matriz en una base cualquiera de E es semejante a una matriz diagonal. 

Por abuso de lenguaje, se dice también que una matriz cuadrada es diagonali- 
zable si es semejante a una matriz diagonal. 

El teorema XL1.1 nos da inmediatamente el 


TEOREMA XI.2.2 


| Sea u un endomorfismo de un espacio vectorial E de dimensión n. 
Si u admite n valores propios distintos, u es diagonalizable. 
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Demostración. Sean E,, ..., E, los n subespacios propios. Se tiene, para todo i, 
dim (£,) > 1. Y en virtud del teorema XI.2.1, la suma E, +... + E, es directa, 


de donde se sigue que > dim (E,) < n, y finalmente dim (£;,) =1 para todo i, lo 
i=1 


que implica el resultado enunciado. c.q.d. 


Nota. El teorema XI.2.2 da una condición suficiente para que un endomor- 
fismo sea diagonalizable. Más adelante veremos que esta condición no es necesaria. 

En los $$ que siguen se realizará un estudio más profundo de los subespacios 
propios. De momento, nos limitamos a describir un primer método para hallar 
la dimensión de los subespacios propios de un endomorfismo. 

Designemos por 4 un valor propio del endomorfismo u, y en una base fija, sea 
U = [a,,] la matriz de u. Los vectores propios de u asociados a 4 son aquellos 
cuyas coordenadas (X,, Xa, . .., Y) verifican el sistema lineal 


Xi 
(4) (U—A1)Y =0, con X= 


$ 
En virtud de los resultados obtenidos acerca de los sistemas lineales ($ X.5) 
podemos enunciar el 


TEOREMA XI.2.3 


Sean E un espacio vectorial de dimensión n, u un endomorfismo de E, y U 
la matriz de u en una base cualquiera. Entonces la dimensión del sub- 
espacio propio E, asociado a un valor propio 2 de u, es igual a n —r, en 
donde r designa el rango de la matriz U — Al. 


Con las notaciones precedentes, sean u un endomorfismo del espacio vectorial E, 
de valores propios distintos 25, ..., Ap, Ej, ..., E, los subespacios propios aso- 
ciados, y $, = dim (£;). El polinomio característico de u es de la forma 


PKX) = Ó O - 100). con oia o): 


tel i=1 


en donde Q(X) designa un polinomio sin raíces en K. 
Al entero a, se le llama multiplicidad del valor propio 4; Vamos a demostrar 
que se verifica siempre $, < a,. (El teorema XI.2.1 implica ya que > fí <n.) 
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TEOREMA XI.2.4 


Sean E un espacio vectorial de dimensión n, u un endomorfismo de E, 2 
un valor propio de u de multiplicidad a, E, el subespacio propio asociado 
a 7. Se tiene: 


dim (E) < «.. 


Demostración. Por reducción al absurdo. Supongamos que es dim (Er) > a + l. 
Entonces existe una base (€,, ..., €,) de E tal que e,€ Ej, ..., €4+1 € Es. En esta 
base, la matriz de u tiene la forma: 


a + 1 columnas 
NS 


4.0....0 x x 
a+1flas)| 0. ha 

0 LR 

O ar 0 x 

De 0 x x 


(en donde los signos x designan escalares cualesquiera). 
Si calculamos P,(X) en esta base, vemos que (2 — X)*+ es un factor de P,(X), 
lo cual es absurdo. c.q.d. 


COROLARIO 


Sean E un espacio vectorial de dimensión n, y ue L(E). Para que u sea 
diagonalizable, es necesario y suficiente que se verifiquen las dos condi- 
ciones siguientes: 

a) El polinomio característico P,(X) se descompone en factores lineales 
en K[X]. 

b) La dimensión de cualquiera de los subespacios propios de u es igual 
a la multiplicidad del valor propio asociado. 


Demostración. Si a) y b) se verifican, el que u sea diagonalizable es conse- 
cuencia elemental de XI2.1. 


Recíprocamente, supongamos que u es diagonalizable, y sean (2, ..., 2,) sus 
valores propios distintos, a, la multiplicidad de 2,, y E, el subespacio propio aso- 
ciado a 4; (1 < i< p). 
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Se tiene, según XI.2.4: 
a Pesar 1 
Vi dim (E) < a, de donde Y dim(E)< Y a,<n. 
i=1 i=1 


Pp 
Pero, al ser E suma directa de los E,, se tiene también > dim (£,) =n. De donde 
a Pp i=1 

> =m, lo que prueba que P,(X) =TI (2, — X)*. Este polinomio se descom- 
i=1 i=1 

pone, pues, en factores lineales en K. Además, necesariamente es Vi dim (£,) = a, 


en virtud de las desigualdades dim (E,) < a, y de * dim (E) = > a,. c.q.d. 
Y i 


Ejemplos 
1) Valores propios y vectores propios de A en M¿(C). 


li 0. 2 0 
O A A 
A E O ie 


0 0 0 1+i 
Se considera A como matriz de un endomorfismo u de C* en la base canónica. 


Los dos valores propios dobles, 4 =1+ it y 4 = 1 — it, son evidentes. 
La matriz A — Al, es 


-2i1 0 2i1 0 
0 -2i 2 0 2 
0 0 0 0 y su rango es 2. 


0 0 0.0 


El subespacio propio E, es, pues, de dimensión 2. 
Una base de E; está formada por los vectores v,, v, de coordenadas (1, 1, 1, 1) 
y (1,1, 1,0). Análogamente: 


0.0 2i 0 
0 0 2i 

A-d4l = O! a es de rango 2. 
0.0. 0 2:i 


El subespacio propio Ez es, pues, de dimensión 2. 
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Una base de Ez está formada por los vectores vz, v, de coordenadas (1, 1, O, 0) 
y (1,0, 0, 0). De todo ello se deduce que A es diagonalizable; en la base (v,) el 
endomorfismo u se halla representado por la matriz 


oo 
ooo 


ooo» 
200 


0 


La matriz de cambio de base que pasa de la base canónica a la base (p,) es: 


cS0-- 
ooo- 


| 
O 
¡| 
1.0 


Un cálculo fácil demuestra que: 


=000 
e 
I 


(En efecto, el endomorfismo asociado a P está dado por las fórmulas 


YX FX EX EX YA MX 1H X2 4H) Y3=X1+HX2,) Ya=X1> 
de donde se deducen las fórmulas inversas: 


X= Yas M2 = Y3— Yas M3= Ya Ya) X= Y — Y2) 


Se tiene, pues: D = PAP. 
A modo de aplicación, vamos a calcular la potencia n-ésima de la matriz A. 


A" es la matriz de u” en la base canónica. En la base (v,), la matriz de u” es D”; 
de donde: 


(5) AM PEDIP 
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puesto que el cálculo de D” es inmediato, esta fórmula nos da 4”. De hecho, re- 
sulta inútil realizar el cálculo. Observemos que A se escribe: 


y 


ES] 
20»mo 
o 
=»00o0o 


luego, D” tiene la misma forma que D, con la diferencia de que 4 se ha substituido 
por 2”. Puesto que 4” es la matriz semejante a D”, en el cambio de base definido 
por los (v,), vemos que 4” se obtiene simplemente cambiando 4 por 2” (por lo 
tanto, Á por 2") 


(Ii) 0 (14 i09"-(—-i0)" 0 
0 (1-09. (1+1i0"—(—i0)" 0 
0 0 (1+i0)" 0 
0 0 0 (4 i" 


A"= 


2) Incluso en el caso de que una matriz sea diagonizable, la fórmula (5) no 
es siempre el método más rápido para calcular su potencia n-ésima. 
Por ejemplo, consideremos la matriz: 


J= [a bdi<ijen: (a; be R) 


en donde a,, ..., a, son no todos nulos, y b,, ...,b, tampoco son todos nulos. 
Un cálculo elemental prueba 


n 
J?=AJ, en donde ¿= 3 a, b,,y por recurrencia J"” = 2" J, 
i=1 
Vamos a estudiar ahora los subespacios propios de J. 
El endomorfismo u asociado a J en R” está definido por las fórmulas: 
(6) = Y a/b,x,=4, Y b,x;, con u(x)=y, x=(x) y= (y). 
= E 


ar a 


Puesto que los (a,) no son todos nulos, el subespacio propio de u relativo al valor 
propio / = 0 (que es el núcleo de u) es el hiperplano vectorial H de ecuación 
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(6) muestra además que la imagen de u es el subespacio de dimensión 1 engendrado 


por el vector a = (a). a es vector propio de u, para el valor propio 4 = > 4, by. 
i=1 

a) Si 2 H0, u es diagonalizable. Una base de vectores propios estará formada 
por una base cualquiera de H, y por el vector a. El polinomio característico es 
(= 1) Xx" (X — 2) (en efecto, 2 es valor propio no nulo, y dado que dim (H)=n—1, 
la multiplicidad del valor propio 0 es >n — 1). 

b) Si2 =0, el único valor propio es 0, el polinomio característico es (— 1)” X”. 
La matriz no es diagonalizable, si no, representaría necesariamente el endomorfismo 
nulo. (Su forma diagonal sería, en efecto, la matriz nula.) 


O Nota. En general, toda matriz no nula cuyo único valor propio sea O no es 
diagonalizable, en virtud del razonamiento anterior. 


3) He aquí otro ejemplo en que es posible calcular 4” sin diagonalizar la 
matriz A 


bo... ba 


Si designamos por J, a la matriz que tiene todos sus elementos iguales a 1 y por 
I, a la matriz identidad, resulta: 


A = (a— b)l, + bJ,. 


Puesto que /, J, = J, [, = J,, se puede calcular 4” con la fórmula del binomio: 


Pp 
A? = [(a — b)l, + bJ,P = Y (”) (a — bra Ja. 


¿=0 


Si tenemos en cuenta J? =mJ, J¿ =nA J,, (q > 1) resulta: 


P 
AP=(a-bP1,+ Y (PJa- PIPA AS, 
qa=1 9, 
$ XL3 POLINOMIOS DE ENDOMORFISMOS. 
TEOREMA DE HAMILTON-CAYLEY 


Recordemos que un subespacio F del espacio vectorial E es estable para el en- 
domorfismo u de E si se verifica u(F)< F. 
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Para todo polinomio Me K[X], con M= 4 X” + Gp X"A +... + 9 con- 
sideremos el endomorfismo M(u): 


M(U) = Ap U" + A UU +44 qu+ 099, 
en donde 9 designa el endomorfismo identidad (por convenio, 4% = 9). 


La aplicación y : M+> M(u) es un homomorfismo de la K-álgebra K[X] en 
L ,(E);con otras palabras, se tiene 


(MN)J(u) = M(YoN(yY y (M+N)u = M(u) + Nu), 


para todos los M, Ne K[X]. 


DEFINICIÓN XI.3.1 


Con las notaciones anteriores, a la imagen de K[X] por la aplicación y 
se le llama álgebra de polinomios del endomorfismo u, y se de- 
signa por K[u]. Al homomorfismo y se le llama canónico. 


K[X] es un álgebra conmutativa, y K[u] es la imagen de esta K-álgebra por medio 
del homomorfismo y. Vemos que K[u] es una sub-K-álgebra conmutativa de P,(E). 
Se comprueba, además, sin ninguna dificultad, la relación 


M(u) o N(u) = N(u)o M(W), 


si partimos del hecho (que se demuestra por recurrencia) de que todas las potencias 
de y conmutan entre sí. 
El núcleo del homomorfismo 


1 :KIX] > LE) 
M > M(u 


es un ideal a, de K[X]. Observemos que, si E es de dimensión finita n, el ideal a, 
es no nulo, pues F,(E) tiene entonces dimensión n?. Luego los endomorfismos 
9, u, u?, ..., u"? (en número n? + 1) están ligados, lo que significa que a, contiene 
un polinomio no nulo de grado < »?. 

En lo sucesivo, supondremos que E es de dimensión finita. 

Sabemos (T. IV.2.2) que todo ideal de K[X] es un ideal principal (cf. Cap. 1. 
Luego, existe un polinomio q,, único salvo para un factor de proporcionalidad, 
tal que a, = (9), y qu 40 ya que a, * (0). 
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DEFINICIÓN XI.3.2 


Sean E un espacio vectorial de dimensión finita, u un endomorfismo de E, 
y 1: KIX] > L£(E) el homomorfismo canónico. Se llama polinomio 
minimal de u al polinomio normalizado q, tal que el núcleo de y es el 
ideal (q,) de K[X]. 


En otras palabras: q, es el polinomio normalizado de grado mínimo tal que 
q.(u) =0. Este polinomio está unívocamente determinado. Hemos visto ya que 
qu %0 y que gr (q,) < n?. Vamos a precisar estos resultados, 


TEOREMA XI.3.1 (Hamilton-Cayley) 


Sean E un espacio vectorial de dimensión finita, u un endomorfismo de E, 
P,, su polinomio característico y q, su polinomio minimal. Entonces qu 
es un divisor de P,. En otras palabras, se tiene la relación: 


10 Pu) =0. 
Demostración. Sea A = [a;)<ijon la matriz de u en una base cualquiera, 
fijada de antemano, (€;, .. ., €,). Designamos por c,¿(Y)a los adjuntos de la matriz 


B(X) = A — XI, 
(con coeficientes en K[X]) definida por 
B(X) =bi(X), con bi (X)=a,-6X  (ij=1,2..m, 


en donde ó,, es el símbolo de Kronecker. 
Los c,¡(Y) son polinomios de grado n — 1 en X, y se tiene 


det (B(X)) = P.(X) . 


Según las observaciones del final del $ X.2, estos polinomios verifican formalmente 
las n? relaciones 


2 bx) ca (X) = 9, PX) 
que expresan la igualdad de las matrices: 


B(X)'C(X) = det (B(X)) I, - 
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El cuerpo K es conmutativo, luego podemos (cambiando ¡ y j) escribir estas 
relaciones en la forma 


0) Y cx) bx) = ds PX) 
k=1 
Las relaciones (2) son identidades formales de polinomios, luego podemos 
reemplazar la variable X por el endomorfismo u (cf. principio de este $). Se tiene 
entonces: 


b¡(u) = au — du = 4, 9— Ó,u ; 


y se obtiene: 
> 0 si ¡Aj 
Ck0).b,(u) = 

6) E, “uo. ¡E si i=j. 
El primer miembro de (3) designa una suma de productos de endomorfismos de E. 

A fin de aligerar la escritura, designamos por M(u)-e a la imagen del vector e 
por el endomorfismo M(u) (estas notaciones son las de la teoría de operadores 
y se utilizarán en el capítulo XII). Con estas notaciones, para todo vector ee E, (3) 
implica: 


(4) Y Cut). [by (u).e] = 0, P.().e. 


k=1 


Luego, por la definición de la matriz de u, se tiene: 


por lo tanto 


(5) Y dyl).e,= Y (an 9— Óx 4).e, = ( Y 4 .) — Use, = 
j=1 j=1 
En (4) fijamos el índice ¿ y sumamos miembro a miembro las relaciones obte- 
nidas para ¡=1,2,...,n reemplazando cada vez e por e, en la ecuación de ín- 
dice j. Utilizando (5) se obtiene: 


Y 0, P(u).e,=0, es decir  P,(u).e, =0. 
jr 


Esta última relación es verdadera para ¡=1,2,...,n, por lo tanto vemos que 
P,(u) es el operador nulo. c.q.d. 
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Otra demostración. Con las mismas notaciones, podemos escribir 
m1 
IC) = Y, X*Css 
k=0 
en donde Cp, C;, ..., C,- son elementos de M,(K). 


Las relaciones (2) se expresan entonces por la igualdad formal (entre matrices 
con coeficientes en K[X]): 


[a 
6) (4 - xl e c,) = PLX) l,.. 
k=0 


Poniendo P,(X) = Sm X*, deducimos, identificando los términos del mismo 


k=0 
grado en X en el anillo M,(K[X]) 
ACo=Pol,, AC¡—Co=Pr ln». ACh—= Ci 1 =Ph hn 00» — Cr-1=PnÍn > 


(Estas relaciones expresan simplemente, en forma condensada, las identidades (2).) 
Se tiene, pues: 


plA)= Y p.A'= Y prln:a* 
k=0 k=0 


= ACQH(AC, — Co) AR o + (AC, Cy 1) AMH(AC] 41 — Cg ar** 
A A A LN O 


(los términos escritos se destruyen dos a dos). 
Por lo tanto, se tiene p,(A) = 0, que equivale a p,(u) =0. c.q.d. 


Notas 


1) Podría tentarnos reemplazar directamente X por A en (5”). La justificación 
de este procedimiento es, sin embargo, delicada (haría falta utilizar el hecho de que A 
conmuta con las matrices C;). 

2) Si K es algebraicamente cerrado, es posible dar una demostración elegante 
de XI.3.1, fundamentada en una aplicación cuidadosa del teorema IV.7.5 (cf. ejer- 
cicio XI.34). En este caso, es posible elegir una base (e;) de E en la que la matriz 
A de u es triangular, y P, de la forma 


PX) = [10 X). 
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Se obtiene entonces otra demostración de XI.3.1 realizando los productos de las 
matrices 2, /, — Á y comprobando que 


PA) = [1 (G,1,-4)=0. 


i=1 


Extensión. Nuestras primeras demostraciones utilizan únicamente la estruc- 
tura de anillo conmutativo unífero de K. Podemos, pues, enunciar, en forma ma- 
tricial, el teorema siguiente, que es más general: 


X1.3.2 Sea A=[ayli<i<n 1sjen una matriz cuadrada con elementos en un 
anillo conmutativo unífero K. Designemos por P,(X) al polinomio 
det (A — XI,), con coeficientes en K (polinomio característico de A). 
Entonces se tiene: 


Pa(4) =0. 


Para terminar este $, damos algunos resultados utilizados en el estudio de los 
subespacios característicos de un endomorfismo, que constituirá el objeto del $ 4: 


TEOREMA XI.3.3 y 
Sean E un K-espacio vectorial de' dimensión finita n, y u un endomorfis- 
mo de E. Si S,, Sa, ..., S, designan polinomios primos entre sí dos 
a dos, con coeficientes en K, y 0, 07, ..., 0, los operadores S,(u), 
Sali), ..., Sp(u), el núcleo N de 0 =0,0,... 0, es la suma directa de 
los núcleos Ny, Na, ..., Ny de 01,07, -..;Opo 


Demostración. El teorema es evidente si p =1. Para p > 2, razonamos por 
recurrencia sobre p. 

a) Caso en que p =2. 

Según el teorema de Bezout, existen polinomios U,, U¿e K[X] tales que U, S, + 
+ U, S¿ = 1, de donde, designando por u, al operador U,(u) y por 9 al operador 
identidad 


(6) U¡ «0, + 4.0 =9. 
Luego, para todo x € E, se tiene: 


(7) (u,.01).x + (uz.07).x=x. 
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Si xeN, se tiene (utilizando la conmutatividad de K[u]): 
[0,.(u,.01)].x = (4, .01.09).x =ul(0.x) =0, 


de donde (u,.0,).x € Na, y análogamente (u2.07).x € N,. Luego N < N, + Ny. Por 
otro lado N, <€ N y N¿< N, como la relación 0,.x = 0 implica 


lo) = 0%= 0), 


y también 0,.x = 0 implica 0.x = 0, se deduce que N =N, + Na. 

Finalmente (7) muestra inmediatamente que N, M N, = (0), de donde se ob- 
tiene el teorema cuando p =2. 

b) Supongamos el teorema verdadero para el entero p — 1 > 2, y demostre- 
mos que también es verdadero para el entero p. 

Para ello hacemos S= S, Sz...Sp, R= 5, S,...Sp-1 y designamos por M al 
núcleo del endomorfismo R(u). Los polinomios R y S, son primos entre sí, luego 
(según la parte a) de la demostración) N es la suma directa de M y de N,. Pero 
según la hipótesis de recurrencia, M es la suma directa de N,, ..., N,-1, y según 
una propiedad evidente de asociatividad de la suma directa, se deduce que N es 
la suma directa de N,, Na, ..., Ny. C.q.d. 


COROLARIO 


Sean S,, Sa, ..., Sy p polinomios primos entre sí, dos a dos. Con las nota- 
ciones de X1.3.3, supongamos que 0,02 ...0, =0. Entonces E es la suma 
directa de los núcleos N, de los operadores o, (1 <i < p). 

De lo que precede se deduce inmediatamente el teorema fundamental siguiente: 


TEOREMA XT[.3.4 


Sea u un endomorfismo de un K-espacio vectorial E de dimensión finita; 
p 
y sea O(X) =]1 (4; — X)' un polinomio descompuesto en factores linea- 


i=1 
les sobre el cuerpo K, tal que Qu) =0 (los A, se suponen distintos dos 


a dos). 
Entonces E es suma directa de los núcleos de los endomorfismos (A, 9 — uy. 


$ XI4 SUBESPACIOS CARACTERÍSTICOS 


O En lo que sigue, el cuerpo de base K se supondrá algebraicamente cerrado. 
De lo que resulta que el polinomio característico del endomorfismo u se es- 


cribe ” 
PX) = [1] (4,-X", 
1 
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en donde 4;, ..., 2, designan los valores propios distintos de u, y a, el orden de 
la multiplicidad del valor propio 2. 

Del teorema X1.3.1 (Hamilton-Cayley) resulta inmediatamente que el polinomio 
minimal de u se escribe entonces 


aX) = [| 0-24 (0<f,<a). 
í=1 


Vamos a precisar esta situación. 


DerINIcIiÓN X14.1 


Sea E un espacio vectorial de dimensión finita, y u€ L(E) un endomor- 
Pp 

fismo de E, de polinomio característico PX) =I1 (2, — X)% (los A; 
i=1 


son los valores propios, distintos, de u). 
Al núcleo del endomorfismo (1,9 —u”) se le llama subespacio ca- 
racterístico de u, asociado al valor propio 2,. 


Con esta definición, los teoremas XI.3.1 y X1.3.4 implican: 


X1L4,1 Cualquiera que sea el endomorfismo u del espacio vectorial E (de dimen- 
sión finita, sobre un cuerpo algebraicamente cerrado) el espacio E es suma 
directa de los subespacios característicos de u. 


Designemos por N, el núcleo de (2,9 — u)”. El subespacio propio E, asociado 
al valor propio 2, es el núcleo de 2, 9 —u. Se tiene pues E,C N. 

Además, (dim (E) > 1) > (dim (V,) > 1). Esta propiedad tiene una conse- 
cuencia importante: 


X1.4,2 Sea q (X) = ú (X — 4, el polinomio minimal de u, en donde dy, ..., dy 
¿m1 


designan los valores propios distintos de u; entonces para 1 <i < p, se 
tiene P, > 1. En otras palabras, todo valor propio de u es raíz de su poli- 
nomio minimal. Además, el subespacio característico relativo al valor 
propio 2, es también el núcleo de (2,9 —uy'. 


Demostración. Designemos por M, el núcleo de (2,9 —u)'!. Según X1L3.3, 
como q,(u) =0, E es la suma directa de los M, que no son nulos, es decir, de los 


» 
M, que corresponden a los valores de ¡ para los cuales 4, <0. Si P.(X) = 11 (4, — 
i=1 


LELONG 1-26 
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—X)as es el polinomio característico de u, y si N, = Ker (2,9—u)* designa el 
subespacio característico asociado a /;, se tiene evidentemente M, < N,, ya que 
6; <a, (cf. XL3.1). Dado que £ es suma directa de los N,, se deduce que M, =N, 
para todo ¡, luego M, * (0) y f; > 1 para todo ¡=1,2, ..., p. c.q.d. 


Nota 1. En general, si y, es un entero > fB,, el subespacio característico N, 
es el núcleo de (4, 9 — u)”. 

Nota 2. He aquí una demostración directa de XI.4.2. Designamos por P,(X) 
y por q,(X) al polinomio característico y al polinomio minimal de u. 


Ponemos q (X) =X*+a, XA +... +4. Si2 es valor propio de u, 2* es 
valor propio de u* para todo keN. Se tiene: 
0=qu(u) =4 +04 +0 "+4,9; 
y si x designa a un vector propio de u asociado a 2, se deduce: 


0=q(0.x =(+ a, 4 + +49x = qu) x. 


Puesto que x es no nulo, resulta q,(2) = 0 (puesto que q,(2) es un escalar). 


Propiedades de los subespacios característicos 


Conservamos las notaciones anteriores. Ante todo vemos que cada uno de los 
subespacios característicos N, es estable para u. En efecto (2; 9 —u)iu(x) = 
= [u.(2, 9 — u)'].x, luego 


(04,9=1.x=0) > ((,9—0".u(x)=0) y (xeN) => (u(x)e N). 


La restricción de u a N,, a saber u;, es entonces un endomorfismo de N,. Por defi- 

nición, (2,9 —¿)'* =0. Luego el polinomio minimal q, de u, divide a (2, — X)%%, 

de donde q, =(X—A,)”, con y, < fi. Si fuera y; <f;, el polinomio r= 

=qu11(X = 2)”, de grado estrictamente inferior al de q, verificaría r(u) =0, y 
Jl 

Gu no sería el polinomio minimal. En resumen: 


X1.4.3 Si u; designa la restricción del endomorfismo u al subespacio caracte- 
rístico E,, el polinomio minimal de u, es (X — 2, (con las mismas nota- 
ciones que en X1.4.2) (1). 


() En particular, 8; = 1 sí, y sólo, si la restricción de u a N; es una homotecia (cf. la nota que sigue 
a la proposición XI.4.2), en otras palabras, si N; es igual al subespacio propio relativo a Ay. 
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TEOREMA XI.4.4 


Sean E un espacio vectorial de dimensión n, ue L(E) un endomorfismo de E, 
» 
PAX) =11 (0; — X)* su polinomio característico (en donde dy, ..., A, 
i=1 
son los valores propios distintos de u). Si N, (i =1,2, ..., p) designa el 
subespacio característico asociado a 2,, se tiene dim (N;) = 0. 
Demostración. Elijamos una base adaptada a la descomposición de E en suma 
directa de los N,, es decir de la forma: 


(€i)1 sip » en donde v; = dim(N), 
15j$v 


y en donde, para todo i, (€,,),<;<,; Sea una base de N,. En esta base, puesto que 
cada N, es estable para u la matriz U de u se escribe, 


(4) Us 


U, designa una matriz cuadrada de orden v,, que es la de la restricción u, de ua N,. 
La diagonal principal de U, está incluida en la de U, Antes hemos visto que el 
único valor propio de U, es A,, ya que el polinomio característico de U, es: 


P¿=(4- XJ". 


Pero (corolario del teorema X.2.4): 
» 
det (U — X1,) = [] det(U — XL,), 


luego el polinomio característico P de U es 


—+ 


(A - XI". 


1 


p 
Dado que los A, son distintos, y que P =P, =[1 (A, — X)*, tenemos paral < ¡<p 


i=1 


Y = 4. c.q.d. 
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La reducción de la matriz del endomorfismo u a la forma (4), por un cambio 
de base adecuado, es una reducción de u según sus subespacios característicos. En 
la mayor parte de las aplicaciones prácticas, esta reducción es suficiente. 


Aplicación a las ecuaciones diferenciales (ver tomo 4 de la presente obra) 
Aplicación a las sucesiones recurrentes 


Sean Ap, 4, -.., Ay, Números complejos fijos (ay 4 0). Buscamos las sucesiones 
(U,)a>o de números complejos que verifiquen, para todo neN, la relación 


(5) Un+x = Oy Upa 00 AU. 


El conjunto £ de las sucesiones que verifican (5) es un subespacio del espacio CN 
de las sucesiones de números complejos. 6 es un espacio vectorial de dimensión k; 
luego asociando a cada a = (a, ..., a) €C*, la sucesión (u,) =f(a), única, que 
verifica las relaciones (5) y las «condiciones iniciales» Uy = 4,, Uy = Mz, - + Uy=1 = Ops 
se obtiene un isomorfismo f de CN en 6. 

a) Se trata de hallar las soluciones particulares de (5) de la forma: u, = 2” 
(2. e C*). Puesto que 2 % 0, (5) se escribe, después de dividir por 4”: 


(6) Am o AT 99 =00 


Más adelante veremos que el primer miembro de (6) es el polinomio característico 
de un cierto endomorfismo de 6. 

Supongamos que (6) posee k raíces distintas 2,, %y, ..., Ax. Demostraremos que 
las k soluciones (Aj)>0+ (A3)w>0> - - -> (Ax )n>o de (5) son linealmente independientes. 
Para ello bastará con observar que el determinante det [2/1], ¿, ¡< de sus k primeras 
coordenadas, igual a [1 (2, — 4,), es 4 0 (fórmula de Vandermonde). Puesto que 

i< 


j 
el espacio 6 es de dimensión k, vemos que las sucesiones (47), >p forman una base 
de 6; luego, en este caso elemental, toda sucesión solución de (5) es de la forma: 


Ñ 
e) U,= Eo (ec); 


i=1 


las constantes p, vienen determinadas por las k primeras ecuaciones (7), en donde 
Uo» «+.» Uy, están dados de antemano. Estas ecuaciones forman un sistema de 
Cramer respecto de las p,, cuyo determinante es precisamente det [2 <1 jr 

b) Vamos a encontrar, de nuevo, el resultado anterior, si tratamos el pro- 
blema con toda generalidad. 
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Sea p el endomorfismo de CN que, a cada sucesión (u,), le hace corresponder 
la sucesión (v,) tal que: v, = 4, +, para todo n > 0 (traslación de + 1 en los ín- 
dices) y sea y, la restricción de p a €. Y, es biyectiva, su matriz es: 


0.1 .0...0 
0.1” 
Bd=|: ds 
0 
Ao % 
Sea P(X) = ú (2, — Xy el polinomio característico de ps, en donde 4; ..., A, 
[$ 


b 
designan los valores propios distintos. Según la teoría, el espacio 6 es la suma 
directa de los subespacios N, (N, designa el núcleo del endomorfismo) 


(A, 9)? de €), y sabemos que dim (N,) =";. 
Un cálculo directo prueba 
(DP) = ME a A + 


Resulta que toda sucesión (u,) de CN, que pertenezca al núcleo de (2, 9 — pp) 
verifica (5) y, por lo tanto, pertenece a 6. Luego N, es también el núcleo del operador 
y = (4,9 — gp)! de CN. 

Utilicemos la identidad 


(8) y Ey () (Y —k) =0, válida para p<n. 


k=0 


(cf. ejercicio 1V.18). 
El núcleo de y, está formado por las sucesiones (u,) que verifican, para todo n, 
la relación 


TN, rá, 
NN A A O E 


reemplazando en (8) n por r,, p por q y X por n + r, vemos que las », sucesiones 
4, =1 1" (0 < q < r; — 1) verifican (9). Dado que son linealmente independientes 
(calcular el determinante de sus r, primeras componentes), forman una base de N,. 

Para terminar: las soluciones de (5) son las combinaciones lineales de las suce- 
siones del tipo u,=2A 1", 1<i<p,0<q<r¡—1. 
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Nota. Para p =n, (8) se convierte en 
S dl py. — t 
(10) ED (X-k=n!. 
k=0 k 
Deducimos que la sucesión: u, = A n'"1 no pertenece al núcleo de (2, 9 — p)”, 
si bien es un elemento de N,, luego el polinomio minimal de la restricción de y a N, 


es (X —2,)”. Se deduce, pues, que el polinomio característico de P (y de D) es igual 
(salvo el signo) a su polinomio minimal. 


Ejemplo 
Busquemos las sucesiones (u,) de números complejos tales que 
(11) U, — 2005 0.4,-, + Un-2 = 0 (0, número complejo fijo). 


La ecuación característica es 
Xx? -2c0s0.X+1=0. 


+ 1), las sucesiones solución son de la forma: 


Si cos0 =e (e = 
u, = ¿"(a + bn) (a, b constantes). 
En los otros casos, las sucesiones son de la forma: 
u, = ae" + he” (a, b, constantes). 

Si uy, u, están dados, la relación (11), escrita para n =0 y n = 1, determina a y b. 

Por ejemplo, si uy = cos O y u, =c0s 20, la sucesión (u,) es 

u, = cos (n + 1)0. 

Si uy =2c080 y u, =4c0s*0 — 1, se obtendrá: 


sen (1 + 2) 0 
1 A 
sen 0 


En estos dos últimos casos, u, es un polinomio en cos 0; la fórmula (11) permite 
calcular este polinomio directamente por recurrencia (cf. p. 160). 
De forma más general, el término n-ésimo de la sucesión (u,) definido por 


U, = 0-1 + Bup-2 (1>2) y u=4,, 4y=4p, 
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se puede expresar sin hacer intervenir las raíces de la ecuación característica 
22 —al —fP =0. En efecto, haciendo u, =P, a, + Q, Ay, se tiene 
P,=1,Q,=0 P,=a%, Q2=B, Pr+i=9Pr+BPr= 19 Qurr =4Qn + BQr=1 > 


Por recurrencia sobre » (utilizando la fórmula de Pascal) se comprueban las rela- 
ciones 


Pp= Y E O, = BP, 


$ XL5 ENDOMORFISMOS DIAGONALIZABLES 


O Supondremos en todo momento que el cuerpo de base K es algebraicamente 
cerrado. Hemos definido en el $2 la notación de endomorfismo diagonalizable. 
La teoría del polinomio minimal permite caracterizar de forma notable tales en- 
domorfismos: 


TEOREMA XI.5.1 


Sea u un endomorfismo del espacio vectorial E de dimensión n. Entonces 
u es diagonalizable si, y sólo si, su polinomio minimal sólo posee raíces 


simples. 
Demostración 
a) Si u es diagonalizable, sean 2,, .... 2, sus valores propios distintos, de mul- 
tiplicidades respectivas 1, ..., a,. Por hipótesis, existe una base (e) <¡<p de vec- 
1<sj<a 
tores propios, siendo e,, (para j = 1, ..., a,) un vector propio asociado a A,. Cua- 


lesquiera que sean los índices ¡, j, el vector e,, pertenece al núcleo de 2,9 —u, 
luego (puesto que los endomorfismos 4,9 — u conmutan) al núcleo de 


P 
rw) = [1 (0,94). 
i=1 
Resulta, pues, que r(u) es el endomorfismo nulo. El polinomio minimal q, es, pues, 


» 
un divisor de r(X) = [1] (4, — X), lo que demuestra que q, posee únicamente raíces 
i=1 


simples, y también (según XI.4.2) que q, =(— 1)? r. 
b) Si el polinomio minimal q, de u posee únicamente raíces simples, y si 
dy, «-., 2, son los valores propios distintos de u, se tiene: 


q = [| A-2)= DPP. 
i=1 


i 


408 Reducción de las matrices cuadradas y aplicación 


Según el teorema X1.3.3, E es la suma directa de los núcleos de los 4,9 —u, que 
son precisamente los subespacios propios de u.]] 


Algunas aplicaciones 


1) Sea 4€ M,(C) una matriz tal que 4” = /,. Entonces A es diagonalizable. 
En efecto su polinomio minimal es un divisor de X” — 1, que posee todas sus 
raíces simples. Vemos además que los valores propios de A son raíces m-ésimas de 1. 

2) Sea E un C-espacio vectorial de dimensión finita, y sea 4 un endomorfismo 
diagonolizable de E. Designamos por F a un subespacio estable de E por u, es decir, 
tal que u(F)< F, y por u, a la restricción de u a F. Para todo polinomio M e K[X], 
la relación 


M(u) =0 implica M(u») =0. 


Luego el polinomio minimal de uz divide al de u. Resulta que u posee únicamente 
raices simples, luego es diagonalizable. Los subespacios propios de u, están conte- 
nidos en los subespacios propios de u. Se deduce fácilmente que F admite un su- 
plementario G estable para u, que tiene además una base formada por vectores 
propios de u. (Esta propiedad no subsiste en el caso en que el endomorfismo no 
es diagonalizable.) 

3) Con la ayuda del ejemplo 2) es fácil ver que si dos endomorfismos u, ve L(E) 
conmutan (uv =vu) y son diagonalizables, admiten una base común de vectores 
propios. 

En efecto, todo espacio propio Y de v es estable para u (si V está asociado al 
valor propio 4 y si x€V, se tiene v(x) = Ax, de donde 


v[u(x)] = u[o(x)] = ¿u(x), luego u(x) € V). 


La restricción de u a V es diagonalizable, en virtud del ejemplo 2). Si en cada Y 
tomamos una base de vectores propios de u, y formamos la reunión de dichas 
bases, se obtiene una base de E cuyos elementos son a la vez vectores propios de u 
y vectores propios de v. 


$ XL6 ENDOMORFISMOS NILPOTENTES. 
FACTORES INVARIANTES. 
REDUCCIÓN DE JORDAN 


e K designa un cuerpo algebraicamente cerrado, y E un espacio vectorial de di- 
mensión finita n sobre K. Un endomorfismo ue Z(E) es nilpotente si existe 
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un entero m tal que u” = 0. Cuando esto ocurre, el polinomio minimal de u divide 
a X”, por lo tanto, es de la forma X” (1 < p < m). El polinomio característico es 
(— X)”, y puesto que todos los valores propios son nulos, si suponemos que u 4 0 
(es decir p > 1), entonces u nunca será diagonalizable. Entonces a las matrices 
asociadas a u se les llama nilpotentes. 

Recíprocamente, si el polinomio característico de u es (— X)" (es decir, si todos 
los valores propios de u son nulos), u es nilpotente (Teorema de Hamilton-Cayley). 

Cuando p > 1, el problema de la reducción se enuncia: se trata de determinar la 
forma reducida de un endomorfismo nilpotente u, de polinomio minimal X”, p> 1. 

1) Caso en que p=n. En este caso tenemos u”- 4 0. Luego existe ee E 
tal que u"1 (e) 4 0. Hacemos e, =e y definimos la sucesión (e,) por 


€n-p = (€) = ue p+1) (p=1,2,...,n — 1). 


n 
Los vectores ej, . . ., €, obtenidos son independientes ya que > 4, e, =0 implica 
i=1 


$ atte) =0 
i=1 


y si en esta relación hacemos sucesivamente p =n —1,p =n—2, ...,p = 1, obte- 
nemos A, = 4n-1 = +... =2, =0. Se obtiene pues una base (e;) tal que u(e;) = €j-1 
si ¿> 1 y u(e) =0. En esta base, la matriz U de u tiene la forma siguiente, lla- 
mada de Jordan: 


Recíprocamente, si U es de la forma citada, se tiene u(e,) =0, u(e;+,) = e, para 
¡=1,2,...,n— 1, luego u* 4 0 para k <n, y el polinomio minimal de u es X”. 

2) Caso general. Se pretende descomponer u en suma directa de endomor- 
fismos del tipo precedente. 

Designamos por N, el núcleo de u' (0 < ¡ < p). Puesto que 


u'(x) =0 implica u'+(x) =0, 
se tienen las relaciones de inclusión 
(0)=N EN, €... SN 1 SNS... oN,=E. 


(Veremos en seguida que todas estas inclusiones son estrictas.) 
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Puesto que u”-1 4 0, se tiene: N,-, % E. Sea M, un suplementario cualquiera 
de N,-, en E. Vamos a definir por recurrencia descendente una sucesión (My)1<x<p 
de subespacios no nulos de E, tales que: 

a) N, es la suma directa de N,_, y My, de donde: 

M,ocN, y E=M,+ M4: +4M,; 


P 


b) para cada índice k, es u(M,)< My-;. 
Supongamos construidos My, My+y, ..., M;, y sea x un elemento no nulo de 
M,. Se tiene u'(x) =0, luego u(x) € N,-, (ya que x€ N;) y 


Ux) E N;-2 (ya que xé N;-¡). 
En primer lugar, resulta que la restricción de u a M, es inyectiva, puesto que 


UM)ON 2 =(0) y UM) N 1. 


Existe, pues, un suplementario por lo menos de N,-, en N,-,, que contiene a u(M,), 
y entonces es suficiente tomar M,-, como uno de tales suplementarios. Es claro 


que Ees la suma directa de los M, (k=1,2,...,p) y que la sucesión m, = dim (M,) 
satisface a la relación m, > My+,. Definamos ahora por recurrencia una base de E, 
a saber NOTES] » tal que (Ep, »-.+ €7m,) Sea una base de M,. 

1<j<m 


Si los (e,)) están construidos para k <i< p, hacemos €-,,=u(€,,) para 
1 <j< my, y, para m, <j < my-,, se toma como (e,-,,) una completación cual- 
quiera de la familia libre (+;-,,)1<<m, en una base de M,-,. Reordenamos esta 
base, en una base (e, ,), haciendo: 


(Ll <i<m, 1<j<mnm, en donde n, = sup (/)). 
my>i 
Designamos por E, (1 <¡ <m),) al subespacio de E engendrado por 


p Cito Ci,25 ===> Ci + 
Puesto que se tiene: Ñ y 


Ue, 1) =0, ue, 7) = €j,1, «.-, lin) = limi > 


E, es estable para u, y la matriz U, de u en la base (€;,1, . . ., €) de E, es de la forma: 


0.1.0...0 
E 
(1 U=|: 0 
z 1 
0 “0 
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En la base (e, ,) la matriz U de u es, pues, de la forma: 
U10...0 


16) e 


0 “U, 


(«cuadro diagonal» de las matrices U,: la diagonal principal de U, está contenida 
en la de U). 


U, es cuadrada de orden n,, y se observa que n, =p. El polinomio minimal 
de cada U, es X", 


DEFINICIÓN XI.6.1 


factores invariantes del endomorfismo u. 
Podemos resumir las consideraciones precedentes en el siguiente: 


Á una matriz de la forma (1) se le llama matriz nilpotente de Jordan, 


TEOREMA XI.6.1 


Toda matriz nilpotente es semejante a un cuadro diagonal U,, ..., U,, 
de matrices de Jordan de la forma (1), en donde U, es una matriz nilpo- 
tente de Jordan de orden n, (nm; > M2 > ... > Mm). 


Conservamos las notaciones que preceden a la definición X1.5.1, el procedi- 
miento empleado para construir la base (e,,) prueba que no es única. Sin embargo, 
el conocimiento de la base (e,,) determina los enteros », (1, > My >... > Mmi)5 Y 
el conocimiento de los enteros n, determina los enteros m, por medio de las fórmu- 
las: m,= ínf (i). El conocimiento de la base (e,,) permite, pues, rehacer la suce- 


m>j 
sión de los núcleos N;, cuya dimensión depende únicamente de u. En otras pala- 
bras, la sucesión de los enteros (n,), y el entero m,, están unívocamente determinados 
por u. O también: la forma (2) de una reducida de Jordan del endomorfismo nilpo- 
tente u es única. 


DEFINICIÓN X1.6.2 


Si ni, My, ...,M,, Son los enteros (no necesariamente distintos) definidos 
anteriormente, a los polinomios minimales X":, X'"=, ..., X"" se les llaman 
factores invariantes del endomorfismo u. 


412 Reducción de las matrices cuadradas y aplicación 


Podemos, pues, decir que dos matrices nilpotentes son semejantes si, y sólo si, 
poseen los mismos factores invariantes. Las sucesiones de factores invariantes 
clasifican, pues, las matrices nilpotentes, salvo para la relación «A es semejante a B». 


Reducción de Jordan de una matriz cualquiera 


Sea u un endomorfismo cualquiera del espacio vectorial E de dimensión n. 
Según los teoremas X1.3.2 y XI.3.3, si 


La La 
P,= or (M-XY y q= MN (4 — Xy 

i= ¡= 
son sus polinomios característico y minimal, el espacio característico N, = Ker 
(2,9 —u)'! es estable, de dimensión a,, y E es suma directa de los N,. Además, 
si u, designa la restricción de u a N,, los polinomios característico y minimal de u, 
son (2, — X) y (2, — X)". Para obtener una forma reducida de u, es suficiente 
hallar una forma reducida de cada uno de los u,. Ponemos: 


(3) 4u=29,+(4—49)=4 9+v (9: aplicación idéntica de N,). 


b, es nilpotente, de polinomio minimal X%. Así u, es la suma de una homotecia 
y de un endomorfismo nilpotente. Además (dado que 4, es el único valor propio 
de u,) la descomposición de (3) es única. En toda base de N,, la matriz de 4,9 es 
AL, Además, si X"!, X"02,..., X"" son los factores invariantes de o,, existe 
una base B, de N, en que la matriz de », es el cuadro diagonal de las matrices 
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En la base B= U  B,, la matriz J de u es, entonces, el cuadro diagonal de las 
1<i<p 
matrices J,. (1 <i<p, 1 <k< rj). El aspecto de J es el siguiente: 
M0 
0 


(4) M= 


M, es cuadrada de orden a,, es el cuadro diagonal de las J, , (1 <k < r;). En la 
diagonal de M, figura el valor propio A. 


Ay E 00 saña: 00 
0.4 
M,= e 
A 
O mao A 


Encima de los términos 4, figuran 1 ó 0. En los demás lugares figuran 0. 

El número máximo de términos «1» consecutivos es $, — 1. 

A la forma (4) de la matriz de u en la base B se la llama forma reducida de 
Jordan. Si cada f, es igual a 1, la matriz M es diagonal, lo que está de acuerdo con 
el teorema X1.5.1, 

En el transcurso de este estudio, hemos observado que cada u, es suma de una 
homotecia y de un endomorfismo nilpotente. En general, se tiene: 


TEOREMA XI.6.2 


Para todo endomorfismo ue L (E), existe un único par (A, v) de endo- 
morfismos de E tal que: 

a) Á es diagonalizable y v es nilpotente. 

dDu=4 +». 

c) vA =4». 


Demostración (abreviada) 


1) La existencia resulta fácilmente del estudio que precede. Conservando las 
notaciones de este estudio, es suficiente tomar, evidentemente: 


A = suma directa de las homotecias 4, 9, 
v=u—4. 
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2) Unicidad: de vd =Av, se deduce que todo subespacio propio de 4 es 
v-estable (pues 4(x) =4Ax implica 4(v(0) = (4(0) = (Ax) = 2.v(x)). Triangu- 
lando la restricción de » a cada subespacio propio de 4, se deduce que los poli- 
nomios característicos de 4 y 4 + v son iguales, ya que los subespacios propios 
de 4 son también los subespacios característicos de u = 4 + v. Esto implica que 
la restricción de 4 a N, es 2; 9. c.q.d. 


Resultado práctico acerca de la reducción de Jordan 


Volvemos al problema general de la reducción de Jordan que hemos analizado. 
Una consecuencia importante de nuestro estudio lo constituye el resultado X1.6.3 
que sigue, y que constituye la forma «utilizable» de la teoría de las reducidas de 
Jordan. A fin de enunciar cómodamente este resultado, es conveniente llamar 
matriz de Jordan a toda matriz cuadrada de orden 1 (o sea J = [2]) y a toda ma- 
triz cuadrada de orden > 2 de la forma: 


en ambos casos / designa un elemento de K, que es el único valor propio de J. 
Entonces se tiene: 


XI.6.3 Sea u un endomorfismo de un K-espacio vectorial E de dimensión finita, 
en donde K es un cuerpo algebraicamente cerrado. Existe una base (€), <i<n 
de E en que la matriz M de u es un cuadro diagonal de matrices 
de Jordan, es decir, de la forma 


(5) 


A -0 
Os sa 0 1 TE 
en donde J,,J>, ..., J, designan matrices de Jordan. 


Se observará que el conjunto de los valores propios de las diversas matrices J;. 
es igual al conjunto de los valores propios de M; pero debe tenerse en cuenta que, 
si p 4 q, los valores propios de J, y J, no son necesariamente distintos. 

Observemos, finalmente, que la matriz M definida por (5) es diagonalizable 
si, y sólo si, cada J, es de orden 1. 


A 


Capítulo XII 


Formas bilineales y formas cuadráticas 


$ XIL.1 GENERALIDADES ACERCA DE LAS FORMAS BILINEALES 


e En lo que sigue, el cuerpo base K lo supondremos conmutativo, de carac- 
terística 4 2. 
Recordemos una definición dada ya en el capítulo X. 


DEFINICIÓN XIL!.1 


Una forma bilineal sobre el K-espacio vectorial E es una aplicación 
B:Ex E-=>K, lineal con respecto a cada una de las componentes, es 
decir, que verifique 


(1) B(áx, y) = Blx, Ay) = ¿B(x, y) 
para todo x€ E, todo ye E y todo € E, 

Blx+y, 2)=B(x,2)+B(y.2), Blx.y+2)=B(x, y)+ B(x, 2) 
para todo x€ E, todo ye E, todo z€ E. 


Si E es de dimensión finita n, y si (e,, ..., €) es una base de E, B queda uní- 
vocamente determinada dando los »? escalares b,, = B(e;, e;) (i,j =1,2, ..., a), en 
virtud de la fórmula, deducida de (1) 

Q) (E dep Y e) = Y YE44jbj- 
d=1 j=1 pd fut 
415 
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Con mayor precisión, la relación (2) prueba que el espacio B(£) de las formas 
bilineales sobre E está engendrado por las n? formas B,, definidas por 


6) Bi(e,e)=1 y Bjlepe)=0 si (k,1) 4 (i,)). 


Además estas formas son linealmente independientes, pues una relación del tipo 
2 21; B; = 0 implica > 2;, Bj¡(€z, e) = 0, es decir, A; = 0, cualesquiera que sean 


bj 
E b=1,2, 
Por lo a podemos enunciar: 


XIL1.1 El espacio vectorial B(E) de las formas bilineales sobre un espacio vec- 
torial E, de dimensión finita n, tiene dimensión n*. Y a cada base (€)1<icn 
de E corresponde la base de B(E) formada por las n* formas B,, defini- 
das por (3). 


A lo largo de este capítulo nos ocuparemos esencialmente de las formas bili- 
neales sobre un espacio vectorial de dimensión finita. 


Matriz asociada 


Resulta de XII.1.1 que B(£) es isomorfo al espacio de las matrices cuadradas 
de orden n con elementos de K. A la matriz M = [b,,] definida por b,, = B(e;, e,) 
se le denominará matriz de B en la base (€,, ..., €n). 


Cambio de base 


Sean (€,, ..., €n) y (f,, »-.,f,) dos bases del espacio vectorial E, y sea P la ma- 
triz que pasa de la primera a la segunda. Consideraremos, por otra parte, una forma 
as B sobre E. Sea M = [B(e,, sen la matriz de B en la base (e,, ...,€,) y 

=[B(f.,f;)] la de B en la base (f,, ....f,). Vamos a buscar la relación existente 
ce My. 

Para ello observemos que (2) se puede escribir en forma matricial. Si x= Y x, €, 

*1 Y1 
e y =2 y, €, y designamos por Y y por Y a las matrices columna| : |, |: |, en- 


ss aa x y 
tonces (2) se escribede la manera siguiente: n Yn 


(4) E y) = 'EMY ='Y'MX 
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0 y la matriz M queda totalmente determinada por una u otra de estas identi- 

dades (dada la forma B). Ñ 
Análogamente, si x= Y x¡f, e y = Y y¡f,, se tiene: 

(5) B(x, y) = 'Z' NY' = Y' NE". 


Finalmente sabemos que Z = PZ”, Y = PY", de donde 'Z ='2"'Py'Y ='Y'*P., 
Combinándolo con (4) y (5), obtenemos: 


Blx, y) ='Z''PMPY' ='X NY", 
de donde deducimos, puesto que N está caracterizada por (5), 


(6) 


Puesto que P es regular, el rango de N es igual al de M. Este rango depende, pues, 
únicamente de B. Vamos a precisar este resultado: 


Aplicaciones 1 y J 


Sea B una forma bilineal sobre el K-espacio E. Para todo y € E, definimos la 
forma lineal B(-, y) por (B(-, y)) (x) = B(x, y). (La forma B(-, y) se designa tam- 
bién por B”.) Análogamente sea B(x, -) la forma lineal yH> B(x, y) sobre E. (La 
forma B(x, -) se designa también a veces por B,.) 

La aplicación 1: y+> B(-, y) es lineal de E en el dual E*. 

La aplicación J : xt» B(x, +) es lineal de E en el dual E*. 

Suponemos E de dimensión finita: entonces es posible identificar E y E**, y 
vemos que las aplicaciones / y J son traspuestas una de otra, por.lo que tienen el 
mismo rango (T. VII.S.7). 


DEFINICIÓN XII.1.2 


Sea E un espacio vectorial de dimensión finita y B una forma bilineal so- 
bre E. Al rango común a las aplicaciones 1 y J, anteriormente definidas 
se le llama rango de B. 


TEOREMA XII. 1.2 


El rango de una forma bilineal sobre un espacio vectorial de dimensión 
finita E es igual al rango de la matriz de esta forma en cualquier 
base de E. 


LELONG 1-27 
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Demostración. Si (€,, ..., €,) designa una base de E y M= [b,,] la matriz de 
la forma bilineal B en esta base, y (ef, ..., e*) la base dual de (e, ..., en), se 
verifica 


I(e) = yd Se 
E 


de forma que M es también la matriz de 7 en las bases (e,) y (e), de donde se sigue 
el resultado deseado. c.q.d. 

O El teorema XII.1.2 proporciona un método práctico para calcular el rango de 
una forma bilineal. Cuando este rango es máximo, se dice que la forma es no 
degenerada; en caso contrario se le llama degenerada Una forma no degene- 
rada se halla, pues, caracterizada por el hecho de que el determinante de su matriz 
en una base cualquiera —llamado discriminante de la forma en esta base— es 
distinto de cero, 


Nota. Si E no tiene dimensión finita, se dice que B es no degenerada si las 
dos aplicaciones / y J son inyectivas. 


$ XIL2 FORMAS BILINEALES SIMÉTRICAS 
Y FORMAS CUADRATICAS 


La idea básica la constituye ahora el estudio de los polinomios homogéneos 
de grado dos. Si B es una forma bilineal sobre el espacio E, de dimensión n, la 
aplicación x+H B(x, x) es un polinomio homogéneo de grado 2 respecto de las 
coordenadas de x en cualquier base (e,, ..., €,); pues, si hacemos: x= Y x; €; 
la fórmula (2) del $ 1 nos da: 

(1) Blx,x)=Y Y byx,x;, con b,= Ble, e). 


i=1 j=1 
Sin embargo, el mismo polinomio de grado 2 se puede obtener a partir de formas 
bilineales distintas. Pero si nos limitamos a las formas bilineales simétricas, esta 
indeterminación desaparece: 


DEFINICIÓN XIL.2.1 


Una forma bilineal B sobre el espacio vectorial E es simétrica si 
cumple: 


B(x, y) = B(y,x) para todo xe E y todo ye E. 
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Caso en que E es de dimensión finita 


Es inmediato que la forma B es simétrica si, y sólo si, su matriz en cualquier 
base de E es una matriz simétrica, en virtud de la misma definición de esta ma- 
triz (cf. fórmula (2) del $ 1). 

Esto muestra que el espacio vectorial F¿(E) de las formas bilineales simétricas 
sobre E es isomorfo al espacio vectorial de las matrices cuadradas de orden n simé- 
tricas con elementos en K. (No existe un isomorfismo canónico, pues un isomorfismo 
entre estos dos espacios vectoriales depende de la base dada en E.) F.,(E) tiene, 
por lo tanto, dimensión n(n + 1)/2. 

Sea B una forma bilineal simétrica sobre E, y pongamos Q(x) = B(x, x). Las 
fórmulas (1) y (2) del $1 nos dan las siguientes propiedades: 


Q(Ax) = 1? Q(x) para todo x€ E, y todo 2 e K; 


B(x, y) = 5 [O(x + y) — O(x) — O(y)] para todo x€ E y todo ye E. 


Estas fórmulas nos permiten identificar el espacio .F¿(E) con el espacio de las 
formas cuadráticas sobre E: 


DEFINICIÓN XI1.2.2 


Sea E un espacio vectorial de dimensión finita. Una forma cuadrática 
sobre E es una aplicación Q : E > K que se expresa, en cada base de E, 
en forma de polinomio homogéneo de grado 2 en las variables coorde- 
nadas, o que es idénticamente nulo. 


Puesto que las fórmulas de cambio de coordenadas son lineales es suficiente 
que esta condición se verifique en una base dada, para que se verifique en toda base. 
Quede claro que el polinomio que representa a B depende de la base elegida. 

Si (€,, ..., €,) designa una base de E, y si x= 2 x;, €¡, tenemos entonces 

F 


Q(x) = y ax +2) 41X,Xj, 
i=1 


i<j 


en donde los a,, son elementos fijos cualesquiera de K. 
Obsérvese que los coeficientes a, y a;, están unívocamente determinados por la 
forma cuadrática OQ (cf. (2) y por la definición de la matriz de Q en la base (e;)). 


420 Formas bilineales y formas cuadráticas 


En otras palabras (con la única condición de que K no tenga característica 2), 
la función polinomio 


xo Dax? +2 Y ax: 


i= i<j 


está asociada a un único polinomio formal, a saber: 


” 
Y aX +2 bos a XX. 
i=1 i<j 
En la práctica, para dar una forma cuadrática sobre E, bastará con dar un 


polinomio homogéneo, nulo o de grado 2, de las coordenadas relativas a una base 
fija. 


TEOREMA XII.2.1 


Sea E un espacio vectorial de dimensión finita, y sea Q: E>K una 
aplicación. 


— Q es una forma cuadrática si, y sólo si, 

1.2 QUx) = 2 0(x) para todo xe E y ye 2eK. 

2. La aplicación (x, y) => B(x, y) = (06 + y) — Q(x) — Ay) es 
bilineal sobre E, 

— Además, se tiene entonces: B(x, x) = QO(x). 


Demostración 


— Si OQ es cuadrática, la condición 1.” se verifica evidentemente. A fin de com- 
probar 2,” tomemos una base (€,, ..., €,) de E y hagamos 


x=Y xt, y» =p»; 


se tiene (puesto que el cuerpo de base K se ha supuesto de característica + 2): 


000) = Y axi+2 90,33), 
i=1 i<j 


Ox +») = Y alx + y)? +20) aj 4xi + y) (2, + y) 


i=1 i<j 
Xi + Y Ay + xy) 
i<j 
Di Xi Y» 
1<i<nm, 1 <j<n 


haciendo b,, =4, y by =b,, = 41 Sii <j. 


tl 
ma 


310 + y - 069) — 20] 
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Esto demuestra (cf. fórmula (2) del $ 1) que B(x, y) es bilineal y simétrica. Ade- 
más es claro, según la condición 2.”, que B(x, y) = B(y, x). 
— Recíprocamente, si se verifican 1.” y 2.?, podemos escribir: 


B(x.x0) =5(00 1) — 2 0(0) = 3(40() — 206%) = 0(0- 


Puesto que B es bilineal, x HH B(x, x) es una forma cuadrática (cf. el principio de 
este $), por lo tanto O es cuadrática. c.q.d. 


Formas asociadas 


A toda forma bilineal simétrica B sobre E le hacemos corresponder la forma 
cuadrática (llamada asociada a B), B(x, x) = Q(x). Acabamos de ver que esta 
aplicación es epiyectiva, en virtud del teorema XIIL2.1, 2.?. Pero también es in- 
yectiva, en virtud de la fórmula: 


B(x, y) = 3100 + y) — 00) - 00). 


que nos muestra que B está determinada por O. Podemos resumir todo esto en 
el teorema siguiente: 


TEOREMA XI[.2.2 


La aplicación que, a cada forma bilineal simétrica B sobre E, le hace 
corresponder su forma cuadrática asociada Q, es un isomorfismo del 
espacio vectorial de las formas bilineales simétricas sobre E, en el es- 
pacio de las formas cuadráticas sobre E. 


Según hemos dicho antes, a O se le llama forma cuadrática asociada a B; a B se 
le llama forma bilineal asociada a O, o la forma polar asociada a O. 

En virtud del teorema XI[.2.2 toda noción relacionada con B se puede con- 
siderar como una noción relacionada con O, y viceversa. Por ejemplo, se llamará 
rango de la forma cuadrática O, al rango de su forma polar. O bien, el discrimi- 
nante de la forma cuadrática Q en una base, será el discriminante en esta misma 
base de su forma polar, etc. 

Para terminar este $, vamos a dar una interpretación funcional de la matriz 
de una forma cuadrática Q en una base (es decir, la matriz de la forma polar B de Q). 

Sea (e;) una base prefijada, con relación a ella tenemos 


B(x, y) = Y Di¡ Xi Xj» 
mm) 
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de donde 
O(x) = B(x,x) = N b4x7 +2 Y bjXxix. 


i=1 i<j 


Las n derivadas parciales formales: 


0 ” 

Li) =2b5x, +2 Y bx; +2 Y dix =2 Z bi Xj, 
he j>i j<i J=1 

son formas lineales sobre E, cuya matriz es 2 M (si M designa la matriz asociada 

a B). Enunciaremos: 


XI1.2.3 La matriz M asociada a una forma cuadrática Q en una base (€),<i<n 
es la matriz de las n formas lineales O, definidas por 


100 


Qí() =35 %% 


(9)  1<i<m. 


De donde resulta que la forma polar B de Q es 


12 ” 

o) B(x,y) =3 $ 007 =3 E 0093 |. 
i=1 i=1 

y en particular se tiene La 

(4) 0) =35 E Q(0x. 


Se observará que (4) es un caso particular de la identidad de Euler: todo polino- 
mio f homogéneo de grado n verifica la identidad 


> z Q)=n2nf0) . 


Extensión. El espacio vectorial E no es ahora necesariamente de dimensión finita. Se llama 
forma cuadrática sobre E a una aplicación Q de la forma x +» B(x, x), en donde B es una forma 
bilineal simétrica sobre E. Las aplicaciones B, Q, verifican todavía las relaciones (2); y a la forma 
B, que está univocamente determinada por O, se le llama polar de O. Para K=R, la teoría de las 
diferenciales (cf. tomo 2, Análisis) nos permitirá extender la fórmula (3) en la forma: 


B(x, y) =30'0).y =400).x,, 


en donde Q'(x) designa la diferencial de la aplicación Q en el punto x. 
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DEFINICIÓN XII.3.2 


j El núcleo de la forma cuadrática O sobre E es el núcleo de la aplicación 
J:E->E* asociada a la forma polar B de Q. 


Por definición, el núcleo N de Q es, por lo tanto, el conjunto de los x € E tales 
que, para todo y € E, se verifica B(x, y) = 0. Es decir: N = E*. Se tiene entonces 
la proposición inmediata siguiente: 


XIL3.1 Una forma cuadrática es no degenerada si, y sólo si, su núcleo se re- 
Il duce a (0). 


Cuando E es de dimensión finita, para toda forma no degenerada, J es un ¡so- 
morfismo de E en E*. Enunciaremos este resultado en la forma utilizada en la 
práctica: 


TEOREMA XIT.3.2 


Sea B una forma bilineal asociada a una forma cuadrática no degene- 
rada sobre un espacio vectorial de dimensión finita. Para toda forma lineal 
p sobre E existe un elemento único y de E tal que p(x) = B(x, y) para 
todo x eE. 


Dar una forma B de este tipo permite identificar E* con E por medio del iso- 
morfismo J, y la relación de ortogonalidad definida anteriormente equivale a la 
definida en el $ VIILS. 

Las formas no degeneradas tienen importanciaen virtud del siguiente: 


TEOREMA XII.3.3 


Sea Q una forma cuadrática no degenerada sobre el espacio vectorial E 
(de dimensión finita n). Para todo subespacio H de E, se tiene 


(09) dim (4) + dim(H) =n, 

y 

Q) (HN! =H. 

De ahí que, si A es una parte cualquiera de E: (A+)! = Vect (4). 
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Cuando B es una forma bilineal cualquiera sobre E y K es, de nuevo, cualquiera, se obtiene 
todavía una forma cuadrática O = y(B) haciendo Q(x) = B(x, x). La forma polar B, de OQ está 
dada entonces por 


BAx, y) = HB(x, y) + B(9,0)] ; 


y el núcleo de la aplicación y es el espacio vectorial de las formas bilineales antisimétricas sobre E 
(puesto que K no tiene característica 2). 


$ XIL3 ORTOGONALIDAD 
DeFINICIÓN XIL.3.1 


Si O designa una forma cuadrática sobre el espacio vectorial E, y B de- 
signa la forma polar asociada, a dos elementos x, y de E se les llama 
ortogonales (o conjugados) respecto de Q si se verifica: 

B(x, y) =0 (notación: x | y cuando no hay peligro de confusión). 
Para toda parte A de E, el ortogonal a A es la parte de E, designa- 
da por A+, definida por la relación: 


At=([ylyeE y (Vx A) Blx, y) = 0). 


En otras palabras, A es el conjunto de los elementos de E ortogonales 
a todos los elementos de A. 


Observemos que para toda parte A de E, A* es un subespacio vectorial de E, 
y que se verifican las relaciones evidentes que siguen: 


AtaB?, (AnaB2A*+B*, 
[Vect (4), (45924 (). 


(0) =E, (AUB) 
qe 


Si E es de dimensión finita n, y si H es un subespacio de E, de dimensión p, elijamos una base 
Á =(4,,..., 4p) de H. Entonces Hl =A1 es el conjunto de puntos de E que verifican las p ecua- 
ciones lineales B(a;, y) = 0 (1 < ¿< p). Se tiene entonces dim H > n—p (cf. Teorema X.5.2), 
es decir, la desigualdad: 


(0) dim (4) + dim (H*) > dim (E). 
Núcleo 
Nota preliminar. Si B es una forma bilineal simétrica sobre E, las aplicacio- 


nes / y J definidas en el $ 1 coinciden. Esta aplicación única, E > E*, definida por 
xHB(x, -) la designaremos por J. 


(1) Se recuerda que Vect (A) designa el subespacio vectorial engendrado por A. 
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Demostración. Consideremos el isomorfismo J : E > E* asociado a Q, y bus- 
quemos la imagen J(H? ), que es el conjunto formado por las formas B(., y) tales 
que ye H |. Con otras palabras, según XII.3.2, es el conjunto de las formas linea- 
les y sobre E que verifican p(x) = 0, luego es el ortogonal H* a H en el sentido 
de la dualidad entre E y E* (este razonamiento no hace más que precisar la iden- 
tificación anunciada anteriormente, de las dos nociones de ortogonalidad). La 
relación (1) se sigue entonces del teorema VIII.5.4. 

Se deduce fácilmente la relación (2), pues sabemos que (H+)* > H, y en virtud 
de (1) se tiene: 


dim (4) = dim (4*)' . c.q.d. 
Nota importante. A pesar de la relación (1), en general E no es la suma directa 
de H y H-. 
Contraejemplos 
1) E=R? B(x,y)=x, y =x2Y25 H=[x|x,=x,). Entonces H* =H, 


2) E=R*, B(x,y)=X, Y, +X2Y2+X3 )3—Xa Ya: 
H= px l X= M2, M3 = M4 » H*=(yly +y,=0 y Y3=)Ya ). 
HnAH! esla recta x=x23=0, x3=X4 

3) E=R?, Blx,y)=xX,),+X2Y2—%X3 Ya: 
H=[(x|x,=x3 y x2=0), H*=(x|x,=x3) ; de donde Hc H.. 
dim(4)= 1 y dim(H?) = 2. 


DEFINICIÓN XI[.3.3 


Sea E un espacio dotado de una forma cuadrática Q. Un elemento x e E 
es isótropo si B(x, x) =0. Un subespacio H de E es isótropo si 
HOH: 440), y totalmente isótropo si H< H! (el contraejem- 
plo 3), dado antes, muestra la necesidad de distinguir ambas nociones). 


O Si Hes no isótropo, y E es de dimensión finita, la desigualdad (0) se transforma 
en igualdad (incluso si Q es degenerado) y prueba que E es suma directa de H y 
de H?, 

Si B es la forma polar de O, decir que H es isótropo equivale a decir que la 
restricción de Ba H x H es degenerada. Decir que H es totalmente isótropo sig- 
nifica que la restricción de Ba H Xx H es nula. 

Sea x un elemento no nulo de E, y designemos por Kx al subespacio engendrado 
por x. Se tiene entonces: 


(Kx isótropo) <> (Kx totalmente isótropo) => (Q(x) = 0). 
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DEFINICIÓN XI[.3.4 


Sea O una forma cuadrática sobre el espacio vectorial de dimensión finita E. 
La base (e,, ..., en) de E se llama ortogonal (para O) si se verifica; 


B(e,, e) =0 para ¡4 )j. 
Se dice que es ortonormal si 
Ble,, ej) = 9;; (símbolo de Kronecker) 


cualesquiera que sean i,j =1,2,...,n. 


TEOREMA XI[.3.4 


Para toda forma cuadrática Q sobre un espacio vectorial de dimensión 
finita E, existe una base ortogonal. 


(Nota. Obsérvese que no existe necesariamente una base ortonormal, ver $ 4.) 


Demostración. Por recurrencia sobre n = dim (E). 

— Para n = 1, toda base es ortogonal. 

— Supongamos el teorema cierto para el entero n; demostrémoslo para el 
entero n + 1. 

Si Q =0, es evidente. Si no, existe €,+, € E tal que O(e,+1) 4 0. Sea F el sub- 
espacio de dimensión 1 engendrado por €,+,. El ortogonal F_1 a Fes el conjunto 
de los y € E tales que B(€n+1, y) =0. Es, por lo tanto, el núcleo de la forma lineal 
no nula B(e,+, .) sobre el espacio E de dimensión n + 1. Resulta, pues, que F! 
tiene dimensión n, y puesto que Q(e,+,) % 0, no puede ser que F< F*. Luego F 
no es isótropo, y se tiene FM F* = (0). Luego E es suma directa de F y F*. 

Pero, en virtud de la hipótesis de recurrencia, existe una base (€,, ..., €) de F*, 
ortogonal para la restricción de O a F* (cuya forma polar es la restricción de B 
a Fl x F2). 

Evidentemente que (€, ..., €, €,+1) es una base de E, ortogonal para o. 


Nota. En una base (e,, ...,€,) de E, ortogonal para la forma cuadrática OQ, 
la matriz de Q es diagonal, y recíprocamente. Sean (a,;, da9, - . -, Ann) los elementos 
diagonales de esta matriz, y (X, ..., Xx») las coordenadas de x € E. Se tiene: 


(3) 0(x) = Y As xp. 


Recíprocamente, si la expresión de Q en la base (e,) tiene la forma (3), esta 
base es ortogonal. Enunciaremos: 
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XIL3.5 Para toda forma cuadrática Q sobre E existe una base de E en que 
la matriz de O es diagonal y, por lo tanto, respecto a ella, se verifica 


O(x) = Y 4,x? para cierto sistema de escalares (2). 
i=1 

Observemos que, en una base ortogonal (e,, ..., e,) para O, el rango de Q es 
evidente, pues es el número de elementos no nulos entre los elementos diagonales (A,) 
de la matriz de O. Este número es, pues, independiente de la base ortogonal ele- 
gida, y es una constante vinculada a la forma cuadrática. 

El teorema XII.3.5 es una primera aproximación del problema de la clasifica- 
ción de las formas cuadráticas, que estudiaremos en el $ siguiente. 


$ XIL4 PROBLEMA DE LA CLASIFICACIÓN. 
SOLUCIÓN CUANDO K=C O K=R 


DEFINICIÓN XIL4.1 


Dos formas cuadráticas O, y Qs sobre el mismo espacio vectorial E son 
equivalentes si existe un automorfismo y de E tal que 


OxXo(x) = O (x) para todo xeE. 
Equivale a decir, si B, y B, son las formas polares de Q, y Q,, es: 


BÁp(x), p(y)) = B,(x, y) para todo xe E y todo yeE. 


La relación «Q, y O, son equivalentes» es una relación de equivalencia sobre 
el conjunto de las formas cuadráticas sobre E. Si E tiene dimensión finita, la defi- 
nición XIL4.1 significa simplemente que existen dos bases 


ler, 0... €), (L1)-,f) de E, 


tales que la matriz de Q, en (e,) es la misma que la matriz de O, en (f;). 

Una vez establecido lo anterior, el problema de la clasificación de formas cua- 
dráticas consiste en determinar las diversas clases de equivalencia de formas 
cuadráticas o, si se prefiere, en buscar condiciones necesarias y suficientes para 
que dos formas cuadráticas sean equivalentes. Una manera de afrontar este pro- 
blema consiste en buscar bases para las que la matriz de una forma sea lo más 
simple posible —tal como se ha hecho, en el capítulo XI, para buscar las clases 
de aplicaciones lineales equivalentes. 

Pero como este problema, en el caso general, es difícil (por ejemplo, para cuer- 
pos relativamente simples como el de los racionales, es preciso desarrollar toda 
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una teoría). Vamos a resolverlo para los cuerpos R y C. El lector encontrará, en el 
problema n.* 8, una aproximación del problema en el caso de cuerpos finitos. 


Nota. El problema de la clasificación se puede enunciar utilizando el lenguaje 
de los grupos que operan sobre un conjunto. 

S,(K) designa el conjunto de las matrices cuadradas simétricas; hacemos ope- 
rar el grupo GL(n, K) sobre F,(K) por la derecha estableciendo, para P e GL(n, K) 
y Ac SK), 


Ax*P='PAP. 
Entonces el problema de la clasificación de formas cuadráticas consiste en carac- 
terizar las órbitas de F,(K) según GL(n, K). 
TEOREMA XII.4.1 


Toda forma cuadrática de rango r sobre C" es equivalente a la forma 
dead +? 


(En consecuencia, para que dos formas cuadráticas sobre un C-espacio vecto- 
rial de dimensión n sean equivalentes, es necesario y suficiente que tengan el mismo 
rango.) 


Demostración. Sea Q una forma de rango r sobre C”. Designamos por (f,, ..., 
f,) una base ortogonal para O (T. XIL.3.3). Si (»,, .... y.) son las coordenadas 
de x€ £ en esta base, O se escribe: 


Q(x) = * 2, y? r de los 2¿, exactamente, son 40. 


Podemos suponer 
4%0, 22%0,.,4,%0 y da =44="=24=0. 


Existen elementos a, eC (1 < i< r) tales que a? = 4, Hacemos: 


e para |< ¡<r,e,=f, para i>r, 


y designamos por x,, ..., Xx, a las coordenadas de x en la base (e,, ..., €,). Para 
1 <i¡<r, se tiene x, =a, y, de modo que: 


O0)=xi+x+0+x.0qd. 


Incidentalmente, hemos demostrado: 
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XII.4.2 Para toda forma cuadrática no degenerada sobre C”, existe una base 
Il. ortonormal. 


Nota. En general, XI[.4.1 y XII.4.2 permanecen verdaderos reemplazando C 
por K, en donde K designa un cuerpo algebraicamente cerrado. 


TEOREMA XII.4.3 


Sea O una forma cuadrática de rango r sobre R". Entonces Q es equivalente 
a una forma del tipo: 


2 y 
dede ea a 2 0 


en donde p es un entero que sólo depende de O. 

Este teorema se conoce con el nombre de la ley de inercia de Sylvester. Al 
par (p, q), en donde p designa el número de cuadrados precedidos del signo +, 
y q =r—p el número de cuadrados precedidos del signo — (r designa el rango 
de 0), se le llama signatura, o tipo de la forma cuadrática O. 

(En consecuencia: para que dos formas cuadráticas sobre un R-espacio vecto- 


rial de dimensión finita sean equivalentes, es necesario y suficiente que tengan la 
misma signatura.) 


Demostración 


a) Elijamos una base ortogonal para Q, por ejemplo (f,, ...,f,), en la cual 


Oy») = Y ayy? (a, 40 para 1<i < r). 


i=1 
Podemos suponer que 


4>0 para 1l<i<p y a¿<0 para p+1<ic<r. 
Hacemos 


%= Ja, paral<i<p, q4=,/—- a, parap+1l<i<r, 
e == Para l<i<r, y e =f parai>r. 
Entonces se tiene: 


(1) 00 e) == + xd a. 
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b) Debemos demostrar que el entero p no depende de la base (e;) en la que Q 
se escribe en la forma (1). 


Para ello tomamos dos bases (€,, ..., €n), (€í, ..., €), tales que 
0 le) =P + ds 
IA e e 
Sea F el subespacio de E engendrado por (e, ..., €p). 
G el subespacio de E engendrado por (€j+i ..., €) 
y, análogamente, definamos a partir de €”,, ..., €j-, +», €, los subespacios F' y G”. 


Para xe Fx (0) se tiene O(x)> 0, y para xe G, O(x) <0. 

Análogamente, O(x)> 0 para xeF'5 (0) y O(x) <0 para xeG”. 

Se deduce que F' N G = (0), de donde dim (F”) + dim (G) < n, o sea: p' < p. 
Análogamente se tiene: p < p', de donde p' =p. c.q.d. 

Observemos que el teorema XII.4,1 no es válido en el caso de R”. En este caso, 
las únicas formas cuadráticas O que admiten una base ortonormal son las formas 
del tipo (», 0), caracterizadas por el hecho de que 


0()>0 para x%0. 
DEFINICIÓN XII[.4.2 


Una forma cuadrática sobre R” es definida positiva si es del tipo (n, 0), 
definida negativa si es del tipo (0, n). En general, a una forma cuadrá- 
tica Q de rango r se le llama positiva si es del tipo (r,0), negativa si 
es del tipo (0, r). 


Una forma positiva (resp. negativa) se caracteriza por el hecho de que Q(x) > 0 
(resp. O(x) < 0) para todo x. 

Estas nociones se extienden al caso de un R-espacio vectorial cualquiera E: 
a una forma cuadrática O sobre E se le llama positiva (resp. definida positiva) si 
se verifica O(x) > 0 (resp. O(x) > 0) para todo xe Exí0). 


Procedimiento práctico de reducción a una suma de cuadrados 


Para hallar el rango de una forma cuadrática sobre R” o C”, se puede examinar 
su matriz respecto de una base. Pero este método no permite, en general, obtener 
la signatura de una forma cuadrática sobre R”. El método de Gauss, que expon- 
dremos ahora, permite obtener esta determinación. Es un procedimiento por recu- 
rrencia que proporciona directamente una descomposición, y permite escribir cual- 
quier forma cuadrática en la forma > 2, u,, en donde los u, designan formas lineales 
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independientes con coeficientes reales. Entonces queda de manifiesto la signatura 
(p, q) de esta forma cuadrática, en la que p es el número de coeficientes 2, > 0, y q, 
el número de coeficientes 2,<0. 


Método de Gauss 


Razonemos por recurrencia, y supongamos que toda forma cuadrática O sobre 
K"1 (K=R 0C), la sabemos expresar en la forma O = > 4, u?, en donde los u, 
son formas lineales independientes respecto de Xy, ..., Xn-1- 

Sea entonces O(x,,..., X,) una forma cuadrática sobre K”. 


Primer caso. Q contiene un término en xi y se puede escribir: 


Oli A Aja +2 Rus DA Ek, 


con 4, 40, R(Xz, ..., X,) designa una forma lineal respecto de Xy, ..., Xn» Y 
S(Xz ..., x,) una forma cuadrática respecto de Xy, ..., Y» 
Se escribe: 


2 2 
Ol Me) a sa + 2) — E ES di 
A Ay 


en donde R substituye a R(x,, ..., Xx»). Por la hipótesis de recurrencia, se tiene: 


S(Xa, -.0, Xy) — 


en donde los x, son formas lineales independientes respecto de Xy, ..., Xn. Si ha- 


R P 3 
Cemos My =X1 +37 la relación anterior se transforma en: 
1 


Oise) = y A a 


y los u, son también formas independientes puesto que únicamente 1, contiene a 5 
Con mayor precisión, la matriz de 4,, ..., u, en la base dual (e*) de la base 


lO: ss 0 


x 
canónica de K” es de la forma B = , en donde A es la matriz de 


A 
x 


lo, .... Un En (ez, ..., ef) y se tiene det (B) = det (4) + 0. 
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Segundo caso. Q no contiene términos en xj. Entonces (numerando conve- 
nientemente los x,) tendremos: 


QlX is .00s Xp) = 0x1 X2 + Rx + 8x2 + T(X3, ..., Xp), a 0, 
en donde R y S son formas lineales en Xy, ..., Xp» Y T es una forma cuadrática 
A A 
Se escribe: 


a 
luego 44d E q. ' 
a A 


con: 


R.S S R 
Mp y PAE UREA SAS 
finalmente 
EE 
a A AjUis 
en donde los u, (3 < í < r) son formas lineales independientes respecto de Xy, ..., Xp. 
Es claro que 4,, Uy, Uy, ..., 4, SON linealmente independientes (únicamente u, y 
ug contienen a x, y A Xa, Y 4, uz SON independientes). Con precisión, la matriz de 
y, ..., u, en la base dual (e) de la base canónica de K” es de la forma 
l T 0s:0 
1-1 0...0 
B=lx x , 
2 Á 
x Xx 
en donde 4 es la matriz de uz, ..., u, En (€7, ..., es), y se tiene: 
Qt 00%) =G (4) + Y Au, 
i=3 
con det (B) = — 2 det (4) 4 0. 


Este procedimiento permite, pues, escribir, paso a paso, O en la forma enunciada. 
Proporciona la signatura de las formas sobre R”. 
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Ejemplos 

1) Hallar el tipo de la forma con tres variables (sobre R): 

O=yz2+2x+x). 

Se escribe: 


O=xy+zx+zy=(x+2) (y+2)-2? = (x+y+2 Y (xy? 2? 


Por lo tanto, Q es una forma de rango 3, de tipo (1, 2). 
2) Hallar el tipo de la forma con 4 variables (sobre R): 


O=x +2) +32 -224+1x4+3xy Y; 


32-22+0,=3 


'o 
8 


se escribe: 5 7 
A 
3 3 pe 


ES 
1 
so] 
1 


2 2 
4+2y -5+ Ix+3xy- yt = [+ 30+ 39] 


a+ ay? +2y A 
230 y) 2y 3 yt, 


l y = Laa, 2 9 " 2 
y q(0+3y) => qy 1é=>yl= qU0+5) 


1 


EA 
PGE 


E | só Ls O 
a:-3| +[=+30+59] = 1945 Ps 


Por lo tanto, Q es una forma de rango 4, de signatura (3, 1). 


finalmente, 


Q 


Nota. Tiene interés tratar ante todo, si las hay, las variables que se presentan 
con mayor simplicidad. 


$ XIL5 ESPACIO EUCLÍDEO 
DEFINICIÓN XILS.1 
Un espacio euclídeo se define, dando: 
1) un espacio vectorial E de dimensión finita sobre R; 


2) una forma cuadrática O definida positiva sobre E. A la forma bilineal 
B asociada a Q se le llama producto escalar asociado a Q. 


LELONG 1-28 
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También podemos definir un espacio euclídeo dando el espacio vectorial E y 
una forma bilineal no degenerada B tal que B(x, x) > 0 para todo x e E; en esta 
forma, la definición se puede extender a los espacios vectoriales de dimensión 
infinita sobre R y conduce a la noción de espacio prehilbertiano real (ver Cap. XIII, 
$3). Algunas de las demostraciones que siguen permanecen válidas para estos 
nuevos espacios. 


Ejemplos 


1) En el espacio E =R”, la forma (x, y) > > x; y, es un producto escalar, 
cuya forma cuadrática asociada es x +» » x?. Provisto de este producto escalar, 
E es entonces un espacio euclídeo designado por E,. Todos los espacios euclídeos 
de dimensión » son isomorfos con él, puesto que una forma cuadrática definida 
positiva sobre un espacio de dimensión finita admite una base ortonormal (cf. $ 4). 
El producto escalar de E, se designa, en general, por x.y. 

Si x, y se representan por las matrices columna Y, Y, el producto escalar x.y 
se identifica con el producto de matrices 'F,Y (este producto es una (1, 1)-matriz, 
es decir, un escalar). 

2) Sea 61] el R-espacio vectorial de las aplicaciones continuas 


/:[0,1] > R. 


1 
La aplicación (f e FO g(09) de, Ejo1] < Ejo1 en R, es una forma bilineal 
o 


definida positiva, puesto que, 


1 
140 => ($>0yf%0) > j fA0dr>0 
Ly 


Se trata, por lo tanto, un producto escalar que convierte a Gp, en un espacio pre- 
hilbertiano real. Este ejemplo es fundamental en Análisis, en donde se consideran 
frecuentemente subespacios de %;o¡, (por ejemplo, el subespacio de las funciones 
polinomios, o el subespacio engendrado por las funciones (sen 1x),en, etc.). 


Dual de un espacio euclídeo 
Sea E un espacio euclídeo definido por la forma bilineal B. Según X11.3.2 toda 


forma lineal p sobre E se escribe, de una manera y una sola, en la forma 
p(x) = B(x, y), en donde ye E. Luego E* es isomorfo a E. 


Formas bilineales y formas cuadráticas 435 
Métrica asociada a un espacio euclídeo de dimensión finita »n 
TEOREMA XIL.S.1 


Sea E un espacio euclídeo, O la forma definida positiva de E, B la forma 
polar de O. Si hacemos N(x) = (Q())? para x € E, la función N es una 
norma sobre el espacio euclídeo E, es decir, verifica: 


(MD No =121NG0, 
Q) Na) =0=>x=0, 


(3) Nx + y) < N(x) + N(») para todo x€ E, todo ye E y todo 
2€R (desigualdad triangular). 


A N'se le llama la norma euclídea asociada a (E, Q). Recordemos (cf. curso de 
Análisis, tomo 2 de la presente obra) que entonces se define sobre E una estruc- 
tura de espacio métrico estableciendo: 


d(x, y) = N(x — y). 


La demostración de XIILS.1 se basa en la desigualdad de Cauchy-Schwarz, 
que vamos a establecer en primer lugar: 


TEOREMA XII.5.2 (Desigualdad de Cauchy-Schwarz) 
Con las notaciones que preceden, se tiene: 
(4) [B(x, NY < 0920), 
verificándose la igualdad solamente cuando x, y son colineales. 


Demostración de X11.5.2. Si Q(x) y O(») no son ambos nulos, por ejemplo, 
si O(y) 4 0, se tiene, para todo 2eR: 


Q(x + 4y)>0, 
es decir, utilizando la relación Q(u) = B(u, u): 
(5) Q(x) + 24B(x, y) + 240() > 0. 


El primer miembro de (5) es un trinomio en 4 que sólo toma valores no negati- 
vos, luego su discriminante es < 0, es decir, que se verifica (4). 
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Si O() = 0(y) =0 se tiene x = y =0 puesto que O es definida positiva, y 
(4) también es verdadero. 

Supongamos ahora que [B(x, y)? = O(x) O(»). El primer miembro de (5) tiene 
entonces una raíz doble en 7, necesariamente real (y de signo opuesto al de B(x, y)). 
Existe, pues, £eR tal que x + ¿y =0, de ahí la última afirmación del teorema. [] 


Nota. Si expresamos (4) en una base ortonormal (e,), y hacemos x = 2 x; €1, 
y = Y y, €, se obtiene: 


Lay? < AADO ID 


Demostración del teorema X1.5.1. Las relaciones (1) y (2) son evidentes; 
bastará comprobar (3). Puesto que los dos miembros de (3) son > 0, (3) es equiva- 
lente a la desigualdad obtenida elevando al cuadrado, que es: 


(6) Q(x + y) < Q(x) + Q(y9) + A0() 00)? . 
Puesto que Q(x + y) = Q(x) + Q(») + 2 B(x, y), (6) equivale a: 
B(x, y) <(0() 00) ?, 
lo cual se sigue de la desigualdad de Cauchy-Schwarz. 
Nota. Si se tiene la igualdad: N(x + y) = N(x) + N(»), se deduce: 
B(x, y) = (0(x) 00)”, 
por lo tanto, en virtud de XII.5.2, existe un número 2 (necesariamente positivo) 
que verifica y =4x o x= Ay. c.q.d. 


Estructura euclídea inducida 


Sea (E, O) un espacio euclídeo cualquiera. Si F es un subespacio de E. la res- 
tricción de Q a F es una forma cuadrática definida positiva, que define sobre F 
una estructura de espacio euclídeo. Para esta estructura, el producto escalar es la 
restricción a F x F del producto escalar de E. A esta estructura se le llama es- 
tructura euclídea inducida por E en F. Cuando hablemos del subespacio euclídeo F, 
nos referiremos siempre al espacio euclídeo así definido. 


Producto de dos espacios euclídeos 


Sean (E,, 0), (Ez, O.) dos espacios euclídeos. En el espacio vectorial producto 
E = E, Xx E, definimos la función Q: 


x = (1, x2) > Q() = Qu(x) + Qo(x2) - 
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O es una forma cuadrática definida positiva sobre E, que convierte a E en un es- 
pacio euclídeo. Al espacio (E, O) se le llama espacio euclídeo producto (o suma 
directa) de E, y E,, y se designa por E, O Ep. 

Si B,, Ba y B designan los productos escalares asociados a Q,, Qs y O, se tiene: 


B(x, y) = Bi(Xy, Ya) + Balxo, yo) para x= (Xi, x2) € y = (1 Ja) 
De la misma manera se define el producto de m espacios euclídeos. 
Subespacios de un espacio euclídeo de dimensión finita 


Vamos a estudiar la familia de subespacios de un espacio euclídeo (E,, Q) de 
dimensión n. Si F es uno de los subespacios, sabemos ya que 


dim (F) + dim(F%)=.n  (T. XIL3.3).. 


Por otro lado, se tiene también FM F* = (0), pues todo elemento xe FN F- es 
tal que O(x) = 0, de donde x = 0. (Una forma definida positiva no posee ningún 
vector isótropo no nulo.) Hemos demostrado, pues, el teorema fundamental si- 
guiente: 


TEOREMA XII5.3 


Para todo espacio euclídeo (E,, Q) de dimensión finita n, y para todo 
subespacio F de E,, E, es suma directa de F y del ortogonal F- a F. 


A F! se le llama suplementario ortogonal de F. 

Los papeles de F y F* son simétricos, puesto que (F+)" =F (T. XIL3.3). 
Sea ahora x un elemento de £,, que descomponemos sobre los espacios F y F*: 
yz PEE, zer, 

Calculamos Q(x): 
Q(x) = Q(y + 2) = 0(9) + 0(2) + 2B(y, 2) = O(y) + 0(2), 
puesto que B(y, z) =0. 
La relación: 
(7) Q(x) = Q(y) + 0(2) 


es la-forma general del teorema de Pitágoras. Se puede expresar también diciendo 
que el espacio euclídeo E, es isomorfo al producto de los subespacios euclideos F 
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y F*. Podemos generalizar este resultado: decimos que dos subespacios F y G 
son ortogonales si FS G-, lo cual significa que todo vector de F es ortogonal a 
todo vector de G. La relación: F< G- es, entonces, equivalente a la relación: G< F*. 


TEOREMA XII.5.4 


Sean (E,, Q) un espacio euclídeo de dimensión n, y F,, ..., F, subespa- 
cios de E, ortogonales dos a dos, tales que el espacio vectorial E, 
sea la suma directa de los F,. 

k 
Si x= Y x, es la descomposición de un elemento x de E, sobre los F,, 


i=1 
se tiene: 


k 
Q(x) = Xz Q(x). 


Demostración. Por recurrencia sobre k, con la ayuda de (7). c.q.d. 
Luego el espacio euclídeo E, es la suma directa de los subespacios euclídeos F,. 


Caso particular 


Sea (€,, ..., €,) una base ortonormal del espacio euclídeo (E,, O), y sea F, el 
subespacio engendrado por e,. E, es la suma directa de los subespacios euclídeos F, . 
luego, si x= > x, e,, se tiene: 

0(x) = Y QO(x% e) = Ex? Ote) = Zx?, Por una parte. 
i=1 
Por otra parte: 


Blx, e) = Y Blxjey e) =x:0(e) =%, 
j=l 


puesto que B(e,, e;) = 0; Podemos escribir entonces la siguiente relación impor- 
tante (llamada de Parseval): 


(8) Q(x) = E [Be], 
i=1 


válida para toda base ortonormal de E). 
e En adelante, fijada la forma O, el producto escalar B(x, y) del espacio euclídeo 
(E, 0) se designará simplemente por x.y, y se escribirá | x| = (x.xJ'?. 
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DEFINICIÓN XIT.S.2 
Se dice que los vectores (e,, ..., ep) del espacio euclídeo E, forman un 
sistema ortonormal si son dos a dos ortogonales y si su norma es 
igual a 1, en otras palabras, si e,.e, =0,, (símbolo de Kronecker) cuales- 
quiera que sean i,j=1,2,...,p. 


Propiedades 


Un sistema ortonormal es libre. En efecto, una relación de la forma: 


pa Pp A 
¿=0 implica (£ % 6). Y 4(e,.e) 


i=1 i=1 


En particular, se tiene necesariamente p < n. Cuando p =n = dim (E,), el sis- 
tema (e,, ..., €,) es ortonormal si, y sólo si, es una base ortonormal de E,. 

Sean F, G dos subespacios de E, (€,, ...,€,) un sistema ortonormal de F, 
(UL +, f,) Un sistema ortonormal de G. Si F y G son ortogonales (e.d.G < F*, 
lo que equivale a F< G-), el sistema 


(€ 0) 5 Su L) 


es también ortonormal. 

Toda parte de un sistema ortonormal es un sistema ortonormal. En general, 
sea (€,, ..., €) un sistema ortonormal, que engendre el subespacio F, y sea (Y, 
Ja, ..., 4) una partición de Nf. Si ponemos 


F, = Vect [le)jes]. 


los F, son ortogonales dos a dos, y Fes la suma directa de los F,. (El lector obser- 
vará la analogía de estas propiedades con las de las partes libres de un espacio 
vectorial.) 

Sabemos que todo espacio euclídeo E, de dimensión finita n, admite una base 
ortonormal. Por consiguiente, si F es un subespacio vectorial de E,, F admite una 


base ortonormal (e, ..., ep) (en donde p=dim (F)). Asimismo, F* admite 
una base ortonormal (€,+1, ..., €,). Según las observaciones anteriores, (€, ..., 
Cp ==.» €,) es una base ortonormal de E,. Podemos enunciar, pues: 


XIL.5.5 Todo sistema ortonormal de un espacio euclídeo de dimensión finita se 
puede completar de forma que se obtenga una base ortonormal de todo 
el espacio. 
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En la práctica, se utiliza el procedimiento que sigue: 


XIL5.6 (Procedimiento de ortonormalización de Schmidt.) Sea (0, ..., Un) 
una base cualquiera del espacio euclídeo (E,, O). Existe una base orto- 
normal (e,, ...,€,) única de E,, que verifica las siguientes condiciones: 
a) Para todo entero p, €j.0) > 0. 

b) Para todo entero p, Vect (€,, ..., ep) = Vect (0, ..., 0p). 


Demostración. Construiremos, por recurrencia sobre p, los vectores €,, ..., €n 
de forma que (€,, ..., €,) constituya un sistema ortonormal para todo p, que veri- 
fique ez.0, > 0 para k < p, y que Vect (e, ..., €,) = Vect (0, ..., Up); y Veremos 
que los e, están univocamente determinados. 


Necesariamente e, = ”] (haciendo, según hemos convenido, | »| = (Q(0))?). 


Supongamos que ya hemos construido (e,, ..., €p): €,+, debe ser de la forma: 
lp41 = HOpy 1 + Ape + +48). 


Las condiciones ep+.e; =0 (1 << p) nos dan: 2, = — f40y+1:€4. 
Por lo tanto, se tiene €,+, = 4W,+1, COn 


1] 
(9) Wp+1 = Dprr — 2 (Up+1-t1) 8 Y > 0 


(ya que 1 =| €p4, |? = prep = Mp tp Y Optsep > 0). 


De donde, necesariamente, 4 =3 —. 
| Yo | 

Reciprocamente el vector w,+, definido por (9) es no nulo, pues »,+, no perte- 
nece a Vect (0,, ..., 0,) = Vect (€, .... €). Entonces se comprueba sin ninguna difi- 


Wp+ s hs A 
cultad que el vector e,+ => 2- verifica las condiciones requeridas. c.q.d. 


| w+1 
Nota. XILS.6 se puede expresar matricialmente como sigue: toda matriz in- 
vertible M se puede poner de manera única en la forma M = AT, en donde Á es 
ortogonal (ver $ 7) y en donde Tes triangular superior con coeficientes diagonales > 0. 
Ejemplos 
1) En R? euclídeo, ortonormalizar la base 


vi(1, 1, 1), vt, 1,0), vx(l, 0, 0). 
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Siguiendo el método de XII.5.7 se obtienen sucesivamente: 


Dv 


1 2 3 
W, = 07 — (07.€1)€1, 1 (5.3 -3). ens 


A Y 
M3 
[mw 1? 


W3 = 03 — (Uy.€1) €, — (03.€2)€2, € = 


de donde resulta que la base buscada es: 


dere 
2) Polinomios de Legendre. 


dr 
ax 
de las funciones polinomio en [— 1, 1], con el producto escalar B definido por 


Son los polinomios: L, ((4? — 1)"). Consideremos el espacio vectorial 


1 
B(P,0) -| P(x) O(x) dx. 
“i 
Se obtiene un espacio prehilbertiano real. Vamos a ver que los polinomios L, son 
ortogonales dos a dos, y que para todo 


n> 0, Vect(Lo, ..., L,) = Vect (1, X, ..., X”). 


La segunda de dichas afirmaciones es prácticamente evidente. Como £L, es exac- 
tamente de grado n, la matriz de (Lp, ..., L,) en la base (1, X, ..., X”) es trian- 
gular superior, con elementos % 0 en la diagonal. Para demostrar la primera, es 
suficiente observar que, por medio de una integración por partes, se obtiene (con 


p<n—1): 
der! 1 
e — mm) xP dx = [» ¿le? vn] 
1) -1 


1 
gr 
eL. 
S -¡ Wdx 


a que 1 y — 1 son raíces de orden n de (x? — 1)”, son raíces de orden n — p 
de 50? 17) para 0 <p <n—1. En la fórmula anterior, la parte ya inte- 


grada desaparece, de donde: 


1 
1] por ler var, 
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y, por recurrencia, para todo k < p, 


n—k 


1 
== »| ro=D.(p=k+ pr [6 — 1)] dx. 


En particular, para k =p, 


! " CA ”] a 
rl EE 10? -1)] dx=(-1Pp ! ES al 1) 1] -o. 


1 
Puesto que /, =0, se tiene, por linealidad: j P(x).L,(x) dx =0 para todo 
— 


polinomio P de grado <n — 1. De donde 
1 
J L,00) L,(x) dx =0 para p<n—1l, 
-1 


según habíamos enunciado. 


Extensión de la desigualdad de Cauchy-Schwarz 

Sean E un R-espacio vectorial y Q una forma cuadrática sobre E, de forma polar B. Se dice 
que Q es positiva (o que B es positiva) si Vx eE Q(x) > 0, definida positiva si es positiva y si 
(Q(x) = 0) > (x =0). Entonces se tiene: 


XIL5.7 Para toda forma Q positiva sobre E, se tiene 


Demostración. La función R—>R, 2h» Q(x + 2y), toma sus valores en R+. Luego 


VxeE,VyeE — [B(x, y)? < 0(3) Q()) - 


Q(x + ly) = Q(x) + 22B(x, y) + 22. Q(9)- 
Si 06) > 0, se tiene un trinomio que sólo toma valores positivos, de donde 
[B(x, y? — Q(x) Q(y) <0 
Si 00) =0, la función afín 4+> Q(x) + 24B(x, y) debe tener signo constante, por lo tanto 
B(x,y) =0. c.q.d. 
COROLARIO 


Sea Q una forma cuadrática positiva sobre E. Para que Q sea no degenerada, es 
necesario y suficiente que sea definida positiva. 
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Demostración. Sea xeENÍ0); para toda ye E, se tiene: 


[B(x, y)? < 06) 00»), luego (Q(0) = 0) > (Vy € E, B(x, y) = 0). 
Por lo tanto, si O no es definida positiva, O es degenerada. 


Recíprocamente, si Q es definida positiva, y si x e E<40), este elemento no puede ser ortogonal 
a E, ya que Q(x) > 0. Por lo tanto Q es no degenerada. c.q.d. 


$ XIL6 PROYECCIONES Y SIMETRÍAS 


En lo que sigue consideraremos un espacio euclídeo E, de dimensión finita n. 
El producto escalar de dos elementos x, y de E, lo designaremos por x.y, su dis- 
tancia euclídea por d(x, y). La norma de x€ E, se designará por |x|. Entonces 
se tiene: 


d(x, y)=|x-—y]. 


Recordemos (cf. Curso de Análisis) que la distancia de un punto a€ E, a una 
parte A de E, es, por definición, el número positivo o nulo d(a, A) definido por 


día, A) = inf día, x). 


xeA 
Por otro lado, diremos que dos subespacios afines H, K de E, son ortogonales si 
sus direcciones H,, K, son ortogonales (recordemos que la dirección H, de un sub- 


espacio afín H de E, es el subespacio vectorial de E, respecto del cual H es un tras- 
ladado). 


TEOREMA XIL.6.1 


Sea E, un espacio euclídeo de dimensión n, y H un subespacio afín de E,,. 
Para cada punto a de E existe un punto q(a) y sólo uno, tal que q(a) e H 
y d(a, H) = dla, q(a)]. A este punto g(a) se le llama proyección ortogonal 
de a sobre H, pues es el único punto b de H tal que b — a es ortogonal a 
Finalmente, la aplicación a+> q(a) de E, en H es una aplicación afín y 
epiyectiva, llamada proyección ortogonal sobre H. 


Demostración. Designemos por h un punto cualquiera de H, tal que H sea 
el conjunto h + H,. Por otra parte, sea (e,, ..., er) una base Ortonormal de H,. 
Busquemos primeramente un punto xe H tal que: x —ae H;. 
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Fa 
Si hacemos: x =h + > 2,€e,, la condición x — ae H¿ equivale a 


i=1 


h-a+ Er]. =0 para 1<j<p, 
i=1 
por lo tanto a es.(h — a) + 2, =0, 2, = (a — h).e,. Por lo tanto, el único punto 
que nos conviene es: 
£ 
x= qla) =h+ Y [(a — h).e] e; 
j=1 


Calculemos ahora la distancia d(a, x) cuando xe H y x 4 q(a). Se tiene 


x=q(ld) + xy, Con xyeH) y xX*%0. 

[d(a, x)]?=| ax PP=|a—q(a)—xo P=|c—xp1?, con c=a-qla). 
Pero sabemos que xy € Hp, y que c =a — q(a) e H). Según XII.5.4, tenemos en- 
tonces: 


le=x Pb =|cP+]|x01P>1|c!? (puesto que xy % 0); 


y día, x) (en donde x recorre H) es mínimo cuando x = g(a). 
Finalmente, la fórmula: 


Pp 
ga) =h + y [(a — h).e;] e; 
jan 
prueba que a ->g(a) es una aplicación afín. Si ae H, g(a) = a, por lo tanto q es 


epiyectiva. c.q.d. 


Nota. La imagen recíproca de be H por q es el subespacio afín b + Lp, en 
donde L, designa el suplementario ortogonal H¿ de Ho. 


Simetría respecto de un subespacio afín H de E, 
DEFINICIÓN XII.6.1 


Si H designa un subespacio afín de E,,, y q la proyección ortogonal sobre H, 
la simetría respecto de H es la aplicación 
a > sula) =2 q(a) — a. 


sy (a) 


Es, por lo tanto, una aplicación afín. 
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Para todo a € E,, sy (a) es el único punto de E, que verifica las siguientes con- 
diciones: s,(a) — a es ortogonal a H, y el punto medio de [a, s(a)] pertenece a H. 
(H, designa la dirección de H.) 

Más adelante veremos que las simetrías respecto a un hiperplano desempeñan 
un papel importante en el estudio de las isometrías de E, (cf. Cap. XI). 

Obsérvese que s, o s, es la aplicación idéntica de E,. Por lo que s, es una 
biyección de E, en sí mismo. 


Hiperplano medio entre dos puntos 


Sean a, b dos puntos distintos de E,. Buscamos el conjunto de puntos x € E, 
tales que d(x, a) = d(x, b). Esta relación equivale a 


Ix—-aP=|x—b|?, osea (x— a). (x — a) = (x — b).(x — b), 
de donde, desarrollando: 
(1) Ab-ajx=b-a?, 


El conjunto de los x € E, que verifican (1) constituye un hiperplano afín H, cuya 
dirección la forma el hiperplano vectorial Hp de ecuación (b—a).x=0. H, 
es precisamente el suplementario ortogonal de la recta engendrada por el vector 
b=a. 


b 
Según (1), H contiene el punto 5 es decir, el punto medio de [a, b]. 


DEFINICIÓN XII.6.2 


Sean a, b dos puntos distintos del espacio euclídeo E de dimensión finita n. 
1 
Al hiperplano afín H de ecuación (b — a).x = 3 (6? — a?) (conjunto de 


puntos equidistantes de a y b) se le llama hiperplano medio del seg- 
mento [a, b]. 


Observemos que entonces a y b son simétricos respecto de H. 
$ XIL7 GRUPO ORTOGONAL, EL GRUPO ORTOGONAL REAL 

De momento, el cuerpo base K es cualquiera. Sea Q una forma cuadrática 
cualquiera sobre el espacio vectorial E, y B su forma polar. Los automorfismos 


lineales p de E tales que 


(1) Vxe E, Vye E B[p(x). p(y)] = Blx, y] 
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forman un grupo, pues si y y y verifican (1), se tiene: 


Blo o vt), po YO] = BUD, YO] = Blx,5, 
luego y o y verifica (1); y (si hacemos x = p(u), y = p(v) 


Blo "0,07 0)] = Blu, v] = B[9(0, p(0)] = Blx, y], 
luego y” verifica (1). 
Además, la identidad Id (E) verifica (1). De ahí nuestra afirmación. 
1 
Según la fórmula: B(x, y) = 0 [O(x + y) — O(x) — Q(»)], la relación (1) equi- 
vale a: 


Vxe E Q[o()] = 06). 


Con otras palabras, es equivalente afirmar que el automorfismo p conserva la 
forma bilineal B, o que conserva la forma cuadrática O. 


DEFINICIÓN XI1.7.1 


Sea Q una forma cuadrática sobre un espacio vectorial E. Al subgrupo 
del grupo lineal GL(E) formado por los automorfismos p que conservan 
la forma O, se le llama grupo ortogonal de la forma Q, y se de- 
signa por O(O). A sus elementos se le llama ortogonales respecto de O. 


Es claro que si sabemos clasificar las formas cuadráticas definidas sobre el es- 
pacio E, sabremos igualmente clasificar los grupos ortogonales sobre E. 


Caso de un espacio E de dimensión finita n (cuerpo base K cualquiera, 
conmutativo y de característica 4 2) 


Sea O una forma cuadrática no degenerada sobre E, de forma polar B. Entonces 
podemos establecer las siguientes precisiones acerca del grupo ortogonal O(Q): 

— Todo p € Lx(E) tal que Vx e E O(p(x)) = O(x) es un automorfismo (luego 
ye0(0). 


En efecto, un tal y es entonces biyectivo (por lo tanto epiyectivo), pues se tiene: 


VxeE,VyeE  Blo(x), p(y) = B(x, y) . 


De donde: (p(x) = 0) > (Vy € E, B(x, y) = 0), y como Q es no degenerada, p(x) = 0 
implica pues x= 0. 
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— Un elemento de O(O) se puede caracterizar por su matriz en una base. 
Con precisión: 


XIL7.1 Sean 2 =(e,, ...,e,) una base de E y A la matriz de B en B. Para 
que un endomorfismo ue L (E) sea un elemento de O(Q) es necesario 
y suficiente que su matriz M, en 2 verifique 


'M,AM,=4. 


En consecuencia, el conjunto de las matrices Me M,(K) que verifican 
'MAM = A forma un subgrupo I”, de GL,(K), y la aplicación u> M,, 
O(0) > T, es un isomorfismo de grupos. 


Demostración. Si designamos por Y la matriz columna de las coordenadas 
en 2 de un elemento x€ E arbitrario, vemos que las relaciones: 
Vx: O(p(x)) =0(x) Y WE: 'X'"M,AM,Z ='Z AX 


son equivalentes. Luego la segunda relación equivale a *'M, AM, = A, de donde 
se sigue la primera afirmación del teorema. 

La segunda afirmación se deduce inmediatamente teniendo en cuenta el hecho 
de que uH M, es un isomorfismo de GLx(£) en GL,(K). c.q.d. 


X1II.7.1 es particularmente interesante cuando 2 es ortogonal (e.d. A diagonal). 
Particularizando más, cuando la base 2 es ortonormal (e.d. A = 1,) al grupo /, se 
le llama grupo de las matrices ortogonales de orden n con coeficientes en K. 


Ejemplo 


Si 2 es ortogonal, y si 


es evidente que M, € I”,, luego u € O(O). 

De la relación 'M,, AM, = A, se deduce [det (M,,)J? det (4) = det (4), y puesto 
que det (4) % 0, [det (M,)]? = 1 = (det (u))?. 

De todo lo cual se deduce: 


XII.7.2. La aplicación d : u> det (u) es un homomorfismo epiyectivo de O(O) 
I en el subgrupo G =(f—1, + 1] de K*. 
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Demostración. Es inmediato que d está bien definida y que es un homomorfismo. 
Para terminar la demostración, es suficiente establecer la existencia de un u e O(Q) 
tal que det (u) = — 1. Sea, entonces, 2 = (€, ..., e,) una base ortogonal para Q. 

El endomorfismo u de E tal que u(e;) = — e, y u(e,) = e, para j + ¡ satisface 
la condición. c.q.d. 

Se da la siguiente 


DEFINICIÓN XII.7.2 


: Se llama grupo especial ortogonal de Q, y se designa por SO(O) 
al subgrupo de O(Q) formado por los ue O(O) tales que det (u) = 1. 


Conotras palabras, SO(O) es el núcleo de d. 
Según XII.7.2, el grupo cociente O(O)/SO(O) (que está definido, puesto que 
SO(Q) es un subgrupo normal de O(O)), es isomorfo a G. Luego 


[0(Q) : SO(0)] = 2. 


Dejamos al lector el trabajo de demostrar que si dos formas cuadráticas son 
equivalentes sobre E, sus grupos ortogonales (resp. ortogonales especiales) son 
isomorfos. 


Grupo ortogonal real 
En particular, consideremos una forma cuadrática O definida positiva sobre un 
espacio vectorial real E de dimensión n. Sabemos que O es equivalente a la forma 


” 
» x?. Por otra parte, si (e) es una base ortonormal de E, se tiene: 


da] 

0018) = Ex? . 
Luego el grupo O(Q) es isomorfo al grupo ortogonal de la forma cuadrática y 
sobre el espacio R,,. 


DerINICIÓN XIL.7.3 


Se llama grupo ortogonal real de orden n (o grupo euclídeo de 
orden n) y se designa por O(n,R), al grupo ortogonal de la forma 


» 
cuadrática Y xi sobre el espacio R”. 
i=1 


Con la ayuda de la base canónica (e;) de R”, identificamos GL(R”) con el grupo 
GL(n, R) de las matrices cuadradas invertibles de orden n con elementos reales. 
Vamos a caracterizar los elementos y e O(n, R) por medio de sus matrices M).. 
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Para ello designaremos por x, y a dos elementos de E y por £, Ya las matrices 


columna de sus coordenadas. La matriz de la forma x.y = 5 x, y, en la base (e) 
1 
es /,, por lo que la fórmula de la fórmula (4) del $ 1 resulta: 


HS ELIAS": 
Por otra parte, si x' = p(x), e y" = p(y),se tiene Z' = M,¿E, Y' = MY. De donde 
¿y = E 9" = "LM, My) 9. 


El endomorfismo y conserva el producto escalar si, y sólo si, para todo x€ E y 
todo y€ E, se tiene: 


Y1,Y ='L.M,.M,.Y, 


lo que equivale a 'M¿.M, = 1, (pues estas dos matrices están asociadas a la misma 
forma bilineal). Inversamente, la relación 'M,¿.M, = l, implica det (M,) +0, 
luego y es invertible. Podemos enunciar, por lo tanto, el: 


TEOREMA XII.7.3 


El grupo ortogonal O(n,R) es canónicamente isomorfo al grupo multipli- 
cativo de las matrices cuadradas M de orden n sobre R tales que: 


(3) 'M.M = 1. 
(A estas matrices se les llama ortogonales con coeficientes reales.) 


Desarrollamos (3) escribiendo M = [a;,),<;¡<n. Se obtiene: 
n 
(4 Faja: =0: 1<jk<n, en donde 0,, es el símbolo de Kronecker. 
i=1 


Se ve inmediatamente que la relación *M.M = /, equivale a M.'M = [,. Con 
otras palabras: 
Si la matriz M es ortogonal, su traspuesta es ortogonal. 
n(n + 1) 


3 relaciones (4) es, por lo tanto, eguivalente al sistema 


El sistema de las 


(4) y Asi Oxi = Ójx Mk= 12.0): 


i=1 
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Grupo SO(n) 
Si tomamos determinantes en los dos miembros de (3), obtenemos 


(5) [det (M)? =1, de donde det(M) = +1. 


La aplicación M > det (M) es un homomorfismo ó de O(n,R) en el grupo multi- 
plicativo (— 1, + 1). Demostremos que este homomorfismo es epiyectivo, y para 
ello es suficiente observar que la matriz 


(que representa la simetría respecto del hiperplano x, = 0) pertenece a O(n,R) y 
tiene por determinante — 1. 

Según la teoría de grupos, resulta que el núcleo de ó es un subgrupo de O(n, R) 
de índice 2. 


DEFINICIÓN XII.7.4 


Al subgrupo de los p e O(n,R), cuyo determinante vale + 1, se le llama 
grupo ortogonal especial de orden n, y se designa por SO(n, R). 


Evidentemente, SO(n, R) es un subgrupo normal de O(n, R) (es el núcleo de un 
homomorfismo de grupos). 

Como ejemplo, vamos a determinar los grupos O(1), SO(1), O(2) y SO(2). En 
el capítulo XIII estudiaremos más detalladamente los grupos SO(n) y O(m). 

e  O(1) está formado por las matrices M de orden 1 tales que M'M =1,, 
es decir, los elementos a eR tales que a? = 1. O(1) es, por lo tanto, el grupo con dos 
elementos [— 1, + 1). El elemento — 1 representa la simetría respecto del origen, 
+ 1 la identidad, y SO(1) se reduce a (1). 


b 
e  0(2) está formado por las matrices M = l -) tales que 
d+sbt=d+d=1, 
(6) E 
ac+bd=0, ad=bc=+1. 


Primer caso: ad —bc=1. Las matrices correspondientes forman el grupo 
SO(2). De a? + hb? =1 =ad — bc, se obtiene ala — d) + b(b + c) =0, de donde 


Formas bilineales y formas cuadráticas 451 


se sigue la existencia de un ¿e R tal que d=a—¿2b, c=—/4a—b (ya que 
a? + b? = 1, a y bno son ambos nulos). Llevando estos valores de d y ca ac + bd = 
=0, se obtiene 


— (2 +b?) =0, portanto, ¿=0, d=a y c=—b. 


SO(2) está formado, por lo tanto, por las matrices de la forma: 


m-|; pl! en donde a? + b?=1 
b a 


Existe un 0 €R tal que a =co0s 0, b=sen0 (cf. Curso de Análisis). Por consi- 
guiente, SO(2) está formado por las matrices de la forma 


M cosO —senQ 
—[seng  cos0]j' 

En R?, provisto de la estructura euclídea orientada canónicamente, una matriz de 
este tipo representa una rotación de ángulo 0 alrededor del origen. Así SO (2) es 
el grupo de las rotaciones de ángulo arbitrario alrededor del origen. 

Segundo caso: ad — bc = — 1. Las matrices correspondientes son los elementos 
de O(2I.S0(2). Razonemos como antes: a y b no son ambos nulos. De a? + b? = 
= be — ad = 1, se obtiene 


ala + d)+b(b=c)=0, 


de donde se sigue la existencia de un 2€R tal que d= —a + 2b, c=b+ da. 
Llevando estos valores a ac + bd =0, obtenemos ¿A(a? + hb?) =0, luego 2 =0. 
El grupo O(2) está formado por las matrices de la forma 


le :] , en dondea?+b?=1. 
ba 
Si hacemos a =cos 0, hb =sen 0, vemos que O(2),SO(2) está formado por las 


d cos O sen a 
matrices de la forma: M = Una matriz de esta forma representa 


senóO —cos 0) 
una simetría respecto de la recta de ángulo polar + Los elementos de O(2).SO(2) 
son exclusivamente las simetrías respecto de las rectas que pasan por el origen. 
Cambios de base 


XIL.7.4 Sea (e;),<;<, una base ortonormal del espacio euclideo E,. Para que un 
ll endomorfismo py de E, sea un automorfismo ortogonal, es necesario 
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y suficiente que los n vectores f, = (e) (1 <i<mn) formen una base 
ortonormal de E,,. 


Demostración. Según lo que antecede, y es un automorfismo ortogonal si, 
y sólo si, se tiene: 


(7) loto P= 1x1? para todo  xeE, 


Si hacemos x = Y x; e,, se tiene, por otra parte: 
i 


PTOS y le P=1Ex44P= E Era 


La condición (7) se manifiesta entonces por medio de las relaciones f;.f, =0;, 
(i,j =1,2, ..., n) que expresan que las f; forman una base ortonormal. c.q.d. 


COROLARIO 


Para que n vectores f, (1 < i < n) de E, formen una base ortonormal es 
necesario y suficiente que su matriz, respecto a una base ortonormal (e), 
sea ortogonal, 


(Se puede comprobar además que las relaciones (4) expresan el hecho de que los 
vectores columna de la matriz M = [a,,] forman una base ortonormal.) 


Orientación 


Sca E un espacio vectorial de dimensión finita n sobre R. Dadas dos bases or- 
denadas (81, ..., €n), (f, ...,f1) de E, se dice que la segunda tiene la misma 
orientación que la primera si la matriz que pasa de las (e,) a las (f) tiene un de- 
terminante positivo. Las propiedades de los determinantes prueban que la rela- 
ción binaria definida de esta manera en el conjunto de las bases de E es una rela- 
ción de equivalencia, que determina dos clases de equivalencia (1). Orientar E sig- 
nifica elegir una de ambas clases, a cuyos elementos se les llama bases directas. 

Si E tiene una estructura euclídea, podemos limitarnos a considerar bases orto- 
normales. Dos bases ortonormales tienen la misma orientación si el determinante 
de la matriz de cambio es igual a + 1. Luego /as isometrías que conservan la orien- 
tación del espacio euclídeo E, son las isometrías directas. 

La Geometría euclídea constituye el estudio de las propiedades invariantes frente 
al grupo de las traslaciones y frente al grupo O(n,R). 


(1) Esta cuestión será considerada de nuevo en el tomo 3 (Geometría). 
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La Geometría euclídea orientada constituye el estudio de las propiedades inva- 
riantes frente al grupo de las traslaciones y frente al grupo SO(n,R). 


Producto mixto y producto vectorial 


DEFINICIÓN XII.7.5 


El producto mixto de n vectores V,, ..., V, del espacio euclídeo orien- 
tado E,, es el determinante de las componentes v,, de las V, en una base 
ortonormal directa (€e,, ..., €,) de En. 


Esta definición es independiente de la elección de la base, ya que, si (v;,) son 
las componentes de V,,..., Y, en otra base ortonormal directa (e;), se tiene: 


det ([v;,]) det (P) = det ([v,,)), 
si designamos por P la matriz de cambio de las (e,) en las (e), de donde, si 
PeSO(n,R), det ([v;,)) = det ([v,,]). 


El producto mixto de V,, ..., V, lo designaremos por (W,, Va, ..., V,) o por 
IV, Vas ..., V,]; es una función n-lineal alternada sobre el espacio vectorial E,,. 


TEOREMA XI1.7.5 


Dados n—1 vectores V,, ..., V,-, del espacio euclídeo orientado E, 
existe un vector W único tal que, para todo vector V de E, se verifica: 


VW= (Y, V y, Va, ..., Va-1)> 


Este vector, llamado producto vectorial de los n — 1 vectores 
Vi... Vn=p se designa por V, AV A... A Vaj Se reemplaza por 
su opuesto si se cambia la orientación de E,. 


En efecto, la aplicación p: V > (V, V,, ..., V,-,) es lineal de E, en R, y a esta 
forma lineal y se le puede asociar, por lo tanto (T. X11.3.2), un vector W único 
tal que p(V) = V.W. c.q.d. 

Las componentes W, del producto vectorial W=V, A ... A Va-1 vienen 
dadas por 


W,=(- 0 4,, 
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en donde 4, designa el determinante de orden n — 1 obtenido suprimiendo la fila ¡ 
en la matriz de las componentes de los Y, en una base ortonormal. 
El producto vectorial es una función (n — 1)-lineal y alternada sobre el espacio E,.. 
El producto mixto y el producto vectorial son dos ejemplos de propiedades 
invariantes para SO(n, R), pero no para O(n, R) (ya que las transformaciones orto- 
gonales de determinante — 1 cambian el producto mixto y el producto vectorial 
en sus opuestos). 


Capítulo XIII 


Formas hermíticas. Teoría espectral 
Isometrías 


En el estudio de las formas hermíticas, que sigue a continuación, seremos mucho 
más breves que en el capítulo XII, ya que muchas de las demostraciones y de las 
nociones se inspiran en los mismos principios. 


$ XIL1 GENERALIDADES 
e El cuerpo base es C, cuerpo de los números complejos. 


DEFINICIÓN XIIL.1.1 


Una forma sesquilineal definida en el C-espacio vectorial E es una 
aplicación h : E x EC tal que, para todo x € E, todo y € E, todo z € E, 
y todo 1 €C, se verifica: 


h(x+y, 2)=h(x, 2) +H(y, 2), Mx, y+2)=hM(x, y) +h(x, 2), 
(1) h(Ax, y)=4 Hx, y) 
h(x, 2y)= 1 h(x, y) - 


DEFINICIÓN XIIT.1.2 


Una forma hermítica definida en el C-espacio vectorial E es una forma 
sesquilineal h, sujeta a la condición siguiente: 


1%) para todo xeE y yeE, hy,x)=Hx, y). 
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(1) y (Q) implican: 
hx + y, x + y) = h(x, x) + My, y) + 2 Re [Mx, y)] - 


(Re(z) e Im (z) designan, respectivamente, la parte real e imaginaria del número 
complejo z.) 


Ejemplos de formas hermíticas 
1) En E=C", h(x, y) = 2 Xi Y, con(x = (x), y = (1). 
2) Sea E el espacio de las funciones continuas f': [0, 1]->C. La aplicación 


1 
Age / KO) g(0) dí es una forma hermítica. 
0 


3) Ees el espacio de las sucesiones (u,) de los números complejos tales que 


e 
Y lu P<+o. 


n=0 


co 

Si u = (u,) y v = (v,) son elementos de E, veremos (tomo 2) que la serie > 4, D, 
co n-0 

converge. La aplicación (u, v) => > u, D, es una forma hermítica sobre E. 
n=0 


Matriz de una forma hermítica (en dimensión finita) 


Sea h una forma hermítica definida en el C-espacio vectorial £, de dimensión n. 
Para toda base (e,, ..., €,), a la matriz cuadrada 


H = [hH(e,, e)] 
se le llama matriz H de h en esta base. 
Sean x= > x,e, e y = » y, €, y designemos respectivamente por Z e Y a las 


matrices columna de los (x,) y de los (y,). Por un método análogo ai del capí- 
tulo XII, $ 1, se demuestra 


3) Mx, y) = "HT, 


o sea, si hacemos h(e;, ej) = hy: 
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Además, la matriz H de h en (€;, ..., €,) verifica, en virtud de (2), la relación 
(4) E =Ha 


Recíprocamente, si H verifica (4), la fórmula (3) define sobre E una forma 
hermítica, cuya matriz en la base (e,) es H. 


DEFINICIÓN XII. 1.3 


Á una (n, n)-matriz H con elementos complejos se le llama hermítica si 
*H =H. En otras palabras, la matriz [h,,] es hermítica si, cualesquiera 
que sean i,j=1,2,...,n, se tiene hy = hy. 


Cambio de base 


Conservemos las notaciones de la fórmula (3). Si (f,, ..., f,) es una nueva base 
de E, deducida de (€,, ..., e,) por la matriz de cambio P, se demuestra, como en 
el capítulo XII, $1, que la matriz H, de h en la base (f,, ...,f,) es: 

(5) H, ='PHP. 


Nota, _x —> h(x, x) no es un polinomio respecto a los x,; además, puesto que 
h(x, x) = h(x, x) vemos que, para todo x€ E, h(x, x)eR. 

Sin embargo, dar la aplicación x+=>h(x, x) determina totalmente a la forma 
h(x, y) en virtud de la fórmula 


4h(x, y) =hMx+y,x +) hHx—»x-)+ 
+ ih(x + iy, x + iy) — ih(x — iy, x — ip). 
Dualidad 


Precisaremos de la noción de aplicación semilineal: 


DEFINICIÓN XIII.1.4 
Si E y F designan dos C-espacios vectoriales, una aplicación y: E > F 
se llama semilineal si verifica 
Vx, x€E, p(x1 + x2) = p(x1) + p(x2) (aditividad) 
VleC,VxeE, p(1x) = Ap(x) (semilinealidad). 
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Dotado de su ley de grupo abeliano, y de la ley externa (2, x) > 2.x, F se con- 
vierte en un C-espacio vectorial, que designaremos por F. La aplicación idéntica 
F-=>F no es un isomorfismo de F en F. 

Dicho esto, afirmar que la aplicación py : E-—>F es semilineal, es lo mismo 
que enunciar que la aplicación y : E->F, que toma los mismos valores que p, es 
lineal. 

Podremos pues hablar de la matriz de y relativa a una elección de bases en 
E y F (ya que dar una base de F equivale a dar una base de F). c.q.d. 

Sea h una forma hermítica definida en el C-espacio E. Para todo x € E, la apli- 
cación h(., y) : xH h(x, y) es una forma lineal sobre E, en virtud de (1). 

Y, siempre en virtud de (1), la aplicación J : y > h(., y) es semilineal de E en E*. 
Si E es de dimensión finita », la matriz de J en una base (€,, ..., e,) de E y en su 
base dual (ef, ..., ex) es precisamente la matriz de h en (€,, ..., €,). El rango de 
esta matriz es, por lo tanto, independiente de la base elegida (lo cual se deduce 
también de (5)). 


DEFINICIÓN XII. 1.5 
Si E designa un C-espacio vectorial de dimensión finita n, el rango de 
una forma hermítica h definida en E es el de la aplicación J : E > E*, 
tal que 
J(y) = ho, y) 


Se dice que h es no degenerada si su rango es máximo, por lo tanto 
igual a dim (E). Se le llama degenerada en caso contrario. 


El rango de h es el de su matriz en una base cualquiera. Una forma no dege- 
nerada se halla, entonces, caracterizada por el hecho de que esta matriz es regular. 


La aplicación J es entonces una biyección. Dada su gran importancia, enunciamos 
el resultado obtenido de la forma siguiente: 


TEOREMA XII[.1.1 
Sea h una forma hermítica no degenerada sobre el C-espacio vectorial E 


de dimensión finita. Para toda forma lineal p definida en E, existe un 
elemento y, € E y sólo uno tal que, para todo x € E, se verifique 


v(x) = Mx, y.) - 


Este resultado generaliza XI1L3.2. 
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Nota. Contrariamente a lo que ocurre con las formas bilineales, cualquiera que 
sea x€ E, la aplicación h(x, .): y > h(x, y) no es C-lineal, sino que verifica h(x, .) 
(Uy) = h(x, 2y) = Ah(x, .) (y) para todo ¿€ C. h(x,.) es, por lo tanto, semilineal. 

Igualmente a como se ha hecho en el caso de formas cuadráticas, se define la 
noción de ortogonalidad respecto de una forma hermítica h. Dos elementos x, y € E 
son ortogonales si h(x, y) = 0, y se escribe entonces x | y. Si A es una parte de 
E, el ortogonal de A (designado por A“) es el conjunto de los y e E tales que 
x | y para todo x e 4. A” es siempre un subespacio de E, y para los detalles remi- 
timos al lector al capítulo XIL, $3. 

Señalemos el importante teorema análogo al X1L.3.3: 


TEOREMA XIII. 1.2 


Si h es una forma hermítica no degenerada definida en el C-espacio vec- 
torial E de dimensión finita n, para todo subespacio vectorial F de E, se 
tiene: dim (F) + dim (F+) =n, y (F*)* =F. En particular, para toda 
parte A de E, (A-)* = Vect (4). 


La demostración es calcada de la de X11.3.3, utilizando XII1L.1.1. 


$ XIIL2 CLASIFICACIÓN DE LAS FORMAS 
HERMITICAS SOBRE UN ESPACIO 
DE DIMENSION FINITA 


Se obtiene, sin dificultad, utilizando un método análogo al de XI1.3.4, el: 
TEOREMA XII[.2.1 


Para toda forma hermítica h definida en un C-espacio vectorial de dimen- 
sión finita n, existe una base (€,, ..., e,) ortogonal, es decir, que verifica 
he, e) =0 para ¡Aj. 


Una base ortogonal (e,) se caracteriza por el hecho de que la matriz de h en 
esta base es diagonal. Se tiene pues (con una numeración conveniente de la base): 


(1) MD) xie Dye) Y 01%, con a=h(e, e), 20,%0,..,0,%0, 
i=1 


en donde r designa el rango de h. 
Observemos que todos los a, son reales, pues h(e,, e) = h(e;, e) según la defi- 
nición XIIT.1.2. 
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e; 
Reemplazando, si es necesario, e, por ==, la fórmula (1) se convierte en: 
PO (1) 
(2) Mx Dye) = AY EA XD — pa pa — 0D 


El número p no depende de la base (e,) elegida, y la demostración es idéntica a 
la de XII.4.3, con la diferencia de que O(x) se reemplaza por h(x, x). Con otras 
palabras, la ley de inercia de Sylvester es válida para las formas hermíticas. Estas 
quedan clasificadas por los pares de enteros (p,r — p), en donde 0 <p <r<m, 
y en donde r es el rango. Al par (p,r — p) se le llama signatura O tipo de la 
forma h. 


DEFINICIÓN XIIT.2.1 


A una forma hermítica h definida en el C-espacio vectorial E, se le llama 
positiva si 


Hx,x)>0 para xeE; 


y definida positiva si xeE y x 4 0 implican h(x, x) > 0. 


Si E es de dimensión finita n, h es positiva si es del tipo (r, 0), puesto que en una 


r 
base conveniente se reduce a > x, ),. Es definida positiva si es del tipo (n, 0) 
i=1 n 
puesto que en una base conveniente se reduce a 2 x; Jj. 

im] 


El estudio de las formas negativas (resp. definidas negativas) se reduce al de 
las formas positivas (resp. definidas positivas), si se toma la forma opuesta — h. 


$ XILL3 ESPACIOS PREHILBERTIANOS 
DE DIMENSIÓN FINITA 


DEFINICIÓN XIIL3.1 


Un espacio prehilbertiano real [resp. complejo] es un espacio vectorial 
sobre R [resp. sobre C] provisto de una forma bilineal simétrica [resp. her- 
mítica] definida positiva, llamada producto escalar. 


Los espacios prehilbertianos reales de dimensión finita han sido estudiados en 
el capítulo XII con el nombre de espacios euclídeos. 

En lo que sigue, únicamente consideraremos espacios prehilbertianos sobre C. 
A cada propiedad de los espacios prehilbertianos complejos corresponde una pro- 
piedad de los espacios prehilbertianos reales, por restricción del cuerpo de escalares. 
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En general, el producto escalar de un espacio prehilbertiano E se designa 
por (x| y). Se escribe: (x | x) =| x]2. 
Si E es de dimensión finita n, y si (e,, ..., €,) es una base ortonormal, se tiene: 


Dx e 
7 


=l1P+ la P+o+ lx lr. 


(1) 


Por otro lado, si x= > x, €,, (x| e) =x,, y la fórmula (1) nos da: 
i 
(2) la >= PA |x| e) |? (fórmula de Parseval). 


Finalmente, aplicando XIII.1.1, vemos que toda forma lineal y definida en E 
se escribe de una manera y sólo una, en la forma 


p(x) = (x1y), 


en donde y designa un elemento de E. 


Métrica asociada a un espacio prehilbertiano 


Primeramente demostraremos la desigualdad de Cauchy-Schwarz: 


TEOREMA XIIT.3.1 
Para todo par de elementos x, y de un espacio prehilbertiano E, se tiene (1): 
6) [GlyP<ixPlyPs 


y, si y 40, la desigualdad (3) se transforma en igualdad si, y sólo si, 
existe 2€C tal que x + ¿y =0. 


Demostración. Si (x| y) =0, (3) es evidente. Si (x| y) 4 0, xe y no son ambos 
nulos. Tenemos que para todo 1 €C, se verifica 
(+ dy]|x+4y)>0 
Se obtiene: 
IxP +21) +49 +12P1y1?>0, con |y|>0. 
() La desigualdad (1) es válida para un espacio vectorial sobre R (resp. sobre C) provisto de una 


forma cuadrática (resp. hermítica) positiva, no necesariamente definida; pero la igualdad puede presen- 
tarse, en cambio, sin que los vectores x, y sean colineales (ver p. 464). 
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En esta relación, substituimos 2 por EN en donde peR. Se obtiene: 
(4) IxP+2p|(19|1+p*1yP>0. 


El trinomio del primer miembro de (4) es > 0 para todo peR, por lo tanto su 
discriminante es < 0, de donde | (x| y) |? < | x[?] y [?, y (3) queda establecida. 

Si x + ¿y =0 (4 €C), (3) es una igualdad. Recíprocamente, si (3) es una igual- 
dad, según (4), existe un peR tal que (| x| + p] y]? =0, luego un ¿€C tal que 
(x+4y|x+Ay)=0, lo cual exige x+ 2y=0. c.q.d. 


COROLARIO 


En todo espacio prehilbertiano E, la aplicación N: E > Rx, con N(x) = 
= (x|x)?, es una norma. Además, para que se verifique 


Nx + y) = Nx) + NG), 
es necesario y suficiente (si y % 0) que exista un 4 eR_ tal que x+ Ay =0. 


Demostración 


a) Para ver que N es una norma, es suficiente establecer la desigualdad trian- 
gular: N(x + y) < MG) + NG). 
Entonces se tiene: 


NUx+y)=(x+ y 1x +») =(x1x) + (19) + 2Re(x |») 
= Nx) + Ny) + 2 Re(x 1») < NU) + N) + 
+ 2] (x1y)] < NU) + NN) + 2. M0) MO) 
pa 2 , 
de donde = (Nx) + NO) (según (3), 


Mx + y) < NG) + NO). 


b) Si x+4y=0, 2eR-, N(x+ y) = Ma) + N(y). Recíprocamente, si 
Mx + y) = Mx) + M(), esto exige Re [(x | y)] =| x|.| y |. Puesto que [(x| y») < 
< |x|. |, se tiene: (x| y) =| x|.| »]. Volviendo a considerar los cálculos de 
XIII.3.1, vemos que el valor de 4 tal que (x + Ayp|x + 2y) =0 es entonces real 
y negativo, puesto que 


De donde x + ¿y =0, con 2¿eR-. c.q.d. 
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Nota. Si E es de dimensión finita n, pasando a las coordenadas en una base 


ortonormal, (3) se transforma en 
(£ 1x1) 6 ly; *) . 
i=1 i=1 


Es posible demostrar directamente (5).]] 

Del mismo modo que en el capítulo XII, $ 5, se define la suma directa de un 
número finito de espacios prehilbertianos, y la estructura prehilbertiana inducida 
en un subespacio de un espacio prehilbertiano. 

Nos contentaremos con enunciar los teoremas análogos a los del capítulo XII, 
$5, sin demostración, ya que permanecen inalterados. 


(5) 


TEOREMA XIII[.3.2 


Sea E un espacio prehilbertiano de dimensión finita. Para todo subespa- 
cio F de E, E es suma directa de F y F?. 


A Fl se le llama suplementario ortogonal de F. 
TEOREMA XII1.3.3 


Sea E un espacio prehilbertiano suma directa de los subespacios F,, ..., Fz 


k 

ortogonales dos a dos. Si x= 3 x, es la descomposición de x € E sobre 
i=1 

los F,, se tiene: 


(6) IxP=Y lx 1P, 
e.d. E es isomorfo a la suma directa de los espacios prehilbertia- 
nos F;. 

Caso particular. Si E es de dimensión finita n, y si (€,, ..., €,) es una base 


ortonormal, (6) se reduce a la fórmula de Parseval: 
IxP= Y |Gleyl |. 
1 


Todo sistema ortonormal de un espacio prehilbertiano de dimensión finita 
se puede completar hasta obtener una base ortonormal del espacio. 


TEOREMA XIIT[.3.4 
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TEOREMA XIIL3.5 


Sea (v, ...,v,) una base cualquiera de un espacio prehilbertiano E. 
Existe una base ortonormal única de E, a saber (e,, ..., €), que verifica 
las condiciones siguientes; 

para todo entero p, (e,|v,)> 0; 

para todo entero p, Vect(e,, ..., €p) = Vect (0, ..., 0p). 


Teniendo en cuenta las definiciones del $ 5, se puede enunciar XIII.3.5 en la 
forma equivalente siguiente: para toda matriz invertible M, existe una matriz uni- 
taria U y una matriz triangular superior T tales que M = UT. 


Extensión de la desigualdad de Cauchy-Schwarz 


Análogamente a X1I.5.7, se tiene: 


XIIL3.6 Sea h una forma hermítica positiva definida en un C-espacio vecto- 
rial E. Entonces 


(Vxe ENMVye E) | hx, y) |? < hx, x) My, y) - 


Demostración. Si (x| y) =0, la desigualdad es evidente. Si no, en la desigual- 
h(x, 
dad h(x + Ay, x + Ay) > 0 (válida para todo 1 eC) reemplazamos 4 por p API 


en donde peR. Se obtiene: 
(7) h(x,x) +2 p | Mx, y) | + pH, y) > 0. 


Si A(», y)> 0, el primer miembro de (7) es un trinomio en p, de signo cons- 
tante, de donde | h(x, y) [? — h(x, x) (y, y) <0. 

Si A(», y) =0, el primer miembro de (7) es una función afín en p, de signo 
constante, por lo tanto constante, luego h(x, y) = o.] 

Convenimos en establecer que una forma hermítica h sobre un C-espacio vec- 
torial E es no degenerada si la aplicación 


J:ESE*, ye, 


(en donde Vx € E, J(., y) (x) = J(x, y) es inyectiva. Así como de XII.5.7 se deduce 
el corolario de XIL.5.7, así también de XIII.3.6 se deduce : 
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COROLARIO 


Sea h una forma hermítica positiva en un C-espacio ventorial. Para 
que h sea no degenerada, es necesario y suficiente que sea definida 
positiva 


$ XIIL4 PROYECCIONES Y SIMETRÍAS 


e Ahora consideraremos un espacio prehilbertiano E de dimensión finita n,, cuyo 
producto escalar se designará por (x| y), la norma del vector xe E se designará 
por | x|, y la distancia | x — y | de los puntos x, y € E se podrá indicar por d(x, y). 


TEOREMA XIIL.4.1 


Sean H un subespacio afín de E, y a un punto cualquiera de E. Existe un 
punto g(a), y sólo uno, tal que g(a) e H, y que: 


día, H) = d(a, gla)). 


A (q(a) se le llama proyección ortogonal de a sobre H). 

Este punto es el único punto be H tal que b — a es ortogonal a la direc- 
ción H, de H. 

Finalmente, la aplicación a +» q(a) es una aplicación afín, epiyectiva, 
llamada proyección ortogonal sobre H. 


Demostración. Calcada de la de XII.6.1, reemplazando los productos escalares 
euclídeos por los productos escalares hermíticos. ]] 

Como en el capítulo XII, $ 6, se define la simetría respecto a un subespacio 
afín H de E, que es una biyección afín de E en E, involutiva. 


Conjunto de los puntos equidistantes de dos puntos de E 


Los resultados del capítulo XII, $ 6, no se generalizan. 
Sean a, b € E dos puntos distintos. Busquemos el conjunto de los x € E tales que 


d(x, a) = d(x, b). 
Esta relación se escribe: 


(x—a|x-a)=(x-b|x-b), 


LELONG 1-30 
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o sea, desarrollando: 
o 2Re[(x/6)]] - 2Re[(x/|a4)] =/b?— |al?. 
(1) 2Re [(x1b—a)] =|151P—|al?. 


La aplicación p: xt Re [(x| 5 — a)] no es C-lineal. Sin embargo, £ se con- 
vierte en un R-espacio vectorial, de dimensión 2 n, por restricción de los escalares 
a R. Designamos por Eg, este espacio vectorial, y p es entonces una forma lineal 
sobre Eg) El conjunto 4 de los puntos x que verifican (1) es, entonces, un hiper- 
plano afín de Ey), por lo tanto un espacio vectorial de dimensión 2n — 1 sobre R. 
Puesto que 4” es de dimensión impar sobre R, no es un subespacio vectorial de E 
sobre C. 

El ortogonal H, de (b — a) en E es un hiperplano vectorial de £. Si m es un 
punto cualquiera de .%, es claro que el hiperplano afín m + H, = H está conte- 
nido en %. Entonces podemos decir que el par (a, b) admite una infinidad de hiper- 
planos medios, todos ellos contenidos en 4, y paralelos a Hp. 


$ XIILS GRUPO UNITARIO 


Sea h una forma hermítica cualquiera sobre el C-espacio vectorial E. Se dice 
que un automorfismo y de E es unitario (para la forma h) si verifica 


(1) Vxe E, Vye E ho(x). o(y) = Ax. y). 
Lo que equivale a: 
VWeE hot), pa) = Mp»). PY) - 


Es preciso observar que cuando E es de dimensión finita y h es no degenerado, 
si p € Z(E), (1) implica y e GL(£) (luego q es unitario). Los automorfismos de E 
que verifican (1) constituyen un subgrupo de GL(£), llamado grupo unitario 
asociado a la forma /, y designado U(h). 

Si supiésemos clasificar las formas hermíticas sobre £ (con otras palabras: si se 
conociesen las condiciones necesarias y suficientes para que dos formas ), y h, fuesen 
equivalentes, o para que se expresasen, en bases convenientes, por medio de la 
misma matriz, cf. Cap. XII, principio $ 4), sabríamos también clasificar los grupos 
unitarios sobre E. 


Caso en que E es de dimensión finita: grupo especial unitario 
de una forma hermítica 


Sea h una forma hermítica no degenerada definida en el C-espacio vectorial E 
de dimensión n. Es fácil caracterizar los elementos de U(h) porsu matriz en una 
base. Se tiene: 
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XII.5.1 Sea 2 = (e,, ...,e,) una base de E, y H la matriz de h en 2. Para 
que un endomorfismo ue L(E) sea un elemento de U(h), es necesario y 
suficiente que su matriz M, en Z verifique 


'M,HM,=H. 
En consecuencia, el conjunto IT, de las matrices M € M,(C) que verifican 


'MHM =H forma un subgrupo de GL,(C), y la aplicación U(h) > Pa, 
uh M, es un isomorfismo de grupos. 


La demostración es análoga a la de XII.7.1. 

XIIL.5.1 es interesante cuando H es diagonal (e.d. cuando 2 es ortogonal). Par- 
ticularizando más, cuando 2 es ortonormal (lo que ocurrirá únicamente cuando h 
sea definida positiva o negativa), se tiene H = 1,, y al grupo /”, se le llama en- 
tonces grupo de las matrices unitarias de orden n sobre C. Este caso se estudiará 
más adelante. 


Ejemplo 


Si 2 es ortogonal, y si 


es claro que M, € 1, por lo tanto u € U(A). 
De la relación *'M, HM, = H, se deduce 


| det (M,) |? =1 (pues det (H) 4 0). 
De donde: 


XIIL5.2 La aplicación u+> det (u) es un homomorfismo epiyectivo de U(h) 
II en el grupo U de los números complejos de módulo 1. 


Demostración (resumida). El único punto no evidente es la epiyectividad. 
A este fin sea 2 = (€,, ..., €,) una base ortogonal para h, y sea ¿€ U. El endo- 
morfismo u de E tal que u(e,) = le, y Vi > 2 u(e,) = e, pertenece a U(h), y verifica 
det (u) =¿.] 

Se da la siguiente: 
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DEFINICIÓN XII.5.1 


Se llama grupo unitario especial de h, y se designa por SU(h), al 
subgrupo de U(h) formado por los ue U(h) tales que det (u) =1. 


Según XIH1.5.2, SU(h) es un subgrupo normal de U(h), y se tiene un isomor- 
fismo canónico de U(»)/sU(h) en U. 

Observemos finalmente que si dos formas -hermíticas son equivalentes (e.d. tienen 
la misma signatura), sus grupos unitarios (resp. unitarios especiales) son isomorfos. 


Grupo unitario de una forma hermítica definida positiva 


En particular, sea h una forma hermítica definida positiva sobre un espacio 
vectorial E de dimensión n. En una base ortonormal (e,, ..., e,) se tendrá 


” 
h(x, y) = 2 xY (si x=Yxe y =D pe). 
1 
Todos los grupos unitarios así obtenidos son entonces isomorfos al grupo unitario 
asociado a la forma hermítica > x, J, definida en C”. 


DEFINICIÓN XIIL.5.2 


Al grupo de los automorfismos del C-espacio vectorial C” que dejan inva- 
riante la forma hermítica: 


” 


(2) (y) > E XiYi 


i=1 


se le llama grupo unitario de orden n, y se designa por U(n, C) o 
U(n). 


Con las notaciones de la definición XIH.5.1, sean M la matriz de un endomor- 
fismo q en la base canónica de C”, y Z e Y las matrices columna de las coorde- 
nadas de x, y € C”, y 2, e Y, las de x, = p(x), y, = p(»). La condición para que p 
deje invariante el producto escalar (2) es: 


VE,WY,  'E,Y,='2 Y ='X1,D, 


pero sabemos que Y, = MZ, Y, = M2, por lo que la condición anterior se con- 
vierte entonces en: 


VE, VW:  'X'MMY='X1,Y, 
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lo que equivale a: 


(3) 'MM = I,. 


XIIL.5.3 El grupo unitario de orden n: U(n,C), es canónicamente isomorfo al 
grupo multiplicativo de las matrices M que verifican: 


'MM=1,, 
(a estas matrices se les llama unitarias). 


En efecto, la relación (3) implica | det (M)| = 1, por lo tanto M es invertible. 
La proposición se sigue entonces del estudio precedente. ]] 


DEFINICIÓN XIIT.S.3 


puna toda matriz cuadrada M e M,(C), se llama adjunta de M a la 
matriz 'M, y se designa por M*. 


Se tiene: (M*)* = M. 

La aplicación M + M* es aditiva, pero no es C-lineal sobre M,(C). Por restric- 
ción de los escalares a R, M,(C) se convierte en un R-espacio vectorial (de dimen- 
sión 2 n?). La aplicación MH M* es lineal para esta estructura de R-espacio vec- 
torial. La fórmula (1M)* = 1M* significa que Mt» M* es semilineal para la 
estructura de C-espacio vectorial de M,(C). 

Además, se verifica: (MN)* = N* M*. 

Observemos finalmente el teorema siguiente, cuya demostración es análoga a 
la de XIL.7.3: 


XII.5.4 Sea (e);<:<, una base ortonormal del espacio prehilbertiano E de 
dimensión n. Para que un endomorfismo p e L(E) sea unitario es ne- 
cesario y suficiente que (p(e))<i<n sea una base ortonormal. 


Ejemplo 1 
El grupo U(1,C) es el grupo de los ¿ eC tales que ET = 1, por lo tanto es el 
grupo U de los números complejos de módulo 1, isomorfo a SO(2). 
Consideremos ahora un entero n cualquiera, y sea Me U(n,C). (3) implica 


[det M|?=1, luego  det(M)e U. 
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Con otras palabras, la aplicación M > det (M) es un homomorfismo del grupo 
U(n,C) en el grupo U. Observemos que este homomorfismo es epiyectivo, pues si 


ev 0 
0... de ; 

M=|.*. . |, se tiene: MeU(n,C) y det(M) =el, 
Denoza O 1 


Sea SU(n,C) el núcleo del homomorfismo M +> det (M). Lo que precede nos 
demuestra que SU(n, C) es un subgrupo normal de U(n,C), y que el grupo cociente 
U(n, C)/SU(n, C) es isomorfo a U(l,C). Seda la siguiente 


DEFINICIÓN XIIL.5.4 


Se llama grupo especial unitario de orden n, y se designa por 
SU(n,C) (o SU(m)) al grupo de las matrices Me U(n,C) tales que 
det (M) = 1. 


Contrariamente a lo que ocurría con el grupo SO(»), el grupo rvir pano puede 
servir para definir una nueva noción de orientación para C”, que estaría, en este 
caso, ligada al cuerpo C. Sin entrar en detalles, señalemos que esto se debe al hecho 
siguiente: dada una matriz unitaria cualquiera M, es posible encontrar una apli- 
cación continua f: 1 + U(n), en donde 1 es un intervalo de R, /= [a, b], tal que 
fía) = M y f(b) e SU(n). (En efecto, es suficiente considerar la aplicación f: [0, a] > 
> U(n) tal que f(0) = ell" M, en donde se ha puesto det(M) = e-i4), 

Por el contrario, es evidentemente imposible pasar con continuidad (e.d. por 
medio de una aplicación continua con valores en O(n)) de una matriz ortogonal 
indirecta a una matriz especial ortogonal. Con otras palabras, O(n) no es conexo 
(cf. tomo 2, Cap. II). 


Ejemplo 2 


El grupo SU(1,C) se reduce a (1j, lo mismo que el grupo SO(1,R). 


Ejemplo 3 


Vamos a determinar el grupo SU(2,C) (lo que determinará el grupo U(2, C), 
en virtud de la definición X1H.5.3). 
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a a b 
Buscamos, pues, las matrices M = E tales que 
Cc 


E ARNO 
7 |, :] y det(M)=1, 


es decir: 
aa +bb=1 

(4) co+dd=1 (S) ad=bc=1. 
ac+bd=0 


Por (5), a y b no son ambos nulos, y de aa + bb=ad — bc= 1, se obtiene: 
ala — d)+b(5+c)=0, 


de donde se sigue la existencia de un ¿eC tal que d = a—Adb,c=—da—b. 
Si llevamos estas relaciones a ac + bd =0, obtendremos: 


— Áaa + bh)=0, es decir 2=0, d=a y e=-b. 


Por lo tanto M, se escribe: 
b E 
M= E al con da+bb=1, 


y el recíproco es inmediato. 
El lector deseoso de profundizar en las relaciones notables que ligan los gru- 
pos SU(2,C), SO(3,R) y el grupo de los cuaternarios de norma 1, así como el 


de C, podrá consultar con provecho el pro- 


az + 
de las hi Fí: 
grupo de las homografías z => 2 dl 


blema n.? 5, 
Para terminar este $, observemos que se tiene una inyección natural 
O(n) > U(n, C). 


que envía SO(n) a SU(n,C). Pues toda matriz con elementos reales y ortogonal 
(resp. especial ortogonal) es evidentemente unitaria (resp. especial unitaria). 


$ XIUL6 TEORÍA ESPECTRAL (FORMAS HERMÍTICAS) 


O En lo sucesivo aun sin indicarlo explícitamente E designará un espacio vectorial 
sobre C, prehilbertiano, de dimensión finita n. 

Recordemos (T. XIIH.1.1) que, para toda forma lineal u definida en E, existe 
un elemento ye E único tal que, para todo xe E, se tiene: 


u(x) = (x1y). 


472 Formas hermíticas. Teoría espectral. Isometrías 
Como aplicación, sea p e Z(E) un endomorfismo de E, para todo y€ E, la apli- 


cación x tb (p(x) | y) es una forma lineal definida en E. Existe, pues, un y'€ E 
único tal que, para todo x € E, se verifica: 


(p(x) | y) = (<1 y). 


Es fácil ver que la aplicación y + y” es lineal de E en E, y ello nos induce a 
establecer la siguiente: 


DeFINICIÓN XIIL6.1 


Para todo endomorfismo p e L(E), se llama endomorfismo adjunto de y, 
y se designa por p*, al endomorfismo de E definido por 


(1) Vxe E, VyeE (p(x)1y) = (x190*()- 

Sea (€,, ..., €,) una base ortonormal de E, si M y N designan las matrices de 
p y de p* en (e,), y E, Y las matrices columna de las coordenadas de x e y en (e), 
(1) equivale a: 

(MX).Y = 'LNY), 
E 'MY ='INY. 

Hemos probado así que 'M = N, es decir: 
(0) N='M. 

Se verifica que la aplicación p+> p* es una biyección de P(E) en L(E), semi- 
lineal e involutiva, que verifica (p o p)* =y* o p*. 


DEFINICIÓN XIIT.6.2 


Un endomorfismo pe L(E) se llama autoadjunto 0 hermítico si 
p = p*, es decir si 


(3) (o(x) 1 y) = (x19(9) para x,yeE. 


Un endomorfismo autoadjunto, según (2), se halla caracterizado por el hecho 
de que su matriz M, en toda base ortonormal, es hermítica ((M = M). 
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TEOREMA XIIL.6.1 


Un operador autoadjunto p e L(E) tiene todos sus valores propios reales, 
es diagonalizable, y sus subespacios propios son ortogonales dos a dos. 
En consecuencia, E es suma directa de los subespacios propios de p. 


Demostración. Razonemos por recurrencia sobre n. El teorema es evidente 
para n =1. Sean 2, ..., 2, los valores propios distintos de p, y E,, .... E, los 
subespacios propios correspondientes. Pongamos F, =£j. Si F; =(0), E, =E, y y 
es una homotecia. Su matriz en cualquier base es escalar, y puesto que dicha ma- 
triz debe ser hermítica en las bases ortonormales, su valor propio /, es necesaria- 
mente real, y el teorema está demostrado. 

Si F, 4 (0), se tiene: dim (F,) < n — 1. Probemos que F, es estable respecto 
de q. Cualesquiera que sean xe€ E, e ye F,, se tiene: 

(olx) | y) =(x 1001) = 4 (x1y) =0, 

luego p(y) € F,, o sea p(F,)< F,. Tomando x e y en F,, (2) muestra que la restric- 
ción y, de p a F, es un operador autoadjunto para la estructura inducida. En 
virtud de la hipótesis de recurrencia, FF, es entonces la suma directa de los subespacios 
propios de <,, que son ortogonales dos a dos. Por lo tanto, £ es suma directa de E, 
y de los subespacios propios de ,, y estos últimos se hallan incluidos, a priori, en 
los subespacios propios de y relativos a 2a, ..., 2, (1). Pero la suma de los subes- 
pacios propios de q es directa, por lo tanto los subespacios propios de y, son nece- 
sariamente los subespacios propios de y relativos a 2, ..., Ap, y E es la suma di- 
recta de los subespacios propios de q, que son ortogonales dos a dos. 

De todo ello resulta que, en una base ortonormal conveniente, la matriz de p 
es a la vez diagonal y hermítica, es decir, diagonal con elementos reales. Puesto 
que los elementos diagonales son valores propios de q, éstos son reales. c.q.d. 


Nota. Se puede ver directamente que los valores propios de y son reales, y 
que los subespacios son ortogonales dos a dos. Sea x un vector propio de q, rela- 
tivo al valor propio 4. En virtud de (1), se tiene: 

(p(x) | x) = (Ax | x) = (11 9(x)) = (x12x), 
RANES Ae 13) = Mx lx) 
de donde = 
4=1¿2 ya que (x|x)>0. 


Luego ¿eR. 
Consideremos ahora dos vectores propios x, y xz relativos, respectivamente, 
a los valores propios 4,, 2,, en donde 2, 4 2. 


(1) En el caso considerado, el hecho de que y sea diagonalizable implica p > 1. 
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Se tiene: 
(o(x1) 112) = 21(x, 1x2) = (x1 1 p(x%2)) = 22(x, | 12) 


de donde (puesto que 2, = 42): 
(A, — 2) (x, 1x3) =0, osea (x,|x)=0, ya que 4, —22%0. 


Así hemos demostrado que x, y xz son ortogonales. 
Es posible enunciar XIII.6.1 en una forma puramente matricial, que nos será 
útil en lo sucesivo: 


XIIL.6.2 Toda matriz hermítica es diagonalizable, y sus valores propios son 
reales. 

En particular, toda matriz simétrica con elementos reales es diago- 
nalizable (en C”) y sus valores propios son reales. 


Operadores normales 
DEFINICIÓN XIII.6.3 


A un endomorfismo q e L(E) se le llama normal si conmuta con su ad- 
Junto, es decir, si verifica: 
(4) popt=ptop. 


Si designamos por M la matriz de y en una base ortonormal, la relación (4) 
se escribe: 


(5) Mm" 


ES] 
1 

S 
E 


Ejemplos 


D Si y =p*, (4) se verifica. Un operador autoadjunto es, pues, normal. 
2) Sea pe L(E). La relación 


Vx € E, Vy € E, (p(x) | p(y) = (x 1 (p* o p) (1) 


prueba que q es unitario si, y sólo si, p es invertible y y = q*. 

En particular, un operador unitario es normal. 

3) Sin embargo, existen operadores normales que no son ni autoadjuntos ni 
unitarios, por ejemplo, el operador de matriz A en C?: 


a- [71 
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TEOREMA XIIT.6.3 


(Teorema espectral para operadores normales.) 

Si p e L(E) es un operador normal; q es diagonalizable, y sus subespacios 
propios son ortogonales dos a dos. O también, existe una base ortonormal 
de E, formada por vectores propios de p. 


Antes de abordar la demostración, señalemos por de pronto que (contraria- 
mente a la conclusión de XIII.6.1) los valores propios de p no son necesariamente 


1 son 4¿=0 y ¿=2i. 


1 
reales. Por ejemplo, los valores propios de A =| 


Demostración. Por recurrencia sobre n =dim (E). El teorema es evidente 
para n = 1. Sean 4,, ..., 2, los valores propios distintos de p, y E, ..., E, los 
subespacios propios correspondientes. Si £, = E, el teorema está demostrado. Si 
no,pongamos: F', = Ej. Se tiene: 1 < dim(F,) <n—1. 

Probemos que Fi es estable para y. En primer lugar para todo x € £,, se tiene: 


ot(x)E E, . pues p[9*(x)] = (9 09*)() =(0* 0 p)(x) = 21 0*x). 
Si y € F,, se tiene entonces (p(») | x) = (y | p*(x)) =0, ya que y*(x) € E,. De donde 
p(F,)) <F,. 


Se ha visto anteriormente que F, es g-estable. Ahora veremos que F, es p*- 
estable. En efecto, para todo y € E, y todo x € F,, se tiene: 


(p*(x) | y) = (x1 09) = 0 


(ya que E, es g-estable), por lo tanto p*(x) e Ej = F,, tal como habíamos enun- 
ciado. 

La relación (1) muestra entonces que la restricción de y* a F, es, precisamente, 
el adjunto de la restricción; por consiguiente, la restricción y, de y a F, es un ope- 
rador normal de F,. En virtud de la hipótesis de recurrencia, F, es la suma directa 
de los subespacios de q,. y estos subespacios son ortogonales dos a dos. Estos sub- 
espacios están contenidos a priori en los subespacios propios de q relativos a 
da, => =3 hy (1). Puesto que la suma de los subespacios propios de y es directa, los 
subespacios propios de y, son necesariamente Es, Ez, ..., E,, y E es la suma di- 


() En el caso que se considera, el hecho de que q, sea diagonalizable asegura que p > 1. 
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recta de E,, E,, ..., E,. Entonces es suficiente tomar una base ortonormal en cada 
uno de los subespacios E, (1 < k < p). c.q.d. 


Aplicación 


Toda matriz unitaria U e U(n, C) admite una base ortonormal de vectores pro- 
pios. En dicha base, la matriz Y de la transformación representada por U en la 
base inicial es de la forma: 


Pero V debe ser unitaria (por lo tanto normal), pues se verifica: W = P-1 UP, en 
donde P es unitaria. Si escribimos 'V.Y = /,, vemos que los 2, tienen módulo 1 
(lo cual se puede establecer directamente aplicando la relación 'UU = 1,.) Pode- 
mos, pues, enunciar: 


XII1.6.4 Si u es un automorfismo unitario del espacio prehilbertiano E, existe 
una base ortonormal de E en que la matriz de u es de la forma 


em Y ...0 
0 el z 


En el $ 10 encontraremos aplicaciones importantes de XI11.6.4. 
En general. el teorema XII1.6.3 permite establecer: 


XIIL6.5 Sea y e L(E) un operador normal. Para que y sea autoadjunto es 
necesario y suficiente que sus valores propios sean reales. 
Para que q sea unitario es necesario y suficiente que sus valores propios 
tengan módulo 1. 


Demostración. Sea (e,, ..., e,) una base ortonormal de E en la que la matriz D 
de y sea diagonal. 

Entonces, y es autoadjunto (resp. unitario) si, y sólo si, D = D (resp. DD = 1,). 
De ahí el resultado. c.q.d. 
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$ XIIL.7 TEORÍA ESPECTRAL 
(FORMAS CUADRÁTICAS REALES) 


O En lo sucesivo, E, designará un espacio euclídeo de dimensión n. Recordemos (cf. 
XIT[.3.2) que, para toda forma lineal u definida en E,,, existe un elemento y € E, 
único tal que, para todo x € E,,, se verifica: 


u(x) = x.y. 
Como aplicación, sea p e L(E,) un endomorfismo de E,, para todo y€E,, la 


aplicación x bh p(x).y es una forma lineal definida en E, Existe, pues, un ye E 
único tal que, para todo x € E,, se verifica: 


PA). = x.y. 
DEFINICIÓN XIHT.7.1 
Para todo endomorfismo y e L(E,), se llama endomorfismo traspuesto 
(o adjunto) de p, y se designa por *p (o p*), al endomorfismo defido por 
(1) VxeE,, VyeE,, PA). =xp(y). 


Si, en virtud del teorema XI1.3.2 se identifica E, con su dual Ef, el endomor- 
fismo *p se identifica con la traspuesta de y en el sentido de la definición VIIL.5.2, 
y esto justifica la terminología empleada. 

Si M y N designan las matrices de y y de *p en una base ortonormal cualquiera, 
vemos, como en el $6, que 
2) N='M. 


Se comprueba que la aplicación y 'p es un automorfismo involutivo del 
espacio vectorial .P(E,), que verifica (p o y) = y o 'p. 


DEFINICIÓN XIIT.7.2 


El endomorfismo p e L(E,) es simétrico si p='p, es decir si 
6) p(x).y =x.p(y) para todo x€E, y todo y€E. 


Según (2), un endomorfismo simétrico está caracterizado por el hecho de que 
su matriz en toda base ortonormal es una matriz simétrica. 
TEOREMA XIII.7.1 


Un operador simétrico p e L(E,) tiene todos sus valores propios reales, 
es diagonalizable, y sus subespacios propios son ortogonales dos a dos. 
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Con otras palabras, E, es la suma directa de los subespacios propios de p, 
y éstos son ortogonales dos a dos. 


Demostración. Elijamos una base ortonormal cualquiera (e,, ...,e,) de E. 
Con la ayuda de esta base, E, se identifica con R”. Por medio de la inyección ca- 
nónica R->C (que envía el número real x al número complejo z = x), definimos 
una inyección R”->C”, que permite identificar R” con un subconjunto de C”, 
Entonces (e;) es una base de C”, y dotamos a C” de la estructura prehilbertiana 
canónica asociada a esta base. La restricción a R” x R” del producto escalar her- 
mítico de C” no es otro que el producto escalar de E,. 

La matriz M de q en (e,) es simétrica y real. Define un operador hermítico ( 
de C”, cuya restricción a R” es y. 

Apliquemos XIII.6.1: los valores propios de / son reales, y ( es diagonalizable. 
Luego, para todo valor propio ¿ de M, de multiplicidad «, el rango de la matriz 
M — 21, (considerada como matriz de M,(C )) es igual a n —a. Como M — Al, 
está formado por elementos reales, este rango es también el rango de M — 21, con- 
siderada como matriz de M,(R) (ver caracjerización def rango mediante subdeter- 
minantes, Cap. X). Resulta de todo ello que el subespacio propio de y, asociado 
a 2, es de dimensión a (cf. X1.2,3). Por lo tanto, y es diagonalizable. En virtud de 
las observaciones del principio, si x € E, e y € E,,, las relaciones x.y = 0 y (x| y) =0 
son equivalentes. De XII1.6.1 resulta que los subespacios propios de y son orto- 
gonales dos a dos. c.q.d. 


Operador asociado a una forma cuadrática 

Sea Q una forma cuadrática definida en £,, y B su forma polar. Designemos 
por 1: E,->Ef* al isomorfismo canónico (definido por: (Vx € £,, Vy € £,,), 
(x, (y) = x.y) y por J : E, — Ef a la aplicación lineal asociada a B, definida por: 
(Vx € E,, Vy€ E,) <x, J(y)> = B(x, y). 

Se da la siguiente 


DEFINICIÓN XII[.7.3 
Con las notaciones anteriores, al endomorfismo 
uy =1""0JeL(E,) 


se le llama operador asociado a 0. 


Las propiedades siguientes son inmediatas: 
1) u, es el único endomorfismo de E, que verifica 


(Vx € E, Vy € Es) x.ug(y) = B(x, y) 
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2) El endomorfismo u¿ es simétrico. En efecto, para todo par x, y € E,, se 
tiene, según lo que antecede: 


x.Uo(y) = Uo(x) Y - 


3) La aplicación O Hu¿ es un isomorfismo del espacio vectorial de las 
formas cuadráticas definidas en E,, en el espacio vectorial de los endomorfismos 
simétricos de E. 

4) Si 2 =(€,, ...,€,) es una base ortonormal de E,,, la matriz de u¿ en 
2 es igual a la matriz [B(e,, e))l<i<n.1<jcn de Q en 2. 


DEFINICIÓN X1III.7.4 


Se llama vector principal (resp. dirección principal, subespacio prin- 
cipal) de una forma cuadrática O definida en E,, a todo vector propio 
(resp. dirección propia, subespacio propio) del operador asociado a Q. 


Aplicación al estudio de las cuádricas 


Sea O una forma cuadrática definida en E,, y sea beR. Se llama «cuádrica 
de ecuación Q(x) =b» a la terna (O, b, 4), en donde .7 es el conjunto de los 
x€ E, tales que Q(x) = b. (S es, en general, una hipersuperficie, y .4 es el con- 
junto de los puntos de la cuádrica.) 

A los subespacios principales de Q se les llama los subespacios principales de 
la cuádrica (dependen únicamente de O, y no de b). 

Según XII1.7.1, existe por lo menos una base ortonormal % = (€,, ...,en 
de E, formada por los vectores principales de la cuádrica. 


n 
En dicha base 2, si x= * x, e, se tiene, 


i=1 


(4) 00)= Y 4x7 
i=1 
en donde (2,, ..., 4,) son los valores propios de 4. 
La ecuación Q(x) =b equivale entonces a 
(5) Y ax=b. 


Y 


Una relación de la forma (5) se llama ecuación reducida de la cuádrica 
(en una referencia ortonormal y principal). La relación (5) muestra que para todo 
i (1 <i<nm), el hiperplano H,, de ecuación x, =0, en 2, es un hiperplano de 
simetría de $. 
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Con mayor precisión, sean (py, ..., pp) los valores propios distintos de o, y Fi, . .., Fp los 
subespacios propios correspondientes. Sea 2 el subgrupo del grupo ortogonal O(£,) formado 
por los u e O(E;) tales que, para todo ¡, F; es u-estable y que el endomorfismo u; de F; inducido 
por u pertenezca a O(E;). Entonces (5) muestra fácilmente que el conjunto 4 es globalmente 
invariante para todo u € 2. 

Observemos que la aplicación u+>(%5)7 < ¡ <p es un isomorfismo de 2 en el grupo pro- 
ducto O(F,) x O(F)X ... Xx O(Fp). 


Longitud de los ejes de la cuádrica de ecuación Q(x) = b 


Consideremos de nuevo las notaciones del teorema XII[.7.2. La búsqueda de 
los valores propios de y equivale a la de los 2¿€R respecto de los que el sistema 
de ecuaciones lineales y homogéneas 
1 


0 


(6) =¿X; (1 <i<m) admite una solución no trivial. 

Cuando ocurra, los puntos de .P que verifiquen (6) constituirán los vértices de la 
cuádrica correspondientes al valor propio 2. Si x= (X;, ..., x,) designa uno de 
dichos puntos, se tiene 


EA 0 
Pero, en virtud de la identidad de Euler, > x, 2 = 2 Q(x), de donde 
i=1 dj 


00)=1Y 2. 
i=1 
La cantidad > 1] es precisamente el cuadrado £3 de la longitud del semieje corres- 
d=1 
pondiente a 4. Puesto que Q(x) = b, la relación anterior nos proporciona L?: 
(7) AL? =b. 


Este resultado también se encuentra evidentemente después de un simple examen 
de la ecuación reducida de la cuádrica. 


Ejemplo 1 


En el plano euclídeo R?, hallar la ecuación reducida a sus ejes ortonormales 
y las direcciones principales de la cónica de ecuación 


*4+2xy-3*=1. 
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1 
1 —3f 
La ecuación característica det (M — A1,) = 0 se escribe 1? + 24—4=0, y las 
raíces son — 1 +5. 
La ecuación reducida buscada es entonces: 


(15-DX-(43+1DY?=1. 


La cónica es una hipérbola, cuyas asíntotas tienen por pendiente 


La matriz de la forma cuadrática del primer miembro es M = 


respecto de los ejes principales. Estos últimos tienen por dirección las direcciones 
propias de M, a saber los vectores: . 


á 1 1 
A Ala 
Según (7), el semieje de la hipérbola tiene longitud L = 1W3=1 de 
Ejemplo 2 
Las mismas cuestiones, en el espacio euclídeo R*, para la cuádrica de ecuación 
5i4+y42-2xy+2x2-6y2=1. 
La matriz de la forma del primer miembro es 


5-1 1 
M=|-1 1-3 
1 =3 


de ecuación característica (2 — 6) (2? — 1 — 6) =0, y va- 
* lores propios A, =6, 1¿=3, 4¿=—2. 


Ecuación reducida: 6 X?-+ 3 Y? —2Z*=1. Se trata de un hiperboloide de 
una hoja, cuyos ejes principales tienen las direcciones de los vectores propios de M, 
por ejemplo, los vectores: 


LELONG 1-31 
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A continuación representamos las secciones del hiperboloide por "los planos 
principales YOY e YOZ. 


; 2d > l 
Según (7), las longitudes de los semiejes son respectivamente 73 El 


> 


$ XUL8 TEORÍA ESPECTRAL (FORMAS CUADRÁTICAS 
SOBRE UN CUERPO CUALQUIERA) 


Es posible enunciar el teorema espectral XIII.7.1 en la forma siguiente: 

Dado, en el R-espacio vectorial E de dimensión finita n, una forma cuadrática Qy 
definida positiva, y una forma cuadrática O, cualquiera, existe entonces una base de 
E ortonormal para Q, y ortogonal para Q,. 

En efecto, dotemos a E de la estructura euclídea definida por Q,. Sea (e;) una 
base ortonormal cualquiera fija de E, y sea y, el operador simétrico asociado a Q, 
en el espacio euclídeo (E, QO,). Según XIIL7.1, existe una base ortonormal (e,) de E 


Formas hermíticas. Teoría espectral. Isometrías 483 


en la que la matriz de q, es diagonal. Esta base (e,) es entonces a la vez ortonormal 
para O, y ortogonal para Q,; de ahí nuestra afirmación. 

De esta manera hemos sido conducidos a un problema general, ligeramente 
diferente de los problemas tratados en los $$ 6 y 7, que es el de la reducción simul- 
tánea de dos formas cuadráticas. 

En lo sucesivo, K designará un cuerpo conmutativo de característica 4 2, E 
un K-espacio vectorial de dimensión n, y O,, O, dos formas cuadráticas definidas 
en E. Supondremos que O, es no degenerada, y daremos condiciones necesarias y 
suficientes para que exista una base de E, ortogonal simultáneamente para OQ, y 
para Q». 


DEFINICIÓN XIIL8.1 


Sean O, y O, dos formas cuadráticas, de formas polares B, y Ba, definidas 
en el espacio vectorial E de dimensión n > 1, con OQ, no degenerada. 
Para ¡=1,2, sea J,: E>E* la aplicación lineal tal que: (Vx € E), 
J(x) = Bix, .). Se llama operador asociado al par (0,, 0,) al endo- 
morfismo q € L(xE) defínido por 
p=J,*0J,. 
El polinomio característico de p se llama polinomio de los invariantes (o por 
abuso de lenguaje, ecuación de los invariantes) del par (Q,, O»). A sus coeficientes 
se les llama invariantes simultáneos del par (O,, 0»). 


Es inmediato que, si 4 es una base cualquiera de £, y si M,(i = 1, 2) designa 
la matriz de Q, en esta base, entonces la matriz de y en 2 es 


M3*'xM,. 
El teorema que resuelve nuestro problema es el siguiente: 


TEOREMA XIII.8.1 


Con las notaciones de la definición XUL8.1, para que exista una base 
2 =(e1<i<n de E, ortogonal a la vez respecto de O, y de Q,, es necesario 
y suficiente que p sea diagonalizable. 


Demostración 


a) Supongamos que existe 2. Veamos entonces que, para todo ¡(1 <i<m), e, 
es un vector propio de q, lo que demostrará que y es diagonalizable. Hagamos: 
E, = p(e) (=Jz o J,(e;)). Para todo j (1 <j<m), se tiene: 


Bt, e) =< Jo), e, > =<J,(e), e,> = Blc, e). 
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Si ¡ + í, se deduce: Ba(e,, e,) =0. Luego, relativamente a B,, e, es ortogonal 
a todos los e,(J 4 ¿), y puesto que OQ, es no degenerada, esto implica que e, es co- 
lineal a e,, que es lo que queríamos establecer. 

b) Recíprocamente, supongamos que y es diagonalizable. Sean 2,, ..., A, Sus 
distintos valores propios, y E,, Es, ..., E, los subespacios correspondientes. En £,, 
sea 4, una base ortogonal para la restricción de OQ, a E, (cf. XIL3.1), y sea 2 
la base de E obtenida «yuxtaponiendo» los %,. Vamos a calcular los B,(e;, e) 
y los Bafe;, ey) para 1 <¡<nm,  1<k<n, ¡Ak (en donde 2 =(£,, €, .. ., €n)). 


Primer caso: e, y e, pertenecen a un mismo £,. 
Entonces 


Be, e) =0, 
pues: 


B(e, e) = < Je), e >= <Jlote)), >= 
= (4, JLe), e >= 4 BAe, e) =0. 


Segundo caso: se tiene: e, € E,, y €4 € E;,, Con i, A ly. 


Entonces,B,(e,, e) = <J,(e, e, > = <JLote)), ex > = <An Jle), es >= 
= di, Bee, ep) - 
Análogamente, 
Bi(e,, ex) = Bilez, ej) = 4, Bler, ej) = Ai, Bale, en) - 

De lo que se deduce: (4;, — 4,,) Balej, ex) = 0, y Bale, ex) =0. 

Luego Bi(e,, e) = 2;, Bale, ex) =0. Por lo tanto se ha demostrado que 4 es 
a la vez Q,-ortogonal y Q,-ortogonal. 

El teorema XIII.8,1 admite un complemento importante: 


XIIL8.2. Con las notaciones e hipótesis de la definición X11.8.1, supongamos que y es diago- 
nalizable y que Q, es no degenerada. Sean 2, ..., Ay los valores propios distintos de p, y 
Er, ..., Ep los subespacios propios correspondientes. Entonces el grupo O(Qy) MO(Q)) es 
el conjunto G de los u€ O(Q+) que dejan estable cada uno de los E¡. Este grupo es canóni- 
camente isomorfo a 


0(Q,) x OQ) x * x OQ), 


en donde O¡(Q,) designa el grupo ortogonal de la restricción de Q, a Es. 


Demostración. 


a) G es evidentemente un subgrupo de O(Q,). Demostremos primeramente que: 


G<0(Q,)- 
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2 
Si ue G, calculemos B,(w(x), u(x)) para xe E. Si hacemos x = > x, con xi € E; para todo i, se 


obtiene: 
By(u(x), u(x)) = (JS (ux)), u(x) > = <Jlo(ux))), u(x) > 
2 CS lux), U(x) > = Y 4 Ball), u(x)) = 


= 4 BAx x) = Edo od xj) = Br(x,x), 


ij 


lo que demuestra que efectivamente ue O(Qy). 
b) Recíprocamente, sea u € O(Q,) NO(0;). Demostremos que: u < G. Para ello, establezcamos 
en primer lugar que pou=uo0 q. Para xe E y todo y€ E, se tiene: 
Bao o u(x), (y) = <J, ou(x), (y) > = By(U(x), (y) = By(x, y) = < 4, (0), y > 
(puesto que ue O(Q;)), luego: 
Blu o p(x), (y) = Bl(x), y) = <J (0, y), (puesto que we O(Q,)). 
Del hecho de no ser Q, degenerada, la relación 
(Vx€ E), (Vy€E) — Bfopou(x), uy) = Bau o p(x), u( y) 


implica: p ou =uoqp. : 
Una vez establecido esto, si € E;, se tiene: p o u(x) = u o p(x) = 2u(x), luego 


u(x) e Ker (p — 4, 1d) = E. 


Esto muestra que E; es u-estable para todo í, de donde: we G. Hemos demostrado de esta manera 
que G = 0(Q) NO(Q,). 


c) Finalmente, para todo u € G, sea u; el elemento de 0;(0,) inducido por la restricción de u a E;. 
Es inmediato que la aplicación 4H>+(4, Ma, ..., Up) es un isomorfismo de G en el grupo producto 
OQ) x OLQ) X ... x OQ). c.q.d. 


Notas 


1) Si el cuerpo de base K es algebraicamente cerrado, toda base ortogonal 
para una forma cuadrática no degenerada se puede transformar, por multiplicación 
de sus elementos por escalares convenientes, en una base ortonormal, Se obtiene 
entonces, en este caso, un teorema ligeramente más fino que XIIL8.1: 


TEOREMA XIIT.8.3 


Sea p el operador asociado a un par de formas cuadráticas (O,, Q,) (en 
donde O, es no degenerada) en el espacio E de dimensión finita n; el cuerpo 
base se supone algebraicamente cerrado. Para que exista una base (e,) de 
E ortonormal para Q, y ortogonal para Q,. es necesario y suficiente que p 
sea diagonalizable. 
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En tal base se tiene, entonces: 
n 
0 e) = Y xi, 
i=1 


es decir, M, = 1, . La matriz diagonal M, es también la matriz de y en (e,), y se tiene 


Exe) = Ex. 
i=1 


Los 2, designan los invariantes del par (O,, O»), que son también los elementos 
diagonales de M,. 

2) Es posible establecer una teoría análoga con formas hermíticas. 

3) Apliquemos XIIL.8.2 a la situación de XII1.7.1. En el cuerpo R, sabemos 
que dos formas cuadráticas con n variables son simultáneamente diagonalizables 
cuando una de ellas es definida positiva. En forma matricial, XII1.8.2 nos da en- 
tonces el siguiente resultado: 

Si M es una matriz simétrica definida positiva, y si N es una matriz simétrica, 
la matriz MN es diagonalizable. 

Este resultado es, por otra parte, equivalente a XIII.7.1. 

Hay un enunciado análogo para las matrices hermíticas. 

4) La ecuación de los invariantes de (O,, Q,) depende únicamente del par 
(0,, Qs), y cada uno de sus coeficientes expresa, pues, una propiedad intrínseca de 
este par. En particular, la traza de Mz! M, es un invariante del par (Q,, Q,) cuya 
interpretación presenta un gran interés (cf. ejercicios). 


Interpretación geométrica cuando K = C 


Si Q es una forma cuadrática definida en C”*!, la ecuación O(x) =0 define una 
cuádrica .F del espacio proyectivo F,(C) (*). Dos subespacios vectoriales de C"+, 
V, W de dimensiones p + 1, q + 1, se proyectan sobre P,(C) según dos variedades 
proyectivas de dimensiones p, q, a saber: 1, w. Decir que Y y W son ortogonales 
respecto de O, significa que las variedades p y w son conjugadas respecto de la 
cuádrica 4. 

Sean Q, y Q, dos formas cuadráticas definidas en C”*! que definan dos cuádri- 
cas SF, y SF, de P,(C). Decir que O, es no degenerada significa que F, es propia, 
es decir, sin puntos singulares (cf. tomos 2 y 3). 

El conjunto de las cuádricas de ecuación Q, — 20, =0 (2€C), aumentado 
con la cuádrica O, =0, forma el haz lineal de cuádricas de base (Q,, Q»). 

Establecido esto, una base (€, ...., €,+1) de C”+! ortogonal a la vez para Q, y Q», 
nos da en 2,(C) los n + 1 puntos (a,, ..., 4,+1) proyectivamente libres, tales que, 
para todo ¡, el hiperplano polar de a, respecto de Y, es el engendrado por los 


(1) Suponemos conocidas las nociones elementales de geometría proyectiva, cf. tomo 3. 
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(A)jz- A tal sistema se le llama autopolar respecto a F?. Si F, es propio, el sis- 
tema es también autopolar respecto a F,. En resumen, la formulación geométrica 
del problema de la reducción simultánea de Q, y O, es la siguiente: 

Dadas dos cuádricas propias F, y SF, en el espacio proyectivo P,(C), buscar los 
sistemas de n + 1 puntos de 2,(C), autopolares a la vez respecto a Y, y a Fa. 

Nota. Un sistema autopolar respecto a Y, y a F, es también autopolar res- 
pecto a toda cuádrica del haz de base 4,,Pp. 

Falta interpretar los invariantes del par (O,, 0»). Estos invariantes son las 
raíces de la ecuación det (M, — 4M)) = 0. Esta ecuación determina las cuádricas 
0,—120,=0 que son no propias, y los puntos singulares de estas cuádricas son 
los puntos de las «rectas propias» del operador. Por una simple transcripción 
del lenguaje, el teorema XIII.8.2 se puede enunciar de la siguiente manera: 


TEOREMA XIIL.8.4 


Sean $, Sy dos cuádricas propias del espacio proyectivo P,(C), de 
ecuaciones O¡(x) =0, Ox) =0 en C"*, 

Para que existan sistemas de n + 1 puntos de P,(C), autopolares respecto 
a $, y a 9, a la vez, es necesario y suficiente que el operador q asociado 
al par (0, Os) sea diagonalizable. 


Caso particular. Si y tiene todos sus valores propios distintos, los subespacios 
propios de y son de dimensión 1. Las cuádricas degeneradas del haz (7,, 9) 
tienen un único punto singular: son conos (no descompuestos si n > 3). Los vér- 
tices de estos conos forman el único sistema autopolar respecto a F, y a o, a la 
vez (salvo para una permutación). 

Ejemplo: n=2. 

1) %, y F, son cónicas. Si en el haz 4 de base Y, y F, hay exactamente 
tres cónicas degeneradas, los tres puntos dobles de ellas constituyen el único tri- 
ángulo conjugado respecto de 4, y de Y,, a la vez. 


(Cónicas que pasan y 
por A, B, C, D) 
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2) Si en 4 hay dos cónicas degeneradas, el operador y es diagonalizable si, 
y sólo si, F es un haz de cónicas bitangentes. Existe una infinidad de triángulos 
autopolares comunes a 4, y a F,, tales como /JK (cf. fig.). Basta con tomar J y K 
sobre la «recta doble» de .F, conjugados respecto de U y V. 


(Cónicas bitangentes E 
en U y Y) 


Cuando q no es diagonalizable, .F es del tipo siguiente (cf. fig.). No existe ningún 
triángulo conjugado común a Y, y a %,. 


(Cónicas tangentes en O 0) 
que pasan por A y B) 
FS, 
A 


3) Si F posee sólo una cónica degenerada (siendo Y, y P, distintos) p no 
es diagonalizable; en los dos últimos tipos de haces de cónicas no se dispone de 
triángulo conjugado común: 


Aa 1 


(Cónicas osculadoras en (2 que pasan por A) 


a) 


(Cónicas osculadoras sobre (2) 
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$ XUL9 ISOMETRÍAS DE E, K 
(ESPACIO EUCLÍDEO DE DIMENSIÓN n) 


e En lo sucesivo consideraremos únicamente (salvo mención expresa de lo con- 
trario) espacios euclídeos de dimensión n, por lo tanto isomorfos a E,, (ver Cap. XII, 
$ 5). Los supondremos dotados de la estructura afín asociada canónicamente al 
espacio vectorial subyacente (Cap. VII, $6) y se le denominará espacios afines 
euclídeos. 


DEFINICIÓN XIII9.1 


Una isometría del espacio afín euclídeo E, es una aplicación y : E, <En, 
que conserva las distancias, es decir, tal que, para todo x€ E, y todo y € E, 
se cumple: 


(1) Ix=yl|=]|90)- 0) |. 
Propiedades inmediatas 


— Una isometría es inyectiva, pues p(x) = p(») implica | p(x) — p(») | =0, 
de donde | x — y| =0 según (1), es decir x = y (1). 


— La aplicación idéntica es una isometría. 
— La compuesta de un número cualquiera de isometrías es una isometría (?). 


Ejemplos de isometrías 


Las aplicaciones lineales ortogonales de E, las traslaciones de E,. La simetría 
respecto de un hiperplano de £,,. 

El conjunto de los endomorfismos ortogonales de E,,, y el conjunto de las tras- 
laciones de E,, engendran un subgrupo 9(£,) del grupo de las biyecciones de E,,. 
Vamos a demostrar primeramente que toda isometría de E, es un elemento de 9 
(E); y después estudiaremos más detalladamente este grupo 9 (E). 

Observemos que es posible conocer de forma sencilla todas las isometrías de E,, 
si se conocen las que dejan fijo el origen. En efecto si, p : E, —> E, es una isome- 
tría, las traslaciones 7 : pH p(0) + y y 7? : y >— (0) + y son isometrías; por 
lo tanto, la aplicación y =T"! o y es una isometría, y se tiene: p(0) =0, y =T 0 p. 
La descomposición de y en esta forma es además única. 

De esta manera hemos sido conducidos a estudiar las isometrías que dejan 
fijo el origen. 


() Se observará que no es evidente, a priori, que una isometría sea epiyectiva (es decir, biyectiva) 
y además es falso en un espacio prehilbertiano real y de dimensión infinita. 
() Las isometrías de un espacio afín euclídeo se estudiarán detalladamente en el tomo 3. 
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TEOREMA XIII.9.1 


Sea p una isometría del espacio euclídeo afín E, tal que p(0) =0. En- 
tonces y es una aplicación lineal. Con otras palabras, y es un endomorfismo 
ortogonal de E,,; en particular, es una aplicación biyectiva. 


Demostración. Vamos a demostrar un resultado más general que XIII.9.1 
(pues la demostración no es excesivamente más difícil), a saber: 

«Sea O una forma cuadrática no degenerada definida en un espacio vectorial E 
de dimensión finita, y sea p : E > E una aplicación tal que p(0) =0 y QO(x — y) = 
= Olp(x) — p(»)] para todo xe€ E y todo y € E («isometría» respecto de Q). En- 
tonces y es una biyección lineal de E». 

A este fin, designemos por B(x, y) la forma polar de O. 

a) En primer lugar demostraremos que y conserva el producto escalar, es 
decir, que para todo x€ E y todo ye E, se tiene: 


Q) Blo(x), o(y)) = Blx, y) - 


Para ello utilizaremos la igualdad: O(x — y) = Q(p(x) — p(»)), que, desarrollada, 
se escribe: 


(3) Q(x) + Q(y) — 2 B(x, y) = Qlo(x)) + Olp(y) — 2 Blo(x), p(y)) - 
Puesto que p(0) = 0, se tiene además: 
(4) Q(x) = Qlv(x). 0) = Aloy) - 
Por lo tanto de (3) deducimos (2). 
b) Sea (€,, ..., €,) una base ortogonal de E. Si hacemos a, = Q(e;), obten- 


dremos al a, 4 0 para 1 <i< mn, puesto que Q es no degenerada. Tenemos 
(5) Blote¡), p(e) = Ble, e) (1<ij<nm). 


Resulta de esto que los vectores p(e,) (¡== 1, 2, ..., n) son ortogonales dos a dos; 
y para demostrar que (p(e,)) es una base ortogonal, es suficiente probar que el 
sistema (p(e,)),<¡<» es un sistema libre. Supongamos entonces que existe una rela- 


ción > Ayp(ej) = 0, que para 1 < ¿<m, implica 
j=1 
al Da, ote), ote] =0= Y 4,Blo(e), oteJ]= Y 2, Ble,eJ=a,2, 
> j=1 Coj=1 


de donde 2, =0 puesto que a, * 0. 
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c) Veamos, finalmente, que y es lineal. Para todo x€ E, se tiene: 


x= Y x¡eé;, con 
i=1 


z B(x, e). 


Asimismo, como (p(e;)) es una base ortogonal y O(p(e;)) = a,, se tiene: 


p(x) = E Yet), con y, == Bl(p(x), ple,)) . 


En virtud de (5) vemos que y, = x;, lo cual demuestra la linealidad de y. Además, 
puesto que y transforma (e) en una base, p es biyectiva. c.q.d. 

Se observará que el razonamiento anterior es válido para un cuerpo base con- 
mutativo, de característica + 2, cualquiera. 

La generalización de XIII.9.1 así obtenida es interesante, incluso desde el punto 
de vista de la Física. Por ejemplo, en el espacio vectorial R*, consideramos la forma 
cuadrática x? + y? + 22 — 1?%; toda «isometria» relativa a esta forma es necesaria- 
mente una aplicación lineal. Por lo tanto, las transformaciones físicas que con- 
servan la «función relativista» 


E O 


son biyecciones lineales, es decir, transformaciones de Lorentz. La linealidad de 
las fórmulas de transformación de coordenadas, cuando se pasa de un sistema 
de Galileo a otro, no es un axioma, sino que es unaconsecuencia del hecho de que 
estas fórmulas tengan que conservar la distancia relativista de dos puntos cuales- 
quiera. 


DEFINICIÓN XII[.9.2 


A las isometrías generales del espacio euclídeo E, se les llama isome- 
trías afines, O isometrías. A las isometrías de E, que dejan fijo 
el origen se les llama isometrías lineales, O isometrías vectoriales. 


En virtud de XIIT.9.1, las isometrías lineales de E, son los elementos del grupo 
ortogonal O(E,); y las isometrías afines de E, forman el subgrupo 9(E,) del 
grupo afín de E,,, engendrado por el grupo ortogonal de E, y el grupo de las tras- 
laciones de E,. 

A los elementos de SO(E,) (resp. O(E,.SO(E,,)) también se les llama ¡sometrías 
vectoriales directas (resp. isometrías vectoriales indirectas). 
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Para cerrar este $, señalemos que la teoría anterior se puede extender en parte 
al caso en que £ no es de dimensión finita. Con más precisión, sea E un espacio 
prehilbertiano real, y designemos siempre por x.y el producto escalar. Vamos a 
demostrar el siguiente resultado: toda isometría p: E > E tal que p(0) = 0, es una 
aplicación lineal. 

De la misma manera que en el apartado a) de la demostración de XTII.9.1 
comprobamos que y conserva el producto escalar. Para demostrar la linealidad 
de q, sean x,, xz dos elementos de E, 2,, 2, dos reales, y consideremos el vector 


Z= old x1 + 2232) — 2 p(x1) — da p(x0) 


Para todo x € E, se tiene: 
Z-p(x) = PA, Xy + 42 x2)-0(x) — 21 p(x1).p(x) — A p(x2)-p(x) 


= (2, x1 + 42 X2).x — (A, x1).x — (42 x7).x =0. 


Por lo tanto, Z es ortogonal a p(£), lo que implica que es ortogonal a Vect (y(E)). 
En particular Z.Z =|Z|*=0, de donde Z=0 (puesto que Ze Vect p(E)), lo 
que establece nuestro resultado. c.q.d. 


$ XIIL.10 /SOMETRIAS VECTORIALES 


En el espacio euclídeo E,, llamaremos ¡sometría involutiva a toda isometría 
vectorial y, tal que y? =e (en donde e designa la aplicación idéntica de E,). Es 
fácil conocer la naturaleza de estos automorfismos, cuyos únicos valores propios 
posibles son — 1, + 1. Llamaremos £;, E; a los subespacios propios asociados, y 
escribimos 


x AS +x7), en donde x*=x +0) y Y =x- 00), 


36 
Vemos que E,, es la suma directa de E,; y Es, puesto que x* e Ej y x"€ Es. Por 
otra parte, para todo xe E; y todo y e Ej, se tiene: 

x.y = p(x).p(y) = (A) A y) == X.Y, 
de donde, x.y = 0, por lo que E; y E, son suplementarios ortogonales. Con otras 
palabras: 
TEOREMA XIH.10.1 


Toda ¡isometría involutiva y de un espacio euclídeo E es una simetría res- 
pecto del subespacio E* de sus puntos dobles (*). 


(1) Este teorema permanece válido si £ es prehilbertiano real de dimensión infinita (demostración 
idéntica). 
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Consideremos una base ortonormal (e,, ..., €,) de E, tal que (€,, ..., e,) sea 
una base ortonormal de E*, y (€p+,, ..., €,) una base ortonormal de £”. En esta 
base, la matriz de py es: 


Se observa entonces que q es ortogonal directa si n— p es par, ortogonal indirecta 
si n — p es impar. 

Cuando p =n— 1, o es una simetría respecto de un hiperplano o, más brevemente, 
una simetría. Una simetría es siempre ortogonal indirecta. Cuando p =n —2 
(n > 2) a y se le llama giro y entonces es ortogonal directa. 

En lo sucesivo, vamos a ver que el conjunto de las simetrías engendra el grupo 
O(n) de las isometrías vectoriales (para n > 1), y que, para n > 3, el conjunto de 
los giros engendra el grupo SO(n) de las isometrías vectoriales directas. 

Para ello establecemos el siguiente teorema de base: 


TEOREMA XIIT.10.2 


Sea q una isometría lineal de un espacio euclídeo E de dimensión n. 

Existen subespacios E,, ..., Eq, Fi, ..., F, de E, ortogonales dos a dos, 

cuya suma es directa e igual a E y que verifican las siguientes condiciones: 

— dim E, =2, dimF,=1 (1 <i<q, 1 <j<r); 

— la restricción y; de p a todo E, es una rotación plana; 

— larestricción p; de p a todo F, es una isometría (es decir, la identidad, 
o una simetría central). 


En una base ortonormal de E adaptada a la descomposición de E en la suma 
directa de los £, y de los F,,se introducirá la siguiente notación: 


cos 0,  —sen0 =68=>==6, =-l, 
sen0,  cosO Enri =>" =8=+l. 


Entonces la matriz M de y tiene la forma: 
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(1) 


Demostración del teorema X111.10.2. Sea (e,, ...,€,) una base ortonormal 
de E. Con la ayuda de los (e,), E se identifica con R”. Consideramos R” como un 
R-subespacio vectorial de C”(*) y dotamos a C” de su estructura hermítica canónica. 
La restricción a R” x R” del producto escalar (x| y) es el producto escalar euclídeo 
de E. Excepcionalmente, lo designaremos por (x| y). 

La matriz M de y en (€,, ..., €,) es ortogonal real. La hacemos actuar sobre 
C”, y define allí un operador unitario Y. Los valores propios no reales de DP son 
conjugados dos a dos, los valores propios reales son iguales a -- 1. Puesto que 
todos estos valores propios tienen módulo 1 (cf. T. XII1.6.4), podemos colocarlos 
en el orden que sigue: 


p e A e A AN 
4="=e=-1, 
ra =""=8=<+1l. 


Según el teorema XIII.6.3, existe una base ortonormal de vectores propios de 9. 
Los subespacios propios correspondientes a dos valores propios conjugados no 
reales son ortogonales; es posible, por lo tanto, elegir vectores propios conjugados 
dos a dos, que constituyan una base de estos subespacios. Finalmente, los vectores 
propios correspondientes a los s, se pueden tomar reales. De esta manera se ob- 
tiene una base ortonormal de C”: 


Loto fotonoctolis aro Gro" 9 
en donde f;, f, y 8, son vectores propios relativos, respectivamente, a el%%, e-i0%; £,, 
siendo el vector f, conjugado de f;, y g, real (k < q, 1> 2g). 
Definamos por medio de: 


1 > 5 i > 
6) Mad da = Udo A<k<g; 


(1) Esta inyección de R” en C” se precisó ya en el transcurso de la demostración de XIII.7.1. 
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Entonces (81, ..., 82 Lay+1> ---> £n) es una base ortogonal y real de C”. 
Además, para 1 < k <q se tiene (f.|f,) =0, de donde: 


Maa P=zlhrAP= 1, lg P=3 lA HP =1 


Luego (2, ..., g,) es una base ortonormal real de C”, es decir, una base orto- 
normal de E. La matriz de D en esta base se deduce de (3) y de las fórmulas inversas: 


(dar — 020) Jo = a + ig) - 
Se escribe exactamente en la forma (1) que habíamos enunciado de antemano. 
Pero (8;, ..., gn) es una base de R”, por lo tanto, la matriz de D en esta base 
es precisamente la matriz de y en esta base; de donde resulta nuestro teorema, si 
tomamos: 
el plano engendrado por (gar-,, 8) como E, 1<k<qg, 
y la recta engendrada por 2o,+ como F, 1<1<r=n—2q4. 
Notas 


1) Sin es impar y q es directa, 1 es valor propio de q. Volvamos en efecto 
a la matriz M definida por (1). Se tiene: 


det (M) = (— 1): =1, 


luego r, es par; puesto que n posee la paridad de r, r —r, es impar, por lo tanto, 
r —r, % 0, de donde resulta nuestra afirmación. 

2) Cuando n =2, la demostración anterior prueba que, en la base (8,, 22), 
la matriz de y tiene una de las formas siguientes 


cosO —senó0 Er 0 
M= Ñ M= |? pu =+l€ = . 
pre cos al id [: 2] yo ata EN 


Con otras palabras, y es entonces una rotación (de ángulo eventualmente igual 
a 7) o una simetría. Se hallan de nuevo los resultados de la discusión del capí- 
tulo XIL $7. 


Generadores de SO(2) 


En virtud de la anterior nota 2), se tiene en primer lugar el resultado siguiente: 


XII1.10.3 — Toda isometría vectorial indirecta del plano euclídeo es una si- 
metría. 
— Toda isometría vectorial directa del plano euclídeo es una rotación. 
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COROLARIO 
Toda isometría vectorial directa del plano euclídeo es, de una infinidad 


de maneras, el producto de dos simetrías. Uno de los ejes puede ser ele- 
gido de forma arbitraria. 


Demostración. Con la ayuda de una base ortonormal del plano euclídeo, 
identificamos el plano euclídeo con el plano «complejo» de Cauchy (cf. tomo de 
Análisis); el número complejo z =x-+iy corresponde al punto de coordena- 
das (x, y). 

La rotación y de ángulo 0 alrededor del origen se halla representada por la 
transformación z + Z(z) = e' z; mientras que la simetría s, cuyo eje tiene a a 
como ángulo polar, está representada por z ->s(z) = e%s 7. 

Sean 0 y a dos reales cualesquiera. Podemos escribir: 


2i(a+0/2) 7, 


z=e 7, con 2 =e* 


ul 


Estas fórmulas prueban que la rotación de ángulo 0 se escribe: 


p=t0s, 
en donde s es la simetría respecto del eje de ángulo polar a, y en donde ? es la si- 
metría respecto del eje de ángulo polar a + 0/2. c.q.d. 


Estudio de O(3) y SO(3) 


Según XIII.10.2, una isometría lineal y de Ez admite por matriz, en una base 
ortonormal conveniente Ú Í D, una de las matrices siguientes: 


cosg — send 0 
si y es indirecta (p e O(3).S0(3) M= [send cos O 0 


0 0 =1 
cos9 —seng 0 
si p es directa (y e SO(3)) M = | send cosg 0 
0 0 1 


En el segundo caso, la recta A engendrada por Fes fija en cada punto, y la 


restricción q” de p al plano 7) es una rotación plana. En virtud del corolario 
de XIII.10.3, p' se puede descomponer en el producto de dos simetrías s', 1” res- 


pecto a rectas S, T del plano Ed. de una infinidad de formas diferentes. Desig- 
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nemos por s y £ las simetrías respecto de los planos (S, 4) y (T, 4), y vemos que 
p=so0t. Luego y se puede descomponer (de una infinidad de maneras) en el pro- 
ducto de dos simetrías planas. Pero se tiene también: p =5, 0 f,, si designamos 
por s, y t, los giros respecto de S y T. Luego y se puede descomponer también (de 
una infinidad de maneras) en el producto de dos giros. 

En el primer caso (p e O(3)SO(3)), el plano 0) es globalmente invariante 
por q, y la restricción de p a este plano es una rotación plana. Conservemos las 
notaciones anteriores, e introduzcamos la simetría u respecto del plano (i, j). Vemos 
que p=s0fou=u0s0t. Luego en este caso, p es el producto de tres sime- 
trías planas. 


Rotaciones de R* 


Siempre en virtud de XIII.10.2, una isometría lineal directa y de R* admite 
como matriz, en una base ortonormal conveniente, 


cos O, —sen 0, 0 0 

M= sen 0, cos 0, 0 0 
0 0 cos 0, — sen 0, 
0 0 sen 0, cos 0, 


q es, pues, el producto conmutativo de dos rotaciones de ángulos 0, y 0,, que actúan 
sobre planos de R*, ortogonales y suplementarios. 


Generadores de O(n) y SO(m) 
TEOREMA XII[.10.4 


Sea E un espacio euclídeo de dimensión n. Toda isometría vectorial p de E 
es producto de simetrías en número < n. Si n es impar, toda isomerría 
directa de E es producto de simetría en número <n —1. 


Demostración (!). Tomemos de nuevo las notaciones de XII1.10.2: p¿ designa 
la restricción de p a E, (1 <k <q) y y” la de pa F, (1 </< r). Además, para 
todo k (1 < k < q) designamos por E; al espacio de dimensión 1 — 2, suma de 
los subespacios E,, (m % k) y de los F;, y Ej es el ortogonal de E,. Análogamente, 
para 1 </<r, el espacio F/- de dimensión n — 1 es la suma de los subespacios 
F, (p 41) y de los E,, y F; es el ortogonal de F;. 


() En vista de XIIT.10.5 utilizamos aquí un método constructivo. Pero es posible dar una demos- 
tración más rápida de este teorema, análoga a la de XIIL.11.1. 


LELONG 1-32 
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Designamos por f, al automorfismo de E cuya restricción a E, es q;, y cuya 
restricción a E; es la identidad. Finalmente, designamos por y; al automorfismo 
de E cuya restricción a F, es p!, y cuya restricción a F¡- es la identidad. p es el 
producto conmutativo de las isometrías Pi, ....P43 Pi» ---> Pr 

p; es la identidad si eg, = 1, una simetría si e, =—l. 

Según el corolario de XII1.10.3, p; es el producto de dos simetrías de E, o sea 


(4) Ph = 59th. 


Designemos por S, y T, a los ejes de las simetrías s, y 1,, por H;, L, a los hiperplanos 
Si + Ej, T; + Ef que contienen a E; y que pasan respectivamente por S, y Ty, 
y por 5,, 7, las simetrías de hiperplanos H,, L;. La relación (4) implica evidentemente 
65) 7 = oí. 

De todo ello se deduce el teorema, puesto que y es el producto de los fp, y de los 
7. Si n es cualquiera, el número de las simetrías inducidas es < n, y si n es impar 
y si q es directa, una por lo menos de las isometrías py es la identidad (cf. nota (1) 


que sigue a XII1.10.2), por lo tanto, el número de las isometrías introducidas es 
<n-— 1. c.q.d. 


TEOREMA XIII.10.5 


Demostración. Conservemos las notaciones de los teoremas XIII.10.2 y 
XI11.10.4. 

a) Supongamos primeramente que 1 es un valor propio de y, entonces e, = 1. 
(Esto se realiza ciertamente si n es impar.) Designemos por z, a la simetría respecto 
del hiperplano F*. La relación (5) se puede escribir: 


Sea p una isometría vectorial directa de un espacio euclídeo de dimen- 
sión n > 3; entonces p es producto de giros en número <n —1. 


0 = (5,0 1,).(4, o 7), 


y 304, 4, o T, son giros. 

Por otra parte, puesto que y es directa, el número de los e, (1 <1<r—1) 
iguales a —l, a saber r,, es par. Cuando e, =—1, hacemos $; =P 084,; 
cuando e, = + 1, hacemos p;” = p; — identidad. (Por conmutación de los tér- 
minos) podemos escribir: 

oro, = Boo oo e. 

Puesto que r, es par, 17 es la identidad. Finalmente y es el producto de los 
giros 3, 0 4,, 4,0 L. 1 <k<qgy 0 (e, =— 1). Su número es. <n— 1. Si n es 
par, se ve incluso que su número es < n — 2, puesto que en este caso r, <r—2. 
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b) Si 1 no es valor propio de y, necesariamente n es par. Sea x un elemento 
A 0 de E, entonces se tiene x % p(x). Dado que n > 3, existe un hiperplano H 
que contiene a x y a p(x). Sea 4 el ortogonal en H del vector x — p(x). 4 es un 
subespacio de dimensión n — 2 de E. El giro 4, cuyo subespacio de puntos do- 
bles es 4, cambia x y p(x). Luego, la isometría directa 0 =u,0 y deja fijo el 
vector x, y admite 1 como valor propio. En virtud de a), O es producto de giros 
en número < n — 2. Luego p = 1,0 0 es producto de giros en número < n — 1.]] 


$ XIL11 /SOMETRÍAS AFINES 
TEOREMA DE PROLONGACIÓN 
(espacio euclídeo E,,) 


En el $9 hemos visto ya que toda isometría afín de E, está compuesta de una 
traslación y de una isometría vectorial. Con la ayuda del teorema XII[.9.1, hemos 
deducido que toda isometría afín de un espacio euclídeo es una aplicación afín. (Este 
resultado lo habríamos podido obtener directamente, como consecuencia de un 
teorema mucho más general de geometria afín (cf. Bulletin de 1'A.P.M., octubre 
1970). 

El grupo 9(£,) de las isometrías afines del espacio euclídeo E, está engendrado 
por el grupo ortogonal O(£,,) y por el grupo de las traslaciones T(£,). 

Elegida una base ortonormal, las isometrías afines de E, son las transforma- 
ciones de la forma Y= MZ + 2, en donde M e O(n,R) (Z e Y designan las ma- 
trices columna de las componentes de x e y = p(x) en (e,) y 2 es una matriz co- 
lumna dada). 

A las transformaciones afines de la forma 


Y = MT +2 (MESO(n.R). 


se les llama desplazamientos o isometrías directas, y son las transformacio- 
nes afines de £, cuya parte lineal es una isometría vectorial directa. Constituyen 
un subgrupo de 9 (E,,), que designaremos por Z(E,). Este subgrupo se halla engen- 
drado por SO(£,) y 7(£,). y por lo tanto, es de índice 2 en 9 (£,) (puesto que SO(E,) 
es de índice 2 en O(£,)). 

Sea q una isometría afín. El conjunto F de los puntos fijos de y es evidente- 
mente una variedad afín de E, puesto que las relaciones «a € F, be F y ce perte- 
necen a la recta (ab)» implican: c ¿ F. Cuando F es un hiperplano afín, y es, o la 
identidad, o bien la simetría respecto a este hiperplano. De hecho, demostraremos 
la propiedad más general: 


TEOREMA XIII.11.1 


Toda isometría afín p del espacio euclídeo E, es producto de simetrías 
respecto de hiperplanos, en número <n-— 1. La paridad del número de 
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estas simetrías depende únicamente de q. Con mayor precisión, este nú- 
mero es par o impar según que p sea o no un desplazamiento. 


Demostración. Sea F la variedad afín formada por los puntos fijos de p, y 
sea p la dimensión de F (por convenio, si F= £%,p =— 1). Entonces razonaremos 
por recurrencia descendente sobre p, siendo trivial el resultado para p =M. 

Hipótesis de recurrencia: si p <n y dim(F) > p + 1, p es producto de sime- 
trías en número <n—p—1l. 

Suponemos entonces que dim (F) = p, y designamos por x a un punto de E, 
tal que x£ F. El hiperplano medio H de [x, p(x)] contiene a F, puesto que q es 
una isometría. La simetría s, respecto a H cambia x y q(x). La isometría 
Y = Sy o p admite como puntos fijos a x y a todos los puntos de F. Por hipótesis 
de recurrencia, y = Sy o p es producto de simetrías en número <n—p—l. 
Luego p = Sy o y es el producto de simetrías en número < n — p, y ello demues- 
tra la primera parte de nuestro teorema. 

Para establecer el final del teorema, es suficiente observar que una simetría 
respecto a un hiperplano afín está compuesta de una simetría vectorial y de una 
traslación, por lo tanto, es un elemento de 9(£,).2(£,). La conclusión proviene 
del hecho de que Z(E,) es de índice 2 en 9(E,). c.q.d. 


Teorema de prolongación 


Recordemos ante todo algunas propiedades de los sistemas de puntos de un 
espacio afín. 

— A los puntos ay, 4, . . ., 4, del espacio afín E, se les llama afínmente libres si, 
elegido uno de ellos como origen (por ejemplo, a), los vectores a, 4,=a, —ajlk A l) 
son linealmente independientes (lo cual no depende en absoluto de la elección de a;). 


Equivale a decir que la variedad afín engendrada por ay, ar, ..., 4, es de dimensión p. 
— Toda parte de un sistema afínmente libre es afínmente libre. Cuando p =N, 
(Ag, 41, -.., 4,) es una base afín de E, 


XII,11.2 Sea (a), a,, ..., a,) una base afín del espacio euclídeo E,. A todo 
punto x de E, le hacemos corresponder los n + 1 números reales | a, — x |, 


|a,—xl, ...,| a, —x| (en donde | a—x| designa la distancia euclídea 
de aa x). 
La aplicación x= (| ay — xl, ...,| a, — x|) de E, en R"* es inyectiva. 


(En otras palabras, un punto de E, está totalmente determinado si se co- 
nocen sus distancias a los puntos ay.) 


Este resultado precisa la noción de «coherencia» de un sistema material, que 
es la base de la teoría cinemática del sólido. 
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Demostración. Supongamos que existen x y x' distintos tales que: 


lay =x1=14) ==)... (a -x1=10,-x1. 
El hiperplano medio [x, x'] deberá contener entonces a ap, 4,, ..., 4,, lo cual 
es absurdo puesto que su dimensión es n — 1. c.q.d. 


Es inmediato que una isometría de E, transforma un sistema afínmente libre en 
un sistema afínmente libre, puesto que es una aplicación afín biyectiva. 

En lo que sigue, vamos a examinar en qué medida una isometría de E, se puede 
definir por medio de su restricción a una parte afínmente libre de E,. 


TEOREMA XIII.11.3 


Sean A = (Ay, a,, ..., ar) una parte afínmente libre del espacio euclídeo E,,, 
y p: A> E, una aplicación isométrica (e.d. que conserve las distancias) 
Entonces p admite una prolongación GH a E,, que es una isometría de E. 


Demostración. Razonaremos por recurrencia sobre p. Para p = 0, el teorema 
significa que el grupo 9(£,) es transitivo sobre E,,, lo cual es inmediato (por ejem- 
plo, dados dos puntos de £,,, eciste una traslación de £ que envía el uno al otro). 

Supongamos que el teorema es verdadero para el entero p, y sea A = (Ap, dy, . 

.-, 4,+,) una parte atínmente libre de E,, y y: A > E, una aplicación isométrica 
Designemos por y a la restricción de p a B= (ay, 4,, ..., 47). Por hipótesis de re- 
currencia, y se prolonga a una isometría Y de E,,. La aplicación isométrica 4="L0 p, 
de A en £,, deja fijos los elementos ay, 4, ..., 4. Hagamos b,+, = 0(0,+1). Si 
by+1 = Ap+1, 0 es la identidad de A, que se prolonga en la identidad de £ (pues y 
se prolonga a 7). Si b,+, 4 Ap+, el hiperplano medio H de [a,+1, b,+,] contiene 
a (Ap, 4;, ..., 4). Introducimos la simetría s,, respecto a H, y entonces PO Sy es 
una prolongación de p. c.q.d. 


COROLARIO 


Nota. Cuando se dispone de este resultado, se procede más rápidamente a la 
hora de prolongar la isometría: si x, (1 <¡ < n) representan las coordenadas de 
un punto cualquiera M respecto de una referencia (ap, a, ..., 4,) de origen ay, 
p(M) será el punto con las mismas coordenadas x, respecto de la referencia 


La imagen de una parte afínmente libre de E, por una aplicación isomé- 
trica es una parte afínmente libre. 


(p(a,). play). ..., p(a,)) 
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de-origen p(ap). Pero para saber que Y así definida es una isometría, es necesario 
disponer del resultado anterior. 


Extensión 
TEOREMA XII[.11.4 


(Prolongación de las isometrías.) 


Sean A una parte cualquiera del espacio euclídeo E,, y p:A <E, 
una aplicación isométrica. Entonces existe una isometría p de E, que pro- 
longa a q. Si la variedad afín engendrada por A es E,, p es única. En 
caso contrario, existe un desplazamiento de E,, que prolonga a q. 


Demostración. Sea V la variedad afín engendrada por A, y p = dim (V). Se- 
gún el corolario de XII1.11.3 la variedad afín W engendrada por p(4) es de dimen- 
sión > p. Pero como q es una isometría, es una biyección de A en p(4), por lo 
que admite una recíproca, que llamaremos y, que es una aplicación isométrica 
de p(A) en A. Aplicando nuevamente el corolario de XIII.11.3 se tiene dim (W) 
< p, luego dim (W) = p. 

Sea (dy, dj, ..., 4,) una base afín de Y. Según XIII.11,3, la restricción de p 
al conjunto (ap, 4, ..., a,) se prolonga a una isometría y de E,. Puesto que $ 
es afín, p(V)< W. Sea entonces x € A, se puede escribir: 


lay — x | = | play) — p(x) | = | pao) — p(x) | = | pao) — va) |, 
Mo a ZXi=1 oa) — 90 | = |7(a) — x)| =| ola) — 7) |. 
Puesto que dim (W) = p, la familia libre (p(ap), p(ay), ..., p(a,)) es una base afín 
de W. Además, p(x) € W y p(x) e W. Luego las relaciones (1), teniendo en cuenta 
XIII[.11.2, prueban que p(x) = p(x), y esto demuestra la primera parte de nuestro 
teorema. 

Si existen dos isometrías p, y p, que prolonguen a q, la isometría pz *o y, deja 
fijo a Y. Luego si p =n, p, o p, es la identidad, y 9, =P. Si p <n, existen iso- 
metrías distintas de la identidad que dejan invariante a V. En particular, existen 
simetrías s que dejan fijo a V. Si p no es un desplazamiento, la isometría so 
es un desplazamiento que, evidentemente, prolonga a q. c.q.d. 


1 


Aplicación a la cinemática del sólido 


De XIII.11.4 resulta que la posición de un sólido en Ez (resp. E,) está total- 
mente determinada por la posición de un sistema de puntos del sólido que en- 
gendre afínmente E, (resp. E,). Es decir, que contenga por lo menos cuatro puntos 
no coplanarios (resp. tres puntos no alineados). 

Esta cuestión se estudiará más detalladamente en el tomo 3: 


Capítulo XIV 


Polinomios de varias variables 
y aplicaciones geométricas 


En este capítulo vamos a dar un breve resumen de la difícil teoría de los poli- 
nomios con varias variables, fundamentada en la noción de anillo factorial. Este 
estudio nos permitirá definir de una manera precisa la ecuación de una hipersu- 
perficie algebraica, y, en particular, de una curva algebraica plana. Terminaremos 
con la noción de curva unicursal, pero no abordaremos el problema de la para- 
metrización de una curva algebraica. 


$ XIV.L ANILLOS FACTORIALES 


En lo que sigue, consideraremos únicamente dominios de integridad, es decir 
anillos conmutativos e íntegros. Si A es uno de estos anillos, y si a€ A, designa- 
remos por (a) al ideal principal engendrado por a. La relación (a) = (b) es una 
relación de equivalencia en A* cuyas clases están formadas por elementos asociados 
dos a dos. 

Recordemos que, en un dominio de integridad A, una familia de elementos 
(4;);c admite un med si (y sólo si) la familia de los ideales (a;) admite un supremo b 
en el conjunto 2 de los ideales principales de A, ordenado por inclusión. A todo ge- 
nerador de b se le llama entonces un med de los a, (cf. Cap. II, $ 5). 

Asimismo, la familia (a); admite un mem si (y sólo si) la familia de los ideales 
principales (a) admite un ínfimo m en 42. A todo generador de m se le llama en- 
tonces un mcm de los a,. 

Si d existe, todos los mcd de los (a;) están asociados. Asimismo, si m existe, 
todos los mcm de los (a,) están asociados 
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DEFINICIÓN XIV.1.1 


En un dominio de integridad A los elementos de la familia (a;)¡c, son 
primos entre sí (en conjunto) si su mcd existe y es igual a 1; son 
primos (*) si el ideal suma 2 (a;) es igual a A, es decir, si todo xe A es 


iel 
una combinación A-lineal de los a. 


Nota. Si (a;);¿ es una familia cualquiera que admite mcd, y si a designa el 
supremo de los ideales (a,) en 4, se tienen las relaciones de inclusión 


Y (a)cacaA. 
iel 


Para que los elementos (a,),., sean primos entre sí, es suficiente que sean primos. 


Pero el recíproco es falso, pues la inclusión > (a) < a puede ser estricta, como lo 
iel 


demuestra el siguiente ejemplo: 
A es el anillo K[X, Y] (K: cuerpo conmutativo). 
El mcd de X e Y es 1, luego X e Y son primos entre sí. Sin embargo, el ideal 


(4) + (Y) está formado por los polinomios sin término constante, y, por lo tanto, 
es distinto de A. 


DEFINICIÓN XIV. 1.2 
Un anillo factorial A es un dominio de integridad que verifica las siguien- 


tes condiciones: 
a) Cada elemento no invertible x de A admite una factorización del tipo 


(1) x=" I10. 


en donde u designa un elemento invertible de A, y Pi, Pa, .., p, elementos 
irreducibles de A, distintos entre sí, y ay, ..., a, enteros > 1. 
b) Si x admite otra factorización del mismo tipo: 


se tiene: p =n y v=u; y existe una permutación o € S, tal que, para 
j=1,2,...,n, se verifica a, = Bas» Y Py está asociado a qu. 


(1) En el texto original se utiliza la palabra «étrangers» para designar tales elementos. (N. del 7.). 
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l) Zes un anillo factorial; si K es un cuerpo conmutativo, K[X] es un anillo 
factorial (Cap. IV). 
2) En general, se puede demostrar que todo anillo principal es factorial. 


Divisibilidad en un anillo factorial 


En lo que sigue, designaremos por A un dominio de integridad fijo. En 4* = 
= AMO), la relación (x) = (y) (x € 4*, y € A*) es una relación de equivalencia, 
que se traduce por: x e y están asociados. Designemos por % el conjunto de las 
clases de equivalencia de los elementos irreducibles de A, y por A una parte de A 
que contenga un elemento y sólo uno de cada clase X e $. Con más precisión, 4 
es una parte de A tal que existe una biyección y : A—>%8 que verifica x e y(x) para 
todo xe 4 (). 

La introducción del conjunto A nos evitará el tener que precisar el orden de 
los factores en los productos de elementos irreducibles. 

Según la definición XIV.1.2, decir que A es factorial equivale a la propiedad 
siguiente: 

«Para todo xeA*, existe un elemento invertible único u(x)e A, y una 
familia única de enteros positivos (a,(x))pe»» nulos salvo un número finito, 
tales que 


(2) x= u(x) fl po.» 


pea 


x es invertible si, y sólo si, a,(x) = 0, para todo pe 4. 


XIV.1.1 Sean x e y dos elementos no nulos del anillo factorial A. Con las no- 
taciones anteriores, para que x divida a y, es necesario y suficiente que 
se verifiquen a,(x) < a(y) para todo pe A. 


Demostración. Si a,(x) < a,(y) para todo p e A, es claro que, en virtud de (2), 
x divide a y. Recíprocamente, supongamos que x divide a y. Entonces existe un 
27€ A* tal que y = zx. De donde, en virtud de (2): 


y = 349) [0% =u().4(2) [] prota. 


peA pea 


() En general, la existencia de 1 se desprende del axioma de la elección. Pero, en la práctica, 4 se 
puede construir. Por ejemplo, si K es un cuerpo conmutativo y si A=X[X,, . .., X), se tomará como con- 
junto A el conjunto de los polinomios irreducibles tales que el coeficiente de su término de grado máximo, 
que es el primero en el orden lexicográfico, sea igual a 1. 
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Dado que la descomposición de y es única, se tiene u(y) = u(x) u(z), y 


a (y) = ap(x) + a,(z) para todo pe A, de donde a,(x) < a,(»). c.q.d. 


COROLARIO 


En un anillo factorial A, toda familia de elementos (x;)j¿ de A* admite 
un med y un mem. 
Un mcd de los x, es 
d= |] p”, con ó,= inf [9,(x,)] - 
peA iel 
Un mem de los x, es 


m= [[ p, con p= sup [a(x)], 
pEeA iel 


entendiéndose que, si una de las expresiones sup a,(x,) es igual a + co, 


se pone m =0. 


Estas fórmulas prueban que las propiedades operatorias del mcd y del mcm 
dadas en el capítulo IV, $2, permanecen válidas. Se tiene, por ejemplo, 


med (Axp)je, = 4 med (X;)jer, ete. 
TEOREMA XIV.1.2 


Si el anillo A es factorial, las relaciones (ac A*, be A*, ce A*, a yb 
son primos entre sí y a divide a bc) implican (a divide a c). (Teorema 
de Gauss). 


Demostración. Existe un x€ A* tal que bc = ax. Según (2), se deduce 


be =u(b) u(e) [] poro = u(a) u(x) [] pro teno. 


PEA pea 


La unicidad de la descomposición de bc prueba que u(b) u(c) = u(a) u(x) por 
un lado, y que 


(3) 2pb) + aj(c) = ay(a) + ap(x) para todo pe A. 


Pero a y b son primos entre sí, lo que significa (corolario anterior), que se cumple 
aja) =0 o a,(b) =0 para todo pe A. En todos los casos, (3) implica pues 
ay(c) > a,(a). c.q.d. 
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Nota. El lector podrá establecer sin ninguna dificultad que, si A es un do- 
minio de integridad en que todo elemento admite una factorización, por lo menos, 
del tipo (2), y si el teorema de Gauss es válido en A, A es necesariamente factorial; 
por lo tanto, dicha factorización es única. 


TEOREMA XIV.1.3 


Sean a, b,, .... b, elementos del anillo factorial A. Si los b, (1 <1i<n) 
son primos entre sí, dos a dos, y si, para todo i, a es divisible por b,, en- 
tonces a es divisible por el producto b, b, ... bn. 


Demostración. Por recurrencia sobre n, con la ayuda de XIV.1.1 y XIV.1.2. 

El resultado es evidente para n = 1, y supongamos el teorema verdadero para 
el orden n — 1. Entonces a es divisible por el producto b, ba ... b,-,, y podemos 
escribir a =b,... b,-,c, en donde ce A. En virtud del corolario del teorema 
XIV. 1.1, el elemento 5, es primo con el producto b, ... b,-,, y divide a a, luego 
divide a c, según XIV.1.2. Luego a es divisible por b, ... b,, y el teorema es válido 
también para el orden n. c.q.d. 


Ideales primos 
DEFINICIÓN XIV.1.3 


Sea A un anillo conmutativo unífero cualquiera El ideal y de A es primo 
si el anillo cociente A/p es íntegro. 


Decir que p es un ideal primo significa pues, por una parte, que p 4 Á, y por 
otra, que las relaciones x€ A, pE A, xép e y £p, implican xy £ p. El ideal (0) 
es primo si, y sólo si, A es íntegro. 

Suponemos de nuevo íntegro el anillo A. Si pe A* y si el ideal principal (p) 
es primo, es evidente que p es un elemento irreducible de A. Pero si p es irreducible, 
el ideal (p) no es necesariamente primo (cf. ejercicios). Este inconveniente desapa- 
rece cuando el anillo es factorial: 


XIV.1.4 Si el anillo A es factorial, para todo elemento irreducible p € A*, el 
ll ideal principal (p) es primo. 


Demostración. Es una consecuencia inmediata del teorema de Gauss XIV.1.2. ]] 


$ XIV.2 FACTORIALIDAD DE LOS ANILLOS 
DE POLINOMIOS 


En lo que sigue, A es un anillo factorial fijo. El teorema fundamental es: 
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TEOREMA XIV.2.1 
Il Si A es un anillo factorial, el anillo A[X] es factorial. 


El teorema 1V.4.4 prueba que este resultado es verdadero si A es un cuerpo 
conmutativo. Su extensión al caso en que A es un anillo conmutativo es esencial 
ya que ello nos permitirá, por paso al anillo A[X], aumentar el número de varia- 
bles, y establecer la factorialidad de A[X,, Ya, ..., X,]. Pero la demostración ge- 
neral de XIV.2.1 exige algunos resultados preliminares que estableceremos prime- 
ramente. 

O Para todo polinomio Pe A[X], P + 0, designamos por y(P) al mcd de la fa- 
milia de los coeficientes no nulos de P. y(P) está definido a menos de un factor 
invertible de A, 


DEFINICIÓN XIV.2.1 


Un polinomio no nulo P € A[X] es primitivo si y(P) es un elemento 
invertible de A, lo que equivale a decir que sus coeficientes, en conjunto, 
son primos entre sí. 


Recordemos que los únicos elementos invertibles de A[X] son los elementos 
invertibles de A (ya que A es íntegro). (Teorema IV.1.5.) 

Si P es un polinomio cualquiera + 0, existe un polinomio P, tal que P = y(P) P,. 
Según la nota que sigue al corolario del teorema XIV.1.1, el polinomio P, es pri- 
mitivo. Recíprocamente, si 


P=cP,, ceA*, 


y si P, es primitivo, se tiene c = y(P) (salvo para un factor invertible de 4). 


XIV.2.22 Si P, y P, son dos polinomios primitivos, P =P, P, es primitivo 
Il (Gauss). 


Demostración. Vamos a establecer que ningún elemento irreducible p de A 
puede ser un divisor común a todos los coeficientes de P, lo que demostrará la propo- 
sición. Sea p : A > A/(p) el homomorfismo canónico. p se prolonga a un homo- 
morfismo fp : A[X] > A/(p) [X] (cf. Cap. IV). Puesto que P, es primitivo, p(P,) es 
no nulo. Asimismo, p(P,) 4 O. Pero, al ser p irreducible, el anillo A/(p) es íntegro, 
luego el anillo A/(p) [X] es íntegro (cf. IV.1.3). De todo ello se sigue que p(P,) p(P,) = 
= p(P, P,) es no nulo, lo que significa que p no divide a todos los coeficientes 
de P,P,. c.q.d. 
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XIV.2.3 Para todo par de polinomios no nulos P,O € A[X], se tiene (salvo 

para un factor invertible de A): 

(1) HNPQ) = AP) (O) - 


Demostración. P=y(P)P,, O =y(0) 0,, en donde P, y OQ, son primitivos. 
De donde: PQ = y(P)y(0) P,O,, y según XIV.2.2, P,O, es primitivo. (1) se deduce 
de lo anterior, si se tienen en cuenta las observaciones que preceden a XIV.2.2.1] 


XIV.2.4 Sea K, el cuerpo de fracciones del anillo factorial A, y sea P un poli- 
nomio no constante en A[X]. Si existen dos polinomios no constantes 
qeKi[X] y re K,[X] tales que P = qr, existen 


Qe A[X] y ReA[X], no constantes, 
tales que P = QR. 


Demostración. Multiplicamos la relación P =qr por un múltiplo común a 
los denominadores de todos los coeficientes de q y r, y se deduce en consecuencia 
la existencia de un a € A* y de S, Te A[X], no constantes, tales que: 


aP=ST, 
de donde 
Q) anP)yP, 


NS)-AT)S, T,. 
en donde P,, S, y T, son primitivos. Puesto que S, 7, es primitivo, se tiene: 
aX.) = US) AD) , 
y si se pone U = ay(P) P,, se tiene: 
HU) =anP) = ASI AT), 
con lo que (2) puede escribirse: 
aP =ayufP) S,T,, 0 sea P=yH(P) S,T,. 
Por lo tanto, S, y 7, no son constantes, y basta con poner Q =(P) S, y R=T,. 
c.q.d. 
Demostración del teorema X1V.2.1 


Designemos por K, el cuerpo de fracciones de A. En virtud de XIV.2.4, un 
polinomio p € A[X] es irreducible en A[X] solamente en dos casos: si p es cons- 
tante en A[X] y se reduce a un elemento irreducible de A, o bien (cuando p es no 
constante) si p es irreducible en K,[X] y primitivo en A[X]. 
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Por otra parte, si q e K,[X] es un polinomio irreducible, existe un ¿e A* tal 
que Ag e A[X] y que 7q sea primitivo. Entonces se obtiene un conjunto que con- 
tiene un elemento y sólo uno de cada clase de elementos irreducibles de A[X] (estas 
clases son relativas a la relación: x e y están asociados) formando la reunión de los 
dos conjuntos disjuntos 4 y M siguientes: 

Á es un conjunto que contiene un elemento irreducible y sólo uno de cada 
clase en el anillo A. 

M es un conjunto que contiene un polinomio de A[X] irreducible en K,[X] y 
primitivo en A[X] y sólo uno de cada clase en A[X]. Los Pe M son de grado > l. 

Vamos a probar que todo polinomio Re A[X] se puede escribir de manera 
única en la forma: 


3) R= «e (1 ) (a poe) A 
pEeA PeM 
en donde u(R) es invertible en A, los a,(R) y los f (R) son enteros > 0, todos nulos 
salvo un número finito. 
a) Existencia. Puesto que K,[X] es factorial (T. 1V.4,4), existe un [e K% y 
enteros positivos (P+(R))pem tales que 


R=¿ poe, 
AL, 
siendo todos los $ p(R) nulos, salvo un número finito. El polinomio [] PP*% es pri- 
PM 
mitivo. Razonando como en XIV.2.4, se deduce [€ 4*, y por tanto la existencia 
de un elemento invertible u(R) de A y de una familia (a,(R))pe4 tales que 
E= UR) [] pr. 
pEeA 
b) Unicidad. En una relación de la torma (3), el polinomio S = [] Pé-R 
PeEM 


SUE - R , 
es primitivo, y el cociente == u(R) [1 p% es un elemento de A. Se tiene, pues, 
peA 


R s R 
y(R) = Ss salvo para un factor invertible de A, lo que determina S 8 
R 
salvo para un factor invertible de A. Puesto que la factorización de 7) en K,¿[X] 


es única, la familia (8,(R)) está determinada de forma única. Luego S está entera- 


R ; 
mente determinado, así como el elemento a = Ss de A, y se tiene: 


UR) [| 92% =a. 


pEA 
Puesto que A es factorial, esta descomposición del elemento a es única. c.q.d. 
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O TEOREMA XIV.2.5 


Si A es factorial, el anillo A[X,, Xo, ..., X,] es factorial, cualquiera que 
sea neN*. 


Demostración. Por recurrencia sobre n, teniendo en cuenta XIV.2.1, y el iso- 
morfismo canónico entre A[X,,..., X,] y AIX, -.., Xa-1] [4,] (cf. T. 1V.7.2).]] 


Ejemplos: 


1) Si K es un cuerpo conmutativo, K[X,, ..., X,] es factorial. 
2) 2Z[X,, ..., X,] es factorial. 


O TreorEMA XIV.2.6 (fundamental) 


Sean P,Q,, ..., Q, polinomios con p variables sobre el cuerpo conmu- 
tativo K. Si los polinomios Q, (1 < i < m) son primos entre sí, dos a dos, 
y si, para todo i, P es divisible por Q,, entonces P es divisible por el pro- 


ducto Q,, Qs... Qu: 


Es una consecuencia inmediata de los teoremas XIV.1.3 y XIV.2.5. 

Este resultado se ha utilizado en diversas ocasiones, en los ejercicios, a lo largo 
de esta obra. Citemos, por ejemplo, el cálculo del determinante de Van der Monde 
y del determinante «circulante» en el $X.3. 


Nota. La demostración de XIV.2.1 precisa la forma de los elementos irredu- 
cibles de A[Y]. Más adelante tendremos ocasión de utilizar este resultado, 
$ XIV.3 CORRESPONDENCIAS ALGEBRAICAS. 


HOMOGRAFÍAS (en característica 0) 


En el tomo 3 de esta obra (Geometría) estudiaremos algunas correspondencias 
algebraicas: 


DEFINICIÓN XIV.3.1 


Si K designa un cuerpo conmutativo, se llama correspondencia al- 
gebraica sobre K a toda relación binaria sobre K de la forma 


(1) P(x,y)=0, 
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(ers(P)>1 
en donde Pe K[X, Y] es un polinomio no constante tal que y 
gry(P)>1. 


— Cuando K es cualquiera, el grafo de la relación (1) puede ser vacío. Por 
ejemplo, ello ocurre cuando K=R y P=X?*+ Y? + 1. Por este motivo nos li- 
mitaremos a los cuerpos algebraicamente cerrados, y muy a menudo a K =C. 

Si xy e K, el conjunto de los correspondientes a x, es el conjunto de los ye K 
tales que P(xp, y) =0, o sea C(xp) = [y € K| P(xp, y) = 0). El valor xy es regular 
si el cardinal de C(xp) es igual a q = gry(P), singular en caso contrario. Si 
card [C(xp)] <q se dice que xy es un valor singular ordinario, y si card [C(xp)] es 
infinito, x, es un valor singular degenerado. 

Análogamente se definiría la noción de valor regular o singular de la variable Y. 


DEFINICIÓN XIV,3.2 
Una homografía sobre K es una correspondencia de la forma (1), en 
la que grs (P) = gr, (P) = 1, por lo que se escribirá 
axy + PBx+yy+0=0; 


Sia =0, se llamará lineal. 
Propiedades inmediatas 
Sea 
(2) axv + fx+yp+09=0 (4% 0) 


una homografía que no se reduzca a una correspondencia lineal. 

Se la puede escribir de la forma: (ax + y) y +fP$x +0 =0. El valor x, es re- 
gular si axy + y 40; si axp + y =0, xp es singular, y únicamente es no degene- 
rado si además se tiene fx, +0 =0, por lo tanto, si ad — fy = 0: entonces la 


homografía se reduce a (ax + y) (> + E ) =0 y se dice que es degenerada. No olvi- 


demos, pues, que la homografía (2) es no degenerada si ad —fy % 0, o también 
si el polinomio (aX + y) Y + PX +0 es irreducible, y que entonces no admite 
valor singular degenerado. 

Estos últimos resultados siguen siendo válidos si a = 0. 


XIV.3.1 Para que la correspondencia algebraica P(x, y) = 0 admita a xy como 
valor singular degenerado, es necesario y suficiente que P sea divisible 
por X — Xq. 
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Demostración. Escribamos 
P(X, Y) =b,Y*+:"+bo, b¡eK[X], q>1 y b,%0. 


Para X = xp, el polinomio P(xp, Y) es nulo para una infinidad de valores de Y, 
de donde h,(xp) = by-1 (Xp) = - - - =by (xp) =0. Cada b, es entonces divisible por 
X — xq. El recíproco es inmediato. 


DEFINICIÓN XIV.3.3 


La correspondencia algebraica P(x, y) =0 es propia si no admite 
punto singular degenerado alguno en x o en y. 


Podemos ahora demostrar el teorema fundamental que permitió a los «Tau- 
pins» (1) de los años treinta hacer razonamientos «sin cálculos»: 


TEOREMA XIV.3.2 


Sea K un cuerpo algebraicamente cerrado de característica cero, y sea 
Píx, y) =0 una correspondencia algebraica propia sobre K, que posea 
las siguientes propiedades: 

— existe una parte infinita I de K tal que, para todo x€l, la ecuación 
P(x, y) =0 posee una raíz y una sola en y; 

— existe una parte infinita J de K tal que, para todo y € J, la ecuación 
P(x, y) =0 posee una raíz y una sola en x. 

Entonces existe un polinomio irreducible H =aXY + BX + yY + 0, de 
grado 1 en X y en Y, y un entero h > 1, tales que: 


P =p, 

Antes de dar la demostración de este teorema, lo expresaremos de una forma 
más gráfica. Decimos que dos correspondencias algebraicas sobre K son equiva- 
lentes si tienen el mismo grafo en K x K.El teorema XIV.3.2 implica, en particu- 
lar, que toda correspondencia algebraica propia sobre K, que posea las propie- 
dades indicadas, sea equivalente a una homografía no degenerada. 

Demostración del teorema X1V.3.2 


a) Supongamos primeramente que el polinomio P(X, Y) es irreducible. 
Escribamos 


P=a,X” ++ +4p9, (a,eK[Yl, p>1, a, 40). 


() Candidato a la Ecole polytechnique. (N. del T.). 


LELONG 1-33 
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Vamos a demostrar que p = 1. Si tuviéramos que p > 2, el polinomio P/, tendría 

grado p —1> 1 en X (ya que K es de característica 0). Sea A(Y) el discriminante 

de P, considerado como polinomio en X, con coeficientes en K[Y]. 4(Y) que es la 

resultante de P y P; (cf. Cap. VI) es un polinomio en Y con coeficientes en K. 
Si tuviéramos A(Y) =0, existirían polinomios U y Ve K[Y][X] tales que 


(8) UP +VP;=0, grx(U)<grx(Px) y err(V)<gr(P)=p UXO 


y VA0 (cf. T. VL1.1). 

El examen de los grados que intervienen en (3) muestra que P y P; no serían 
primos entre sí en L[Y], en donde L designa el cuerpo K(Y). Puesto que Py no es 
constante en L[X], tendríamos que P no sería irreducible en L[X]. Aplicando XIV.2.4, 
con A = K[Y] y K, = K(Y), vemos que P no sería irreducible en K[Y] [X7=K[X, Y], 
en contra de la hipótesis. 

De todo ello se deduce que 4(Y) % 0. Existe, pues, un yy € J tal que A(yy) % 0, 
y la ecuación P(x, yy) = 0 tiene sus p raíces en x distintas, y puesto que p > 2, 
estaríamos en contradicción con las hipótesis de XIV.3.2. Se deduce, pues, que 
p=1, y análogamente se demuestra que el grado de P en Y es 1 (?). 

b) Si P es cualquiera, lo descomponemos en factores irreducibles en K[X, Y], 
con lo cual P= P, Pa...P,, y dado que la correspondencia es propia, el grado 
de cada P, en X y en Y es > 1. 

Pongamos 


P, =p, XP HR 49 = Dd YU 4H + o, 
en donde 
p>1q>1. axEK[YL, biúeKIX] 0,9 %0, b,,%0 (1<i<m). 


Designemos por £ y por Fa los conjuntos de las raíces de todos los b,,,, y todos 
los a, (1 <i<m). Pongamos 


1, = INE, J =INF. 


Para cada xy €l,, P(xg. y) =0 admite, por lo menos, una raíz en y (puesto 
que P;(xp, y) no es constante); y esta raíz es única (ya que es raíz de P(xp, y) = 0). 
Asimismo, para cada yy € J,, P¿(x, yy) admite una sola raíz en x. Por lo tanto, cada 
uno de los P, verifica las hipótesis de XIV.3.2, en donde se ha reemplazado 1 por 1, 
y Y por J, (1, y J, son infinitos, ya que 7 y J son infinitos y E y F son finitos). 
En virtud de a), existen entonces 


de Baró eK (1<i<m) 


(1) Más adelante daremos una interpretación geométrica de esta demostración. 
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tales que 
P,=% XY + B,X +9 Y +0, 


siendo el grado de P, en X y en Y igual a 1. De donde: 


P=I[] (0, XY + B,X + y, Y + 0). 


i=1 
En esta situación es fácil ver que todos los P, son proporcionales (es decir, aso- 
ciados). En efecto, las hipótesis hechas sobre P implican que, para ¡ X j, existe 
una infinidad de valores xp tales que las ecuaciones P,(Xp, y) =0 y Pj(Xo, y) =0 
tienen la misma raíz en y (de lo contrario, dejando de lado el caso en que xp es 
un valor singular de P, o de P,, la ecuación P(xp, y) = 0 tendría dos raíces en y). 
Dicho de otra manera: existiría una infinidad de valores de x tales que 


XxX +?) Ax +7; 
Bx+0 PBjx+0,' 


lo que exigiría a, Pf, —f, a, =0, y; 0, — 0, y, =0. Intercambiando Y e Y, tendría- 
mos asimismo: 


7% Y =B0,— Bj0, =0, 
de donde resulta nuestra afirmación. A tin de cuentas, existe un ¿e K* y a, f, 
y, 0 € K, tales que aX Y + BY + y Y + 0 es irreducible y de grado 1 en Xe Y, y tal 
que 
P= MaXY + BX + yY + 0)”. c.q.d. 


Nota. El razonamiento de a) demuestra, de hecho, la siguiente proposición: 
si P(x, y) =0 es una correspondencia algebraica propia y si P es irreducible, el 
grado de P en X es exactamente igual a p(p > 1), y su grado respecto de Y es exac- 
tamente igual a g(q > 1) cuando se presentan las condiciones siguientes: 

— existe una parte infinita / de K tal que todo x€/ tiene exactamente q co- 
rrespondientes; 

— existe una parte infinita J de K tal que todo y€J tiene exactamente p Cco- 
rrespondientes. 


$ XIV.4 HIPERSUPERFICIES ALGEBRAICAS EN C” (n > 2) 
DEFINICIÓN XIV.4.1 


Sea P un polinomio no constante de C[X,,..., X,]. Se llama hiper- 
superficie definida por P al conjunto de los puntos x= (Xy, . .., Xy) 
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eC” tales que P(x) =0. Si 4 es una hipersuperficie, se llama ciclo 
ligado a 4 a todo polinomio P tal que la hipersuperficie definida por 
P sea K. 


Si PeC[X,, ..., X,] es no constante, la hipersuperficie 4”, definida por P es 
no vacía. En efecto, existe un ¡e NM; tal que P es de grado > 1 en X,. Por lo tanto, 
se tiene: 


P=a,XP +: +40, 
con p > 1, ay €C[X, ..., Xiao Xitro +++, Xan] y a) 40. 
Existen, pues, (Xp, ..-. Xizp Xitzo «+ +, Xin) tales que 
AA 2 Mio Xi o +++, Xp) 40. 
El polinomio F(X;) = P(Xj, ..., Xiz1 Mis Xitro + + => Xp) es de grado p, y puesto que 
C es algebraicamente cerrado, existe un x,eC tal que F(x,)=0, de donde 


(Xp + + -> Y) EX ,. Finalmente, existe un único ciclo ligado a. = C”, y el polinomio 
nulo (cf. T. 1V.7.5). 


Polinomios regulares respecto a una variable 


Consideremos una matriz invertible A = [4,,),<i<n, 1<j<n Con elementos com- 
plejos, y hagamos X, = > a,, Y,, en donde los Y, son nuevas variables. Si 


y 
PeECI[X;, ..., X,], designemos por p,(P) al polinomio 
(y a Y, 242, pres Y aj »,). 
J J 


Si (€, ..., €,) es la base canónica de C”, y (f,, ..., f,) es la referencia de C” cuya 
matriz respecto de (e,) es A, los puntos de la hipersuperficie definida por P son 
los puntos cuyas coordenadas (yy, ..., J») en (f,) verifican 


PAP) (Vr <<, Y) =0 


Luego la hipersuperficie definida por P en (e,) es también la definida por pa(P) en (f,). 
Además, evidentemente P es irreducible si, y sólo si, p,(P) es irreducible, y P y 
pa(P) tienen el mismo grado total. Finalmente, un polinomio P divide a un poli- 
nomio Q si, y sólo si, p,(P) divide a pa(0) (). 


() Con precisión, la aplicación PH> pa(P) es un automorfismo de la C-álgebra C[X, ..., Xn). 
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DEFINICIÓN XIV.4,2 


A un polinomio P e C[X,, ..., X,]de grado total p > 1, se le llama regu- 
lar en X; si se puede escribir: 


P=a,X[+4,-,XP +-“+4p9, con a)6C*, 
y AE ClX ip 0. Xiao Migas +0, Xp] para 0 < k<p= 1. 


XIV.4.1 Sean P,, ..., Pm m polinomios con n variables, de grados totales 
| Py -<sPm (pi, > 1). Existe una matriz invertible A € M,(C) tal que todos 
los polinomios p,(P,) son regulares en X,. 


Demostración. Descompongamos cada P, en suma de polinomios homogéneos 
de grados p;, p; — 1, ...,0: 


P;= + Bip-1 +0 + Bio (B,p, + 0 y homogéneo de grado p;). 


B, 


ip 


Existe un a = (4), ..., 4,) e C” tal que B(a,, dy, ..., a.) % 0, en donde 


B= ll B.a. 


i=1 


y existe una matriz invertible A = [a,,] e, (C) tal que 


Para todo i, se tendrá p(P) = PalBipi) + --. + palBio)» Y PalBipi) es la parte 
homogénea de grado p, de p,(P;). Por construcción, se tiene: 


PAkB,p) (1,0, .-.,0) = Broly <<<. 27) 40, 


lo que significa que p,(P,) es regular en X,. c.q.d. 


XIV.42 Sean P y QeC[X,, .... X,] dos polinomios no constantes, tales que el 
ideal (P) + (Q) engendrado por P y O sea distinto de C[X,, ..., X,). 
Las hipersuperficies ligadas a P y OQ, a saber Hp y Ko, tienen, por lo 
menos, un punto común. 
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Demostración. En virtud de XIV.4.1 y según la observación que precede a 
la definición XIV.4.2, podemos suponer P y O regulares en X,, de modo que 
P=0X7 + Ap XI + 0 + Ao 


=BXI+B AX 0 + o + Bo, py 4>10%pBeC*, 
is As Bj€ C[X2, 000 Xo) 


Sea R[X,, .... X,] la resultante de P y O considerados como polinomios en X,. 
Existen U, VeC[X,, ..., X,] [X,] tales que 
(1) UP + VO = R[X»,.... X,]. 


Puesto que el ideal (P) — (0) es propio, de (1) se sigue que si R es constante, 
es R nulo. En todos los casos, existen pues 


Xa 0. M.€C tales que R(x>, ..., Xx.) =0. 
Pongamos F(X,) = P(X,, Xy» ---, Xp) Y G(X¡) = QO(X,, Xa, «. ., Xp). Puesto que 


Ry 0%) =0, 


existe x, tal que F(x,) = G(x;¡) =0, y el punto x= (xj, ..., x,) pertenece a 
HO y c.q.d. 


TEOREMA XIV.4,3 


Demostración. En C”*, designamos por 2, y por 2,, las hipersuperficies de- 
finidas por los polinomios P(X,, ..., X,) y 1 — T.H(X,, ..., X,)deC[X,, ..., X,; 7] 
(en donde 7 designa una nueva variable). Según las hipótesis, 2, y L,, no tienen 
ningún punto en común. Entonces XIV.4.2 implica la existencia de U y Ve C[X,, ... 
...) Xp; T] tales que 


(2) UP + V(1 -T.H)=1. 


Sea PEC[X,,..., X,] un polinomio no constante, que defina la hiper- 
superficie Xp. Sea H un polinomio no nulo tal que la relación xcX p 
implique H(x) =0. Entonces existe un peN* tal que P divide a HP. 


1 é 
Reemplacemos T por el elemento H del cuerpo C(X,, ..., X;,). Si p designa el 
grado de U en 7, (2) implica 


q? v(%, X.: 7)-r0 vo Xy) =H?; 
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y puesto que H” U(x, O E 


queda demostrado. ]] 


1 
+) es un polinomio en X,,..., X,, el teorema 


O COROLARIO 


Sea PeC[X,...., X,] un polinomio irreducible. Si H es un polino- 
mio 40 tal que la relación x= XA p implica H(x) =0, H es un múlti- 
plo de P. 


Demostración. Existe un p € N* tal que P divide a H”. En virtud de la factoria- 
lidad de C[X,, ..., X,] (cf. $1), P divide a H. c.q.d. 

Este resultado ha sido utilizado ya en algunos razonamientos realizados en 
el capítulo VI. El teorema XIV.4.3 y su corolario son casos particulares del teorema 
de los ceros de Hilbert. 

Vamos a precisar estos resultados. 


XIV.4,4 Sean P, FEC[X,, ..., X,], P. + 0. Si las relaciones 


(a,,...,a)eC" y P(a,...,a,) 0 


implican Fla, ..., a,) =0, el polinomio F es nulo. 


Demostración. Según IV.5.2, es suficiente demostrar que la función polinomio 


asociada a F sobre C” es nula. Sea (b,, ..., b,) un punto que no pertenezca a la 
hipersuperficie 4, definida por P. (Tal punto existe puesto que P % 0). Vamos 
a demostrar que, para todo punto (4,, ..., 4,) € X p, el polinomio 


ol) = Fla, + 1(b, — 41)... 4, + 1(b, — 4) 


admite una infinidad de raíces. A este fin, designamos por M(t) (1EC) al punto 
(a, + t(b, — 4))1<i<n: El polinomio 


Y(1) = Pla, + 4(b, — 41),...., 4, + Ub, — 4) 
no es nulo, pues y(1) = P(b,, ...,b,) 4 0. Por lo tanto, admite un número finito 
de raíces, que designaremos por fy, ..., fp. Para 
ERE Ligia ios Eos 


el punto M(t) no pertenece, pues, a 4», de donde p(1) = F(M(+)) =0 en virtud 
de las hipótesis, lo que prueba nuestra afirmación. Puesto que posee una infinidad 
de raíces. el polinomio y es nulo. Luego, en particular. p(0) = Fla, . 2) =0.1] 
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Nota 


Es claro que XIV.4.4 permanece válido (pues su demostración se extiende sin 
modificación) cuando se substituye C por un anillo K unífero, íntegro e infinito. 


TEOREMA XIV.4.5 


Sean PeC[X,,...,X,] un polinomio irreducible y FeC[X,,..., X,] 

un polinomio no divisible por P. Designemos por Xp y y a las hipersu- 

perficies asociadas, respectivamente, a P y a F. Finalmente, sea G un poli- 

nomio cualquiera. Si la relación (4, ..., a.) E Xp XK p implica Gla,, ... 
«+, 4.) =0, entonces la relación 


(41, ..., 4) € Hp implica  G(a,,.... a) =0. 
En consecuencia, G es un múltiplo de P. 


Comentario. Este teorema significa que si F no es divisible por P, P,0NPp 
es una parte «despreciable» de ,, en el sentido de que un polinomio G que se 
anule sobre 42 OA y), se anula necesariamente sobre toda la hipersuper- 
ficie Xp. 


Demostración de XIV.4.5. El polinomio H = GF es tal que la relación 
(4,.....4))€ Ap implica H(a,....,a,) =0. 


Según el corolario de XIV.4.3, H es múltiplo de P. Puesto que, por hipótesis, F 
y P son primos entre sí, resulta del teorema de Gauss que G es múltiplo de P, lo 
que demuestra las afirmaciones de XIV.4.5. c.q.d. 


Ciclos ligados a una hipersuperficie 


Si la hipersuperficie 4", está definida por el polinomio F, descomponemos F 
en factores irreducibles distintos: 


(3) Ps POPE. ¡Piro %4>1 para 1<i<m. 
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Sea £, la hipersuperficie definida por P,, y es evidente que "7 es la reunión de 
las X, (1 <p <m). A las 4, se les llama componentes irreducibles de Xp. Los 
resultados de este $ nos permiten establecer el teorema siguiente: 


TEOREMA XIV.4.6 


Si X , es la hipersuperficie definida por el polinomio F de la relación (3), 
todo ciclo ligado a 4, es de la forma 


PG P..Pfm, con fi¡>1 para 1<i<m ()). 


Demostración. Sea G un ciclo ligado a 47. Según XIV.4.3, existe p > 1 en- 
tero, tal que G” es un múltiplo de F. Escribamos 


(4) G” =QPY PR... Pi, QEeC[X,... Xy. 


Por hipótesis, la hipersuperficie definida por G es 4,. Según XIV.4.3, existe tam- 
bién o > 1 entero, tal que F” es múltiplo de G, o sea: 


(5) F"=MG, (MeCIX,..... X,)). 


De (5) se deduce que los únicos factores irreducibles de G posibles son los P,; y 
(4) muestra entonces que cada uno de ellos figura en la descomposición de G con 
una potencia > 1. c.q.d. 

El teorema XIV.4.6 precisa lo que debemos entender por «ecuación» de una 
hipersuperficie. Se observa que no es posible establecer un ligamen entre esta no- 
ción (correcta) de ecuación, que acabamos de dar, y la noción ingenua de «ecua- 
ción de una hipersuperficie», salvo en casos muy particulares. Se tiene, por ejemplo, el 


COROLARIO 


Sea Y y la hipersuperficie definida por el polinomio F. Si se pone d = gr (F), 
y si F se descompone de la forma siguiente: 


F=P,P,...P., 


en factores irreducibles distintos, todo ciclo de grado d ligado a * 7 
es de la forma ¿F (2 €C*). 


(1) Recíprocamente, es evidente que todo polinomio de esta forma es un ciclo ligado a X p. 
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$ XIV.5 CURVAS ALGEBRAICAS Y CURVAS ALGEBRAICAS 
UNICURSALES EN C* 


Por definición, una curva algebraica en C? es una hipersuperficie algebraica 
de C?, Empezaremos con el teorema siguiente, que constituye una introducción 
al teorema general de Bezout. 


XIV.5.1 Sean P y O e C[X, Y] dos polinomios irreducibles y no asociados. 
El conjunto de los puntos comunes a las curvas algebraicas Tp y To, de- 
finidas por P y O, es finito. 


Demostración. Según XIV.4.1, podemos suponer que P y Q son regulares 
en X. De donde, poniendo m = gr (P), n = gr (Q): 


P=X"+ An XT +4 +4A9 AjeC[Y], 
O=X"+B,-X" ++ 4Bp B, e C[Y]. 


Sea R(Y) el polinomio en Y resultante de P y O, considerados como polinomios 

en X. Si R =0, deduciríamos la existencia de U 4 0 y V 4 O tales que UP = — VQ 

(cf. T. VL1.1), con U, VeC(Y) [X]. Por consideraciones sobre el grado, P y Q 

no serían primos entre sí en L[X], en donde L designa el cuerpo C(Y). 
Entonces serían posibles dos casos: 


Primer caso: P y Q no están asociados en L[X]. De ello se deduciría que uno 
de ellos, por lo menos, por ejemplo P, no sería irreducible en L[X]. Pero entonces, 
según XIV.2.4, P no sería irreducible en C[X, Y] identificado con C[Y] [Y], con- 
trariamente a la hipótesis. 

Segundo caso: P y Q están asociados en L[X]. Existiría entonces una fracción 


A 
racional no nula SeC(Y), por ejemplo, S = "E en donde A, BeC[Y], tal que 
P=SQ, de donde BP = AQ. 


El teorema de Gauss implicaría entonces que P| A y Q | B en C[X, Y], lo cual 
es absurdo (puesto que A y B no dependen de X). 

De todo ello se concluye que R(Y) % 0, y el número de raíces de R es, pues, 
finito; pero las raíces de R son las ordenadas de los puntos de TNT. Se de- 
muestra análogamente que el número de abscisas de estos puntos es finito. ]] 


COROLARIO 


Si F y Ge[X, Y] son polinomios primos entre sí, y si L, y L¿ son 
las curvas algebraicas definidas por F y G, el conjunto LA Les finito. 
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Demostración. Sean I”,, ..., IT, las componentes irreducibles de Lp, A,, ..., 4, 
las de 2... Según XIV.5.1, para todo ¡ y todo j, I', N A,, es finito. Luego LN L¿ = 
=U(1,n 4) es finito. c.q.d. 

dy 


Aplicaciones racionales y curvas unicursales 


Después de haber definido las curvas algebraicas planas por una ecuación 
(curvas definidas implícitamente), vamos a estudiar otro modo de definición, que 
se inspira en la noción de trayectoria (curvas paramétricas). 


DEFINICIÓN XIV.S.1 


Se llama aplicación racional de una variable (o parametrización 
racional en una variable), con valores en C?, a un par de fracciones ra- 
cionales en una variable F, GeC(T). Si 2 es la reunión de los conjuntos 
de polos de F y G, 032 es el dominio de definición de la apli- 
cación. Para todo teC”,0, el punto de coordenadas (F(t), G(t)) en C? 
es el punto correspondiente al valor t del parámetro. 


Sea M(t) el punto (F(0), G(t)). Si (F,(1), G,(t)) son las coordenadas de M(t) en 
otra base de C?, F,(1) y G,(t) son fracciones racionales, y el dominio de definición 
común a F, y G, es el mismo que el común a F y G. 

Un punto M,eC? es múltiplo si existen t, y ty CM %, distintos, tales que 
M(ty) = M(t,) = Mp. 


DEFINICIÓN XIV.5.2 


aplicación racional con valores en C?, que sólo posea un número finito 


| Se llama aplicación (o parametrización) racional propia de C? a toda 
de puntos múltiples. 


DEFINICIÓN XIV.S,3 


Dos aplicaciones racionales propias (t,M(t)), (u, N(u)) son equiva- 
lentes si existen dos partes finitas 1 y J de C y una parte I' de C? tales 
que las dos aplicaciones 
to MD u > N(u) 
couar  *.leNixwF 


sean biyectivas 
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La equivalencia así definida es una relación de equivalencia en el conjunto de 
las aplicaciones racionales propias. 


TEOREMA XIV.5.2 


Si M(t) y N(u) son dos aplicaciones racionales propias equivalentes, existe 
una homografía no degenerada 


H(t,u) =0tu + fr+yu+ó, 


tal que las relaciones (M(t) y N(u) están definidas y M(t) = N(u)) im- 
plican H(t, u) = 


Este resultado es el que se expresa, de forma intuitiva, cuando se dice que dos 
parámetros distintos de una misma curva unicursal se deducen uno de otro por un 
cambio homográfico de coordenadas. 

40 G(t) = ct Cc) las formas irreducibles de las 
Buy 1) 
Plu) R(u) 
Víu 
ESO) 
nentes de N(u) (4, B, C, D, P, O, R, S pertenecen a C[7]). 

Designemos por / y J partes finitas de C y por 1” una parte de C? tales que las 

aplicaciones 


Demostración. Sean F(t) = 5 


componentes de M(1), y sean asimismo U(u) = las de las compo- 


to M() A uh N(u) 
CN > T CONJ >T. 


sean biyecciones. 
Para 1eCxu 1 y ueCcy, la relación M(t) = N(u) equivale a: 


% A(1) Q(u) — B(1) Pu) = A 
C(1) Síu) — D(t) R(u) = 0 
O sea 
p(t,u)=0 
(Mm) al" 


en donde y y y son polinomios. Si uno de estos polinomios, por ejemplo q, fuera 
nulo, significaría que F(+) y U(u) se reducen a constantes. Según las hipótesis, esto 
no puede ocurrir para y y y simultáneamente. 
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Designemos por 4 el med de y y y en C[X, Y]. Entonces se tiene: 
P=40,, Y=4Y,, 


en donde y, y y, son primos entre sí (1). Según el corolario XIV.5.1, el conjunto 
de los pares (1, u) tales que p,(t, u) =y,(t, u) =0 es finito. Podemos, pues, hallar 
una parte finita K de C tal que las relaciones 


1ECNK, ueCNK y M()= N(u) 
equivalgan a: 


1ECAK. UueCAK y A(11u)=0, 


y que las aplicaciones £H> M(1) y u+H M(u) sean biyecciones de CK en T”. Es 
inmediato que la correspondencia 4A(t, u) = 0 verifica las hipótesis de XIV.3.2, y 
por tanto, en virtud del teorema XIV.3.2, se deduce el resultado. c.q.d. 

Ahora podemos dar el concepto de curva unicursal: 


DEFINICIÓN XIV.5.4 


Se llama curva unicursal a una clase dada de equivalencia de apli- 
caciones racionales propias, respecto de la relación de equivalencia de la 
definición X1V.5.3. A estas aplicaciones se les llama representaciones 
paramétricas propias de la curva. 


Una curva unicursal queda, pues, determinada al dar una aplicación racional 
propia. Sus representaciones paramétricas propias se deducen de esta representa- 
ción particular por medio de homografías no degeneradas cualesquiera. 

Se plantea una última cuestión. Llamemos imagen de una aplicación racional 
cualquiera, al conjunto de puntos correspondientes a todos los valores del pará- 
metro, para esta aplicación. (La imagen es, pues, una parte de C?.) ¿Puede ser 
asta imagen igual a la imagen de una aplicación racional propia? (?). La respuesta 
a esta pregunta es positiva, y viene dada por un caso particular de un teorema ge- 
neral debido a Lúroth. 


(*) Si tuviéramos p=0 de (de donde y 4 0) tendríamos Á = y, p,=0 y y, = 1: el razo- 
namiento seguiría siendo válido. Asimismo si y = 0 (de donde y 40). 
(P) Se observará que, según XIV.5.2, dos aplicaciones racionales propias que tengan la misma imagen 


(salvo para un número finito de puntos) son equivalentes, lo que, a priori, no es evidente. Una parte de 
C* es, pues, a lo sumo, la imagen de una curva unicursal. 


Ejercicios 


CAPÍTULO 1 


1. Sean E un conjunto y A, B dos partes de E, y se define la aplicación 


F:P(E) > PLA) x P(B) por f(X)=(XNA,XNB) para Xc E. 


¿Qué condición deben verificar A y B para que f sea inyectiva? ¿Para que f sea epiyectiva ? 

2. Sean A, B, C, D conjuntos, f: A—>B,g :B=>C,h: C—D aplicaciones. Sigo fyhog 
son biyecciones, entonces f, g y h son biyecciones. 

3. Sean A, B, C conjuntos, f: A>B,g:B>C, h:C—4 aplicaciones, 


¿E=fohog,y=gofoh p=hogof. 
Si dos de las aplicaciones y, y, E son inyectivas (resp. epiyectivas) y la tercera es epiyectiva (resp. 
inyectiva), entonces f, g y h son biyecciones. 


. %. Scan E y F _dos conjuntos y f una aplicación de E en F Se definen las aplicaciones 
SF: PE) >2(F) y f: P(F) >P(E) por medio de las fórmulas 


FA)=f(4) ASE) y  fB)=f7UB) (BEF). 
Demostrar que F es inyectiva (resp. epiyectiva) si, y sólo si, f es inyectiva (resp. epiyectiva). 


¿Qué condición debe verificar f para que f sea inyectiva (resp. epiyectiva)? 
*5. Sean Xy, X, ..., X, n conjuntos. Para toda parte H de Nf, se pone 


Pái=UX, y  Q0íÍ=NMX;. 


¡eH ¡sH 


Sea 6; el conjunto de las partes de N% que poscen k elementos (0 < k < m). Probar que se verifica: 


] 1 s 
asik< E HL, U 0a> NM Pas bsik> 13, U0uS 0 Po 


2 Hcbx FEA Hex 
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6. Sea Y un conjunto de aplicaciones de un conjunto E en sí mismo, y F la parte de 2(E) for- 
mada por los conjuntos Y< E tales que f(Y)< X para toda fe.Y. Probar que, para la relación 
de inclusión, toda parte de 4 admite un supremo y un ínfimo en F. 

7. Sea E un conjunto, y £2 el conjunto de las relaciones de orden definidas en E (se comprueba 
que /2 es también un conjunto). Se dice que el orden 7, es menos fino que el orden 1, y se escribe 
T'¿< TI, si el grafo de 7, contiene al grafo de 1',. Probar que < es una relación de orden en 22, 
y caracterizar los elementos maximales del conjunto (2 así ordenado. 

(Se recuerda que el grafo de la relación de orden < definida en E es el conjunto de los (x, y) 
EE Xx E tales que x < y.) 

*8. Sea E un conjunto, eventualmente vacío, cuyos elementos son conjuntos. Se dice que E es 
transitivo si la relación xs E implica x < E. 

a) Si X designa un conjunto cualquiera, se define F.(X) por 2(X) = X y 


Pr (X) = PILA] 


para todo neN. Probar que, si X es transitivo, el conjunto E= U 2,(X) es transitivo. Caso 
nen 


en que X= Z. 
b) Si E es transitivo, demostrar que EU (E) es transitivo, Si (E;)¡e¡ en una familia de conjuntos 
transitivos, los conjuntos U E, y NM E; son transitivos. 
sel iel 


9. Para que un conjunto E sea finito es necesario y suficiente que toda parte no vacía de 2(E) 
posea un elemento maximal respecto de la relación de inclusión. 

(Si E no es finito, se utilizará una inyección: N —> E.) 

10. Calcular el número 2, de regiones del plano R? determinadas por n rectas tales que nunca 
tres de ellas sean concurrentes, y que nunca dos de ellas sean paralelas. 

Calcular asimismo el número 44, de regiones del espacio R* determinadas por n planos tales que 
no haya dos de ellos paralelos, ni tres de ellos que contengan una recta en común, ni cuatro de 
entre ellos que contengan un punto en común. 

M1. Consideremos » puntos cualesquiera del espacio R?*. Los planos que pasan por tres de 
tales puntos se cortan según », rectas. Calcular », en función de ”. 

12. Consideremos n puntos cualesquiera del espacio R*. Las esferas que pasan por 4 de estos 
puntos se cortan según », circunferencias (reales o imaginarias) y según 4, puntos. Calcular , y ¿ln 
en función de ». 


dera: Di 
13. Se da f(x) = > Gl ) Calcular f(x) y deducir el valor de f(1). 
ko k+1 k 
E 
14. Seda f()= Y (12 = ( k )" Calcular x/((x) y deducir el valor de /(1). 
k=1 


15. Si suponemos p < nm, q < p y p > 1, probar que 


nn ( n=k ) (e =- » (”) 
era oq 1 q Pp) 
Método. Sea A el conjunto de las partes de Ni con p elementos. Para Xe A escribamos 
X= dir ip..., ¡pj con 1<5 <i<... <i¿<n. Para todo k tal que 
q+1<k<n-p+q+l, 


sea Aj el conjunto de los X € A, X= ki, ía 
que los A; constituyen una partición de A. 


., ip), tales que ¡¿+, = k. Calcular card(A;) y probar 
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16. Sea'E un conjunto finito con np elementos. Calcular el número de particiones de E en 
n partes con p elementos cada una. 

*17. Sea E un conjunto finito con » elementos, F el conjunto de las aplicaciones de P(E) en R. 
Para toda parte A de E, se establece |4| = card(4). Se definen las aplicaciones y y y de F en F 
por medio de 


[ANN (A4)= E SB), WNIA= Y E-OUUAB) para fgeF. 
BEA BESA 


Probar que y y y son biyecciones recíprocas una de otra, (Se estudiarán las aplicaciones p o y 
y yop) 
18. Sea E un conjunto finito con » elementos. Un recubrimiento de E con p elementos es una 
aplicación k +> Xy de N5 en P(ENÁ D) tal que U X; =E. Sea R»,p el número de recubrimientos 
1<k<p 


de E con p elementos. Calcular Ry» y Rn,g 
n 


19. Para todo par de enteros n > 1 y 2> 0, se pone: S»,a = > p“.Aplicar la fórmula del 


»=1 
binomio para calcular Sy+;a+, Y deducir la relación de recurrencia 
E fea+1 
A E E 
a=oX 2 


Calcular Sn,o» Sra» Snz Y Sn,g> 
20. Número de soluciones (x, y, z) eN? de la ecuación x + 2y + 5z =n (neN) . 
(Número de formas de pagar 10 francos franceses por medio de monedas de 1, 2 y 5 céntimos 
de franco.) 
(Ecole polytechnique.) 
[Se observará que el número 4, que se busca verifica la igualdad 


1 PA 
E E 
y se descompondrá esta fracción racional en elementos simples en C a fin de obtener su desarrollo 
en serie formal (cf. Cap. VID). Generalización evidente.] 
21. Fijado de antemano el entero p €N, calcular 
Y a y y 
x+y= play eN) xty 


Xyz . 
plx,y,z eN) 


*22. Sea S,p el número de aplicaciones epiyectivas de N% en M3 (1 >p> 1. 
a) Establecer la relación 


a P p 
(1) Pp Sa (Esa ++ (,2 1). 


(Se evaluará de dos maneras diferentes el número de aplicaciones de Nf en N5.) 
b) Establecer las relaciones: 


0-00 06) +00) 


"LO-0C It > 
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(Se podrá realizar el cálculo directo o bien desarrollar de dos maneras 


(1+X4X y (1 + X- X)") 


c) Deducir la fórmula 


(id Pp 
o sr (Jam (pea + (,? ) 
1 2 p=1 
(Se sumarán las relaciones obtenidas reemplazando sucesivamente p por p—1,p—2,... 1 
en (1); se podrá utilizar también el ejercicio 1X.8.) 
d) Para n>p> 2, probar que 


Smp = PSn= 1.9 + Sh=1,p-1) > 
Deducir 
Seria =FMA DIO Y Sara Da +21 


€) Hallar el número P»,p de relaciones de equivalencia 2 que admite un conjunto finito E con 
n elementos, tales que card(E/g) =p (1 <p < nm). 

*23. Sea pn el número de permutaciones « del conjunto Nf tales que, para todo x e NM, veri- 
fican u(x) A x. 

a) Establecer la relación: 


n n 
(1) nt. + (y) ms +++ ( Jr +1. 
1 n-—2 


(Se calculará de dos maneras el número de permutaciones de NM.) 
b) Procediendo como en el ejercicio anterior, o bien utilizando el ejercicio 1X.8, deducir 


E 


e) Probar que 4 ¿Ba 


sa se S 4 
(e designa el número real > me li 
p=o p! 
24. Sea qn, el número de las aplicaciones u : Ní —>NÍ, estrictamente crecientes, que trans- 
forman todo número par en un número par y todo número impar en un número impar. Probar 
que 


(0) Unk = In-1 1 + On=2k 0 


y deducir 


o a (E) 
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n+k 


(en donde 


25, Sean E y F dos conjuntos finitos, y se ordenan por inclusión los conjurtos 2(E) y 2(F). 
Calcular, en función de m = card (E) y de n = card (F), el número de las aplicaciones crecientes 
de P(E) en P(F). 

(Indicación: Se calculará el número de aplicaciones no crecientes.) 


. n 
] designa la parte entera de — 


CAPÍTULO Il 


1. Sean G' y G” dos subgrupos del grupo G. Si G'U G” = G, se tiene G' =G o G” =G. 

2. Determinar todos los grupos de 4 Ó 6 elementos. ¿Cuáles son conmutativos? 

3. Sea H un subgrupo del grupo G. Si [G : H] = 2, H es normal. 

4. Si H y Kson dos subgrupos finitos del grupo G, cuya intersección se reduce a [e), probar 
que card (H.K) = card(H).card(K). (Se recuerda que 


H.K= 1h xk)renxer) 


[Atención : H.K no es forzosamente un subgrupo y se podrán hallar ejemplos en los que H.K 
engendra un subgrupo infinito de G.] 

5. Sea G un grupo de orden pg, en donde p es primo y verifica p > q. Probar, utilizando el 
ejercicio anterior, que G tiene a lo sumo un subgrupo de orden p y deducir que (si existe) dicho 
subgrupo es normal. 

6. Sea E un conjunto provisto de una ley interna asociativa. Si E es finito, y si todos los ele- 
mentos de E son regulares, E es un grupo. 

7. Sea E un conjunto provisto de una ley interna asociativa. Si existe un elemento e de E tal 
que, para todo x e E, verifica xe = x, y si, para todo x € E, existe un y € E que verifica xy = €, 
E es un grupo. 

8. Estudiar la ley de composición interna a T h= a + bh — ah sobre Q,R, oC 

(Ecole polytechnique.) 
xy 
1 + (xp/c%) 
define una estructura de grupo conmutativo. 


9. Estudiar la ley (x, y) => en el intervalo / =]—c, + c[ de R. Probar que 


(Ecole polytechnique.) 
(Se observará que x+> argt x/c es un isomorfismo de este grupo en el grupo aditivo de los 
números reales; se estudiará asimismo la ley (x, y) => x + y/1 — (xy/c?)). 
10. Sea A un entero > 0, no cuadrado perfecto. Se designa por .F el conjunto de los pares 
de enteros x, y tales que x?— Ay? = 1 y que y % 0, Se supone que * es no vacío (1) y se dota 
a F de la ley interna “] definida por 


AY) =NT) si (+ YAA A) = XX 4 Y 4. 


a) Probar que “T es una ley de grupo abeliano en F 

b) Sean (x, y) y (%y Yo) dos elementos de F tales que x>0,y> 0, xy > 0, Yo > 0. 
Se define (x, y) T (xo, — Yo) = (X1 Y). Probar que xy < x implica x, < x. 

€) Se designa por F* al conjunto de los (x, y) € F tales que x > 0e y >0. Probar que existe 
un (Xp, Yo) €F* para el cual x = x, es mínimo y probar que este elemento es un generador del 
subgrupo F+. 

d) Dar un sistema de generadores de F. 


€) La parte difícil del estudio de la ecuación diofántica *— Ay? = 1 (llamada ecuación de Fermat) 
consiste en demostrar que FX((1, 0), (— 1, 0)) es no vacio. 
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e) Hallar todas las soluciones en números enteros x, y de las ecuaciones 
e —2ueA= TL, <= 


*11. Sea G un grupo, indicado multiplicativamente, y sea [G, G] el subgrupo de G engendrado 
por los elementos de la forma 


(xeG,yeG). 


a) Probar que [G, G] es normal en G y que lic, 6] es abeliano. 


b) Probar que [G, G] tiene la propiedad «universal» siguiente: Para todo grupo abeliano H, 
y todo homomorfismo f : G->.H, existe un homomorfismo y sólo uno f : Gli, GE tal que 


Fo p=f, en donde p:G->G/¡G, q] es la aplicación canónica 


6 == Glic6] 
/ 


H 


(Esta propiedad significa que [G, G] es el menor subgrupo normal K de G tal que G/k es abe- 
liano). A [G, G] se le llama grupo de los conmutadores de G. 

c) Hallar el grupo [G, G] cuando G es uno de los grupos siguientes: Sy, Sy, % y, %g. 

1. Sea G un grupo, Á el grupo de todos sus automorfismos, 1” [resp. 4] el grupo de las tras- 
laciones por la izquierda (resp. por la derecha) de G; se observa que A, 1” y 4 son subgrupos del 
grupo S¿ de las permutaciones de G. 

a) Probar que 4.1” = T.A, y que 2 = A.I' es un subgrupo de Sg. 

b) Probar que /” es normal en 2, y que todo automorfismo de 1” es de la forma y > 0 yor, 
en donde oe A. 

e) Probar que 4 es normal en 2, y que IN 4 es el centro de cada uno de los grupos 1, 4, 

Indicación práctica: Será cómodo designar por /”, la traslación por la izquierda x > g.x, por 
An la traslación por la derecha, x > xh, y por A» el automorfismo interno x > hxh7!, 

13. En lo que sigue, si A = (aj, ..., ap) es una parte de N, designaremos por [a;, ..., dp] 
el ciclo s que opera sobre A tal que: 


(41) = az, ..., s(Q,-1) = s(a,) = 4; - 
a) Probar que, para toda permutación o € S,, se tiene: 
ola, ... a] o” * = [o(a,) o(a,) ... o(a,)] - 


b) Probar que S, está engendrado por las n— 1 trasposiciones 
12). (13)- 55 (1. 


y por las n— 1 trasposiciones 
(12), (3), .... (M=1,m). 
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c) Probar que S, está engendrado por las dos permutaciones 


(12) y (123...12). 


d) Probar que Y, está engendrado por los ciclos de orden 3. (Probarlo en primer lugar para 
los productos de dos trasposiciones.) 

14. Probar que el grupo alternado «4, (1 > 3) es n— 2 veces transitivo sobre N?. 

15. Si H y K son dos subgrupos del grupo G, probar que el subconjunto H.K de G contiene 
exactamente [H] x [KJ/[H n K] elementos. (Definir una relación de equivalencia en H.K.) 

16. Sea G un grupo infinito que admita un subgrupo H de índice finito, y sea 


K= N (9Hg') 
geG 


la intersección de los conjugados de H. Probar que existe una parte finita F de G tal que 
K= A. (gHg”"); probar que K es normal en G y que el índice [G : K] es finito. 
se 


17. Se dice que el grupo G verifica la condición (1) si, para todo x € G, se tiene x* = e. 

a) Probar que tales grupos son abelianos (utilizar la relación x?y2 = xy xp). 

b) Sea (G;¡) (1 < ¡< nm) una familia finita de grupos que verifiquen la condición (1). Probar 
que su producto G = [] G; también verifica la condición (ID). 

c) Partiendo del grupo G con dos elementos, probar que para todo n e N, se puede construir 
un grupo G, de orden 2” que verifique (D. 

Interpretar G, como un grupo de transformaciones, estudiando todas las simetrías asociadas 
a una referencia ortonormal de E” (se empezará por los casos n = 2, n = 3). 

18. a) Sea SO(3) el grupo de las rotaciones de R? que dejan fijo el origen. Probar que las rota- 
ciones, con ejes que pasan por O, y cambian dos puntos diametralmente opuestos de la esfera 
unidad 5? de R*, son elementos de orden 2 de SO(3). 

b) Se considera un subgrupo G de SO(3) que sea transitivo sobre S?. Probar que G contiene un 
elemento de orden 2, y deducir de ello que contiene todos los elementos de orden 2 y, por lo tanto, 
que es idéntico a SO(3). 

*19. Un grupo G es simple si no admite más subgrupos normales que (fe) y G. 

a) Probar que el grupo alternado .%; es simple (utilizar el ejercicio 14). 

b) Probar que el grupo SO(3) es simple (utilizar el ejercicio 18). 

20. Se llama razón doble (o razón anarmónica) de cuatro números complejos distintos x, y, z, 
zZ—Xx _ tx 
z—=y "ty" 

a) Demostrar que (x, y, z, 1) > B(x, y, z, f) es una aplicación de una parte de C*, que se pre- 
cisará, en el conjunto E =C* —¿1). 

b) A cada permutación o € S, se le asocia el número B[o(x),0(y),0(2),0(1)]. Probar que este 
número depende únicamente de a y del número 2 = B(x, y, z, 1). Se escribirá 


al número B(x, y, 2, 1) = 


B[o(x), a(y). (2), o(t)] = plo, 2). 


c) Hacemos operar S, sobre C* — (y por medio de la ley de composición (0, 2) > (o, 2). 

Discutir, según los distintos valores de 4, el número de elementos de su órbita y precisar su 
grupo de isotropía (hay que distinguir tres casos). 

d) Para que cuatro números complejos distintos a, b, c, d sean los afijos de cuatro puntos 
alineados o cocíclicos (e.d. sobre una misma circunferencia) es necesario y suficiente que su razón 
doble sea real. Interpretar entonces el signo de dicha razón doble. 
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21. Se designa por € =CU (20) al conjunto obtenido completando C con un punto del 
«infinito»; al conjunto C se le llama «esfera de Riemann». Toda función homográfica 


s 2 b 
ca+d 


(ad — bc 4 0) 
se prolonga, por convenio, a los puntos — d/e e co de C con la ayuda de las fórmulas 


(1) 1-1) -0 fo) = E cuando c40 y fl0)=w si c=0. 


con ad=bc40, 


constituye un grupo G de biyecciones de c (a este grupo se le llama grupo circular). 
¿Cuál es el subgrupo G, que deja invariante el origen? ¿Y el subgrupo G,, que deja invarian- 
te el punto del infinito? be 
b) La noción de razón doble (ver ejercicio 11.20) se extiende aC utilizando los convenios (1): 
Probar que una aplicación f: CC es una homografía si, y sólo si, se verifica Bf(0),£0), 
FF) = B(x, y, z, 1) cualesquiera que sean los puntos distintos x, y, z, £ de C. 
22. Sea Y el grupo de las homografías 


azn+b E 
2 Ea (Mb0deCjad— bc 40) 


de la esfera de Riemann C=CU (00). 

a) Sea H(z,, 21) el subgrupo de .4” formado por las homografías h que dejan fijos dos puntos 
dados y distintos zp, z, de C. Probar que H(z,, z,) es isomorfo al grupo multiplicativo C* =C — 
— (0) y deducir de este resultado que todo subgrupo finito de H(zp, z,) es cíclico. (Se estudiará 
el transformado de H(z,, 2) por medio del automorfismo interno 4 q Ag”, en donde y designa 
la homografía definida por 


== 
=2,/" 

b) Probar que las homografías que admiten como único punto fijo un punto dado zp de € 
constituyen un subgrupo de 7, a saber G(zp), isomorfo al grupo aditivo C. Deducir que G(zp) no 
admite más subgrupo finito que el reducido a la identidad. 


(Se estudiará el transformado de G(zp) por el automorfismo interno k > hy”*, en donde y 
designa la homografía definida por 


Y(=) = 


=> 


23. Sea .ff el conjunto de las homografías de la esfera de Riemann C, de la forma 


con ad=bc=1, ab,c,deZ. 
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a) Probar que ./ es un grupo. 
b) Para todo z, € C, se designa por 2,y a la órbita de z, por.4. Probar que si Im (z¿)>0, zp es 
un punto aislado de 2.0. 


az +b 
(Se calculará la parte imaginaria de = pan función de la de z.) 


(Ecole polytechinique.) 


24. Seaz ->p(2) = o transformación circular de la esfera de Riemann € =C U [003 


a+ 
ez+d 
El grupo Gp cottadado, por y en el grupo circular, opera sobre (91 por medio de la ley 


(Y, 2) > y(z) (Y € G,, z€ €). 


Probar que si existe una órbita finita deC con dos elementos, por lo menos, y es de orden finito 
(es decir G, es un grupo finito). 

25. Se hace operar un grupo G sobre sí mismo por medio de los automorfismos internos de G. 
Escribir la ecuación de las clases. Caracterizar las órbitas reducidas a un elemento, 

Deducir que si [G] = p”, en donde p es primo, el centro de G no está reducido al elemento 
neutro, 

26. Sea K un cubo de R*, de centro O. Se designan por a, fi, y, Ó las cuatro diagonales de K, 
por 9x el grupo de las isometrías de R* que dejan a K globalmente invariante, y por Z x al grupo de 
los desplazamientos de R* que dejan a K globalmente invariante. 

a) Haciendo operar 9 sobre el conjunto 4 = fu, f3, y, 0), probar que 9x posee 48 elementos. 

b) Probar que Zx + Ix. Haciendo operar Z y sobre 1, probar que yz es isomorfo al grupo 
de las permutaciones de 

c) Probar que con los vértices de K se pueden formar dos tetraedros regulares T,, T,. Deter- 
minar el subgrupo de los o € Ox tales que a(7;) = T, (i = 1, 2) y el subgrupo de 0 € Zy tales que 
o(T;) = T;. ¿Cuáles son los elementos s de y tales que s(T,) = Ta (y (T,) = T,)? 

d) ¿Cuáles son los subgrupos de 9, isomorfos al grupo de las isometrías planas que dejan 
globalmente invariante un cuadro? Estos subgrupos, ¿se hallan contenidos en Zx? ¿Cuáles son 
los subgrupos de 9, isomorfos al grupo de los desplazamientos que dejan globalmente invariante 
un cuadro? 

27. Para cada entero n > 1 se identifica R” con el hiperplano x,+, = 0 de R”+!; y se define 
por recurrencia un simplex regular de R”, designado por T, = (80, Mires An), de la forma si- 
guiente: T, está formado por dos puntos distintos a,, a, de R; y si 


Tra = (or Aya .o+ Op 1) 


está definido, tal que T,-, < R"=1, se establece 7, = Ty, U fa), en donde a, designa un punto 
de R” tal que, para todo ¡= 1,2, ...,n— 1, se verifique d(a,, as) = d(a,, ay) (en donde d designa 
la distancia euclídea). 

a) Probar que la construcción de 7, es posible, que los puntos Ay, 4;, ..., 4 SON afínmente 
libres en R” (cf. $ VIIL6) y que el isobaricentro 42, de los puntos de 7, equidista de todos los 
puntos de 7. 

b) Probar que el grupo de las isometrías de R” que dejan a 7, globalmente invariante es 
isomorfo a S,, y que el grupo de los desplazamientes que dejan a 7, globalmente invariante 
es isomorfo a Zn. 


CAPÍTULO III 


1. Todo anillo íntegro finito es un Cuerpo. 
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2. Sea A un anillo unífero no necesariamente, conmutativo. Se llama -ideal por la izquierda 
de A (resp. ideal por la derecha de A) a todo subgrupo aditivo de A, por ejemplo 6, tal que 


Vie A Vxeb, Ax€eb (resp. xl eb). 


Un ideal bilátero es un ideal que lo es simultáneamente por la derecha y por la izquierda. 

a) Probar que es posible definir el anillo cociente de A por un ideal bilátero, y que se obtiene 
un teorema análogo a 111.4,4. 

b) Si 6 es un ideal bilátero de A y si el anillo cociente A/6 es un cuerpo, ¿en qué conjunto de 
ideales (ordenado por inclusión) 6 es maximal? 

3. Sea A un anillo sin divisores de O, tal que todo subgrupo aditivo de A sea un ideal por la 
izquierda de A. Probar que A es isomorfo a Z (considerar los grupos engendrados por un elemento 
de 4). 

4. Los números de la forma a + b/2 + c/3 + dY6 (a, b, c, de Q) constituyen un subcuerpo 
deR. 

3. Sea p un número primo > 3 tal que p = 3 (mód(4)). Probar que en el cuerpo F, = Z/pz, 
la relación a? + b* = O implica a = b = 0 (cf. ejemplo 3 del $ IV.6, criterio de Euler). Generalizando 
E construcción de C a partir de R, deducir la existencia de un cuerpo (designado por F, p2) tal que 

pS Fs y que — T posea una raíz cuadrada en Fa. 


*6. Sea K un cuerpo y 0 : K—> K un isomorfismo ide K en sí mismo. Sea Y el conjunto de las 
sucesiones 4 = (%n)nez) de elementos de K tales que existe un ny € Z que verifica %, =0 para n < My. 
Se dota a Y de la estructura de grupo aditivo inducida por el grupo producto KZ, y de la multi- 
plicación siguiente: 


2B=y. con m= Y 2% 0B,). 
pra=n 


Probar que Y es un cuerpo. ¿Es conmutativo? 

K designa el cuerpo F',» del ejercicio 5). Hallar un automorfismo conveniente de K que per- 
mita deducir la existencia de un cuerpo no conmutativo de característica p, psa p= 3 (mód(4)). 

Si p = 1 (mód(4)), probar que existe un cuerpo F,, conmutativo, de cardinal p* que contiene a F. 

(Para terminar este ejercicio, probar que, para todo número primo p > 3, existe un cuerpo no 
conmutativo de característica p.) 

7. Sea 9 un ideal del anillo % de las funciones continuas: [0, 1] —>R. Se supone que, para cada 
punto xe [0, 1], existe una fe € tal que f(x) % 0. 

Probar que existe una parte finita de 9 que posee la misma propiedad y deducir la existencia 
de una función fe 9 que no se anula en ningún punto de [0, 1]; deducir que 2=8 (utilizar la 
compacidad de [0, 1]). ¿Cuáles son los ideales maximales de £'? Buscar otros ideales de %. 

8. Sean A, B dos anillos conmutativos, uniferos, h : A—>B un homomorfismo, y J un ideal 
de B. Probar que, si h es epiyectiva y J es maximal, el ideal A(J) es maximal. 

9. Probar que en un anillo conmutativo unífero A, el conjunto ./W” de los elementos nilpo- 
tentes es un ideal (a e A es nilpotente si existe un n e N* tal que a” = 0) ¿Qué podemos decir del 
anillo cociente A/./ ? Deducir que, para todo ideal 9 de A, el conjunto v(9) de los x e A tales que 
existe un neN* que verifica x” e 9, es un ideal de A. 

10. Probar que el número de elementos de un cuerpo finito es una potencia de su característica. 

11. Se designa por G(n) al grupo de las unidades del anillo Z/,z (n e N*). 

a) Probar que G(1.n, ... ny) es cíclico si, y sólo si, se satisfacen las siguientes condiciones: 
cada G(n;) es cíclico y los números (n;) son, dos a dos, primos entre sí. 

b) Si p es un número primo impar, G(p) es cíclico (cf. $IV.5). Se designa por x la clase, en 
Z/pz, del entero x e Z. Establecer que, para todo generador Í de G(p) (en donde £ € Z), existe un 


Ejercicios 537 


entero keZ tal que 0 =[ + kp es un generador de G(p), y que (¿ + kp)?-1—1 no es divisible 
por p?. Probar entonces que, para todo entero « > 1, la clase de 0 en Z/p*z es un generador de 
G(p5. 

€) Probar que G(2”) es cíclico si, y sólo si, m=1 0 m= 2. A este efecto se establecerá la 
relación a*"-*=1 (mód 2”), válida para m> 2 y para a entero e impar. 

dl) Delo anterior deducir que G(n) es cíclico si, y sólo si, n tiene una de las formas siguientes: 
n=2,n= 4,1 = p%, n = 2p% (p primo e impar, « > 1). 

12. Sea E un conjunto y A el anillo Z/7z. Para toda parte X de E, se define la aplica- 
ción yx :E-—>A por 


(0) =0 si x4X y i9=T si xeX. 


- 4) Xx es una biyección de 2(E) en el anillo F(E, A). Con la ayuda de esta biyección, 
se transporta sobre 2(E) la estructura de anillo de F(E, A). ¿Qué operaciones corresponden, en 
P(E), a la suma y al producto de F(E, A)? 

b) Si E es finito, todo ideal de F(E, A) es de la forma Zx, en donde X< E y en donde 


Zx=1[ fe F(E,A)|VxeX, f(x) =0). 


Deducir, en este caso, los ideales maximales. 

e) Se considera ahora un anillo conmutativo unífero 2, tal que x+x=0 y x*=x para 
todo x € 2. Probar que, si 4 es íntegro, 2 es isomorfo a Z/7z. Deducir, en este caso, los ideales 
p de 2 para los que el anillo 2/p es íntegro (ideales primos de 2). 

*d) Se supone que el anillo 2 verifica las hipótesis de c) y es finito. Sea .l el conjunto de los 
ideales maximales de 4. Se define la aplicación 


p:B => F(M,A) 


por p(x) =X, con Mp) =0 si xcb, Xp) =1 si xgv (pe d). 

Probar que y es un isomorfismo de anillos. 

13. Sea T un conjunto y .Z(T) la C-álgebra de las aplicaciones f': T —>C (el producto de las 
aplicaciones x > g(x) y xH>f(x) es la aplicación xHf(x) g(x)). Se llama carácter en 4(T) a toda 
aplicación no nula y :Y(T)->C, que sea C-lineal, y tal que UE) = y(f) y(g) para f, g eX(T). 

1) Demostrar las propiedades siguientes para todo carácter y. 

a) Si (VxeT, f(x) 40), entonces ¿(174 0; B) SENT) 0) 1Yf>0 > (1f)>0) 
DAD =D> e a = Ix0D|; S) (1D = 1, en donde 7 designa la aplicación constante 
igual a 1. 

2) Si Xi +-., Zm SON caracteres, distintos dos a dos, son linealmente independientes (es decir: 


m 
las relaciones 41, ...,2m€C y » 2; xi = 0 implican las relaciones 2; =0 (¿=1,2,...,m)). 
1 


*3) Se supone ahora que T es finito. Probar que, para todo carácter y, existe un xy € T tal 
que, para todo feZ(T), se verifica: y(f) =£(x0). 

14. Enteros de Gauss. Sea A el anillo de los números complejos de la forma a + ib (a, be Z). 
Pare cada x = a + ibe A, se define N(x) = a? + b?, 

a) Probar que N(xy) = N(x) NG) (x, y € A). Deducir los elementos invertibles de A. 

b) Si xeA y si N(x) es un entero primo, probar que x es un elemento irreducible de A ¿Es 
cierto el recíproco? 

c) Sean xeA e ye A*. Se escribe x/y =u-+ iv, u,veQ. Sean to, y enteros tales que 
ju—u| < 1/2 y |p— vo] < 1/2. Probar que se verifica 


(1) x= Muy + iv) + r. con NM(r)< N(y) 
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(división euclídea en 4). ¿En qué caso las condiciones (1) determinan de forma única uy + iv, y r? 

d) Deducir de c) que todo ideal de A es principal, y que todo elemento de A se escribe de 
forma única (salvo para factores invertibles) como producto de elementos invertibles de A (inspi- 
rarse en el $ 1V.4). 

*15. a) Sea Ael anillo de los enteros de Gauss (ejercicio 14), y Z es un subanillo de A. Se designa 
por p un número primo en Z. Probar que p es irreducible en A si, y sólo si, no existe ningún par 
(a, b) de enteros > 0 tales que p =a? + b* (utilizar el ejercicio 14). 

b)  Deducir que p es irreducible en A si, y sólo sí, no se verifica p = 1 (mód 4). (Utilizar los 
ejercicios 5 y 14.) ' 

*16. Sea d un elemento de Z que no sea cuadrado perfecto. Se designa por Z[//d] al anillo 
de los números «complejos» de la forma a + b/d(a, be Z). Para cada 


x=a+b/deZ[/d] 


se escribe N(x) — db, Se dice que Z[//d] es euclídeo si para todo x e Z[//d] y todo y no nulo 
de Z [//d], existen dos elementos q, r de Z[/d] tales que x = yq +r y 


NM5|<|Nw |. 


a) Inspirándose en el ejercicio 14, demostrar que Z[//2] y Z[//3] son euclídeos. 

b) Si Z[//d] es euclídeo, todo elemento de Z(]/d] se escribe de forma única (salvo para fac- 
tores invertibles) como producto de elementos irreducibles, y Z[//d] es principal. 

e) Buscar los elementos invertibles de Z[/2] y Z[//3] (cf. ejercicio 14 y ejercicio (1.10). 

d) Probar que Z[|/ —5] no es euclídeo, apoyándose en la relación 


Q+i/50Q-i/3)= 


Números complejos y Trigonometría 


17. Simplificar las expresiones siguientes: 


S,= F cotkx,  S,= Y k*cos(kx), 
4-0 4=0 

"nl nl Le 

Si= (04 ema S=i4 Y coses , 

£=0 k=1 Cosóx 


.-1 
P= |] (ett — 200590 4 1). 
k=0 


(Faddeev-Sominsky.) 
(En S, se empezará por linealizar; en S, se derivará a series conocidas; en S, se utilizará la fórmula 
del binomio; en P se descompondrá cada uno de los factores y se reordenará el producto.) 


Ae 


222 


am E 
18. Siestablecemos que A»,p = > cos x + 2 probar que,: Án,p = 
q=0 » 


(Utilizar las fórmulas de Euler y del binomio.) Deducir el valor de la integral la cos”? x dx. 


(Utilizar las sumas de Riemann.) 
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1 
19. Lugar geométrico del punto M de afijo z tal que los puntos de afijos 1,z, > I—z sean 


cocíclicos (Utilizar el ejercicio 11.20.) 
(Ecole supérieure d'Electricité.) 
20. Sean 2,, Za, zy las raíces, que suponemos simples, de la ecuación z* + pz + q =0 y a, az 
las de la ecuación 3z* + p =0. Z,, Za, Zz, A, Az designan las imágenes respectivas de tales nú- 
meros en el plano complejo y se supone que peR,geR. 
a) Establecer las relaciones 


0) (Z3Z 1, Z341) = (Ly Az, Z3Zo), 
Q) (2,22, Z,A1) = (2,142, Z,Z3), 
(3) (Z,Z3, Z¿Ay) = (Z¿Az, Z¿Z 1). 


A— 23 4—Z, SN 
(Para establecer (1), por ejemplo, se comprobará que el número z = 4 es real, utili- 
1 — Za Za — 23 
zando las relaciones entre los coeficientes y las raíces.) 
b) Deducir que existe una cónica tangente a los tres lados del triángulo Z,Z,Z,, y cuyos focos 


son A,, A, (se utilizará un teorema de Poncelet). ¿Qué pasa si A, = A¿? 


az +b 
21. Una homografía z => p(z) = es parabólica si admite un único punto doble; no 


ce2+d 
parabólica si admite dos puntos dobles distintos (cf. ejercicio 1.21). 

a) Gy designa el grupo engendrado por la homografía y en el grupo circular, Probar que si p 
es parabólica, G/ es isomorfo a Z. A 

b) Si p es no parabólica y si u, v designan los puntos dobles de y (tomados en un cierto orden) 
la razón doble B, = Bu, v, z, p(=)) es independiente de z (ejercicio 11.21). Probar que la aplicación 
H : > By es un homomorfismo inyectivo de G¿ en el grupo multiplicativo C*, Examinar el caso 
en que q es de orden finito d, y, en particular, el caso en que d = 2 (involuciones). 

22. Se conservan las notaciones del ejercicio precedente. Una homografía no parabólica y se 
llama hiperbólica si H(Gy) < R*, elíptica si H(G¿) < U, en donde U designa el grupo multiplica- 
tivo de los números complejos de módulo 1. 

a) Caracterizar las transformaciones elípticas e hiperbólicas según el valor de Bp. 

b) Toda transformación no parabólica p se escribe de manera única en la forma p =y 00, 
en donde y es hiperbólica y 0 es elíptica, y de modo que y 00 =00p, 


+b 
c) Una homografía cualquiera p(z) = da se puede escribir 
e2+d 
be — ad 
(2 — )[o(=) — = 22, con: 154 y ml, 
C c e 


Sean L, M las imágenes respectivas de /, m en el plano complejo. Probar que la transformada de 
una recta que pase por £ es una recta que pasa por M. Expresar B¿ por medio de u, v, /, y después 
por medio de u, v, m (en donde u, v designan los puntos dobles de y). Deducir la posición de u, v 
respecto de /, m en los dos casos: 

a) 0 es elíptica. 

b) q es hiperbólica. 

Probar que en estos dos casos la recta LM es globalmente invariante. 

Deducir que si y es hiperbólica o elíptica, p es el producto de una inversión.y de una simetría 
respecto de una recta. 
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23. a) Se dice que cuatro puntos A, B, C, D del plano complejo, distintos entre sí, forman 
un cuadrilátero armónico si sus afijos a, b, c, d verifican Bla, b, c, d) =—1 (notaciones del ejer- 
cicio 11,20). Probar que, en este caso, si M designa el punto medio de AB, la recta CD es simétrica 
de la recta CM respecto de las bisectrices de AC y BC. ¿Recíproco ? 

b) Sean q, y dos homografías no parabólicas tales que y o y = y op (ver ejercicio 1.21). 


Si y y y no poseen los mismos puntos dobles, los dos pares de puntos dobles constituyen un cua- 
drilátero armónico. 


CAPÍTULO 1V 


1. Calcular mcd (P,Q) cuando 


a) P=X*-7TX*4+8X*-7X4+7,0=3X%-7X*4+3X*-7; 
D)P=X YX X*-2X XP 4X41,0=X34+X*-M-1 


2. ¿Para qué valores de m el polinomio Pm =(X +1)" —X"—1 es divisible por 
0=X*+4 X +1? La misma pregunta si Py =1—X" 4 X3M— X%m 4 Xi y Q=1—X+ 


+ X?— X? + X!* (cuerpo de base: C). 


3. El cuerpo de base es C. ¿Para qué valores de m, Pes divisible por Q: 


a) ¿Cuando P, =(X— 1)"*2 4 X29*l y Q=X?-X+1? 
b) ¿Cuando P, =(X + a+ bmtl— XML gm pam yg P,? 


4. Para 1 <r<k se supone 1, =r— 1 mód (k). 
Probar que P=X"! + X" + + 4 X" es divisible por Q=1+X+... + X*1 


(Faddeev-Sominsky.) 
5. Descomponer en factores de primer grado los polinomios siguientes: 


em 2 ma A Y 
a) X (Ey) +) + +( e 


2m+1 a 2m>+1 sá 2m+1 TN dira 
( i ES ( 3 )« +( S as + +(=1) al 
E) (1 + Xy" — erm1 — Xy 


de 1 sen na 
(utilizar la expresión de 
sena 


en función de cotg 2). 

6. Sea PeR[X] tal que P(x) > 0 para todo xeR. 

Demostrar que existen S, TeR[X] tales que P= R? +8? 

(Utilizar la descomposición de P en C[X].) 

7. Sea a un real > 0. Se supone que existe PeR[X] tal que cos ax = P(cos x). Probar que 
aent, 


8. Probar que el polinomio P(X)— X divide al polinomio P[P(X)]— X. 


(Ecole centrale.) 

9. a) Sea K un cuerpo conmutativo, infinito o de característica nula, y sea P € K[X]. Se supone 
que existe he K (h 4 0) tal que, para todo x € K, se verifica: P(x + h) = P(x). Probar que P se 
reduce a una constante. (Con otras palabras, los únicos polinomios periódicos son las constantes.) 
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b) Sea Kel cuerpo finito Z/pz (p primo > 0), y P e K[X]. Se supone que existe un h e K(h % 0) 
tal que: P(X + h) = P(X) (igualdad formal). Demostrar que existe un Se K[X] tal que, si pone- 
mos F(Y) = X?— X, se verifica P(X) = S(F(X)). Recíprocamente, probar que todos los polino- 
mios P, de la forma P(X) = S(F(X)) verifican la relación P(X + h) = P(X) para todo he K. 

10. Un polinomio normalizado es un polinomio tal que el coeficiente del término de mayor 
grado es 1. Se designa por / el intervalo [—1, +1] de R. 

a) Para todo entero n > 1, existe un polinomio normalizado T (único) tal que 


ES cos (n arccos x) = T(x) para xel. 
Calcular sup T(x). Clasificar las raíces y los extremos de T en /. 

b) Sea P un polinomio normalizado de grado n. Estudiar el número de ceros de P— T por 
medio de los grafos de P y T y deducir que sup [260] > > 


1 
11. Se define B(X)= 1, B,= == 78 


a) Probar que las relaciones 


B(X) =nB,-(X) para neN, 
B,(0) — B,(1) = 0 para nentero > 2, 


definen una sucesión única de polinomios de Q[X]. 
b) Probar que B,(1— X) = (— D"B(X). 
Determinar el término de mayor grado de B,(X). 
c) Establecer B,(X + 1) —B,(X) =nX"-* y deducir a partir de ello una expresión de 


S.= 1 + 2840 4n2. 


(Ecole polytechnique.) 
12. Sean ap, 4, ..., Gn; by, ..., bn números reales. Se pone 


f(0) = a) + Y (a,cosk0+b,Senk0).  (0ER). 
E 


a) Probar que el"0f(0) es un polinomio P e: e*? del que se precisará el grado. Sea (us) la suce- 
sión de coeficientes de P. 

b) Hallar una relación entre tx y Ulan-1. ¿Qué se puede deducir acerca de las raíces de P? 

c) Se supone quef(0,) = 0, y que (V0)£(0) > O. Probar que eiós es una raíz de orden par de P. 

d) Deducir de lo que antecede que sif(0) > 0 para0 e [0, 2.1], existe una sucesión Cy, C1, ..., Cn 
de números complejos tal que 


(Ecole polytechnique. 


13. Sea PeC[X] tal que P(0) % 0, que posea todas sus raíces distintas. Probar que existe 
un feC[X] tal que 


SO)-X=0 mod(P(X). 
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Para ello, se buscará f en la forma 


NX) = Y a, pAX). en donde p(X)= [] (X—a), 


i ji 


donde las a, designan las raíces de P. 
(E.N.S. Saint-Cloud, 1968.) 
14. Sean PeZ[X] y neZ, y se pone m = Pín). (gr(P) > 1). 
a) Probar que para todo keZ, Pín + km) es divisible por m. 
b) Probar que no existe ningún polinomio Pe Z[X] no constante tal que, para todo neZ, 
P(n) sea primo. 
(Ecole polytechnique.) 


*15. Para cada ke N*, sea P(X) el polinomio ¿7 (X+D(X +2)... (X +). 


a) Probar que, para todo xeZ, P(x) € Z. 

b) Probar que todo polinomio A e Q[X] de grado n tal que (V x € Z)A(x) € Z, es combinación 
lineal con coeficientes enteros de Pg, Py, ..., Pn (en donde P,= 1) 

c) Si PeR[X] verifica: (VxeQ, P(x)c 0), ¿se tiene: PeQ[X]? 

*16. pes un número primo > 0. Se considera un polinomio 


PEZ[X], P=X"+a,X" 4-44, 


tal que: 
a) para 1 <k<n, ag =0 mód (p); 
b) an 20 mód (p>, 
en donde p designa un número primo > 0, 
Considerando el homomorfismo 7 : Z[X]-—>Z/pz[X] deducido del homomorfismo canónico 
Z —>Z/pz, demostrar que P es irreducible en Z[X] y, por lo tanto, en Q[X] (cf. Cap. XIV). 
(Criterio de Eisenstein.) 
c) Deducir la irreductibilidad, para p primo, del polinomio 1+X+X?*+... + XP en 
Q[X]. (Hágase X= Y + 1.) 
17. K designa un cuerpo conmutativo de característica nula, (x;)1<¡<p es una familia finita de 


es A 2 
elementos de K todos ellos distintos y (11),<¡<p es una familia de enteros > 0 tales que 21; =n 
1=1 
(los enteros n > 1 y p> 1 son fijos). 
a) Hallar una base del espacio vectorial E; de los polinomios P de grado < n— 1 tales que, 
para todo ¡% i, se verifique 


P(*) (xj) =0 para todo k tal que 0<k<nm—1. 


Probar que la aplicación q; : E; > Ki tal que pi(P) = (P(x), P'(xp), . .., Piu Mx¡)) es una 
biyección. 

b) Sea (Mxh<i<p, v<k<n= Una familia de elementos de K. Probar que existe un poli- 
nomio Pe K[X] único, de grado <n—1, tal que, para 1 <¿<p y 0<k<mn;¡—1, se verifica 
PO) (xi) = Ma y 

c) Explicitar P en los casos siguientes: 

D p=R (polinomio de interpolación de Lagrange); 

ID n=2p y para 1<i<p, 1 =2; Mio = His Mia = Mio 
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(Respuesta al caso 11): 


1 
= A 
PX) É q A-* a 
1<j<p 


1 
jet (xi — x)) JN Xi 


O [ -2m E 
18. a) Establecer las relaciones 
0) En (par! 
k=0 


(Proceder por recurrencia sobre n, ya directamente, ya derivando el primer miembro.) 
b) Utilizando (1) probar que, para p <n, se tienen las relaciones: 


> n 
1) Y (- y (;) a ro. 
4=0 
e. fe 
c) Deducir de todo ello el valor de la suma > (Jr. en donde P es un polinomio 
p=0 

de grado < n. 

*19, (Polinomios ciclotómicos.) 

Para todo entero n > 1 se designa por 2, al conjunto de las raíces primitivas n-ésimas de 1 en 
C y por D,(X) al polinomio 


Db,(X) = xp. 
CEP 
(a D, se le llama polinomio ciclotómico de orden n.) 
a) Establecer la fórmula 


X-1l= IL LX). 


Deducir (por recurrencia sobre n) que D,(Y) e Z[X]. Calcular el término constante de D,,. Probar 
que, para todo divisor estricto 0 de n, D,(X) divide al polinomio (X” — 1)((X*— 1). Calcular 
Dpa(X) (p primo, a > 1). 

b) Calcular el descriminante A de P,a(X) (p primo, a > 1). Se recuerda (cf. Cap. VD) que 4 está 
dado por la fórmula 


A =(- re» ñ DILO), 
k=1 


en donde m es el grado de D,a(X) y en donde 0,, ..., Om son las raíces de Ppa(X). 

*20. Todo cuerpo finito es conmutativo, Sea K un cuerpo finito de característica p. Se designa 
por 1” el centro de K, es decir, el subcuerpo de los x e K tales que (Vy e K)xy = yx. Se sabe (ver el 
ejercicio 111.10) que existen enteros d y f tales que card(K) = p! y card(I”) = 
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a) Probar que d divide a f. En lo sucesivo, escribiremos e = fd. La hipótesis «K no es conmu- 
tativo» equivale a «/” % K», por lo tanto a «e > l». 

b)  Sehace operar a K*sobre sí mismo por la izquierda por medio de la ley (g, x)->gxg"!. 
¿Cuáles son las órbitas reducidas a un elemento? 

c) Sea (2 el conjunto de las órbitas de K*. Para todo (» €/2, se elige un elemento fijo xw € w y 
se designa por S,, al subgrupo de isotropía de x«. Probar que aquí la ecuación de clases se escribe 


SN card (K*) 
la sec MET 


d) Para toda órbita «€ £2 probar que el conjunto K, = Su, U (0) es un subcuerpo de K que 


contiene /”. Deducir que existe un divisor 5, de e tal que card (K,) = r*-. ¿En qué caso 0 < e? 
Con la ayuda de (1), deducir la fórmula 


(2) pi 


e) Se designa por D, al polinomio ciclotómico de orden e (cf. ejercicio precedente). Probar 
1 


que si 04 <e, el entero Dr) divide a 


Deducir, utilizando (2), que D.(r) divide a r —1. Calculando directamente P,(r), probar que se 
obtiene una contradicción. Deducir de ello el resultado enunciado. 


CAPÍTULO V 


1. a, f, y designan las raíces de x* + px + q =0. 
Calcular 


a 


2 2 . 
> Xp 14 14 


B+y' 


2. Calcular >xjxax, para las raíces de x% + px +q= 
3. Calcular: 
a) of para las raíces de xl + px?+qx*+rx45=0. 


ap , : 
DY 5 para las raíces de la misma ecuación. 


4. Calcular N(u?— 8%) para las raíces de x? + px? + qx + 
*5, Scan n, veC tales que: uv =p, 10 + v =—2g, y sea 0 
a) Probar que las raíces de 


) x—5p+5px+29=0 


u+v, d+ Oo, Pu+ Oo, O%u+0o, Pu+ Oo. 


b) Se supone que p y q son reales, p > 0. Probar que: 
Si p? < q? una sola de las raíces de (1) es real. 

Si p? > q?, 5 las raíces de (1) son reales. 

¿Qué pasa si p? =g*? 
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6. Resolver el sistema 
2+ryz2d=2, diryrzd=2, 4 yt42=2. 


(Utilizar las fórmulas de Newton) 
7. Resolver en C el sistema 


Ar+y+z2=0, x*+y4z=0, x+y4+2%=2. 
(Ecole des Mines.) 
8. Descomponer en factores reales el polinomio X?” + 1. 
n—1 rs a/2 
9. Calcular [] sen 7 Y deducir de ello el valor de la integral ja Log (sen x) dx. 
k=1 
(Ecole polytechnique.) 


10. Sea P(X) un polinomio con coeficientes reales cuyas raíces sean todas ellas reales y dis- 
tintas, y sea a eR*. Probar que P? + a? tiene todas sus raíces distintas. 
(Ecole des Mines.) 


(Estudiar los ceros de P”.) 
11. Estudiar los ceros reales de los polinomios Ph definidos por 


2 xr 
px) = y Z. 
p=oP* 
(Ecole polytechnique.) 
(Utilizar el teorema de Rolle (cf. tomo 2, Cap. 1V) y la relación 


PAX) =P, (X).) 
*12, SeaP =x! + 4ax? + 6 bx? + 4 cx +d. Si P(*) divide a P”, la ecuación P= 0 se puede 


transformar en una ecuación bicuadrada. 
*13. Parametrizar la curva de C* de ecuaciones cartesianas 


dryrz=l, e+ry+r?=l. 


(Se tomará t = x + y + z como parámetro, y se definirá x, y, z como raíces de una ecuación 
dependiente del parámetro +.) 
14. Determinar a, b,c de modo que a, b,c sean soluciones de la ecuación 


*+ad+bx+c. 


(Ecole des Mines.) 
15. Sea P(z) =2* + az + b2? + cz + d un polinomio de grado 4 con coeficientes en C. 
Demostrar la equivalencia de las propiedades a), bh), c) dadas a continuación. 
a) Las raíces de P forman un paralelogramo. 
b) Existe un AeC tal que, si hacemos D(U) = P(h + U), D(U) es un polinomio bicuadrado, 
e.d. de la forma 


D(U) = AU* + BU?+C. 


Cc) P' y P*” tienen una raíz en común. 


LELONG 1-35 
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16. Determinar la constante Á de manera que la ecuación (1 + z)" = A(1 — z)” admita por 
raíces los números 


¿cos (x +57). (0<k<nm- 1), 


m1 k 
en donde x es fijo. Deducir el valor de P= [] cotg (+ + = 
K=0 
17. a) Calcular 


2) = Y] sen (+ 4 tr) («énz) 


Kk=0 


(generalización del ejercicio V.9; se utilizarán las fórmulas de Euler y se partirá de la relación 
mi . 
TI (X — enim) = xr — 1). 
k=0 


b) Calcular asimismo 


Ot%)= [cos ( +2) x45+nz 


k=0 
*18. Sean a, ..., 2, números reales tales que 


(Vi) cosa, 0 y cos (a, + +4) % 0. 


Para 1 <j<n se establece u; = tg aj. Probar que se verifica 


tg (a, ++ +0) =( 2% 1 033) z (z (- 10) 


2k+1<n 2k<n 


en donde, para todo p > 0,0, designa la p-ésima función simétrica elemental de las uy, y en donde 
9% =1. 
19. Se consideran dos polinomios con coeficientes complejos: 


PX) =b)X"+=4+b,=0 (60% 0), 


de raíces fi, ..., Bn, y (X) =c4X7 +... + Cm =0 (co % 0), de raíces Y, -.., Ym- Si para todo 
entero k > 0 se tiene 


Probar que toda raíz no nula de P es también una raíz de O del mismo orden. (Utilizar las fórmu- 
las de Newton.) 
(E. N. S. Saint-Cloud, Extracto.) 
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20. Sea A una R-álgebra unífera sin divisores de cero y sea J su elemento unidad. 
a) Probar que un elemento X de A que no es de la forma X = 21, con 4 real, y que verifica 
una relación de la forma 


(1) a1+aX+-"+a,X"=0  (8,....a,eR) 


verifica también una relación de la forma 
(2) X+a0X+$l=0, 


en donde «, f£ son números reales que cumplen «?—4f$ <0, 

b) Probar que si A es conmutativo, existen a lo sumo » elementos de A que verifican la rela- 
ción (1), en donde ay, ..., an son reales dados. 

e) Probar mediante contraejemplos que estos resultados no son ciertos si A es un álgebra 
unífera cualquiera. 

(Se puede tomar para A el álgebra .4.(R) (ver Cap. 1X) y buscar las matrices Ye .“(R) para 


las cuales X? = 1.) 


CAPÍTULO VI 


1. Calcular ¿ eC para que dos de las raíces de x* — 2x? + Ax + 3 = 0 tengan por producto 1. 
Resolver entonces la ecuación. 
2. Condiciones entre p, q, r, s para que las imágenes de las raices de 


t+4pxi+6gx + 4rx+4s=0 


formen un cuadrado. Resolver entonces la ecuación. 
3. Calcular 2 y eC para que la ccuación X* -/-2X? + 4X + 1 =0 tenga una raíz triple. 
4. Hallar todas las ecuaciones de grado 3 invariantes por la transformación y = x— 1/x. 
*5, Hallar la ecuación de grado 3 cuyas raíces son 2? + y? Proa—p8a+py, 
en donde a, fi, y designan las raíces de x* + px? + qx +r 
6. Hallar la ecuación cuyas raíces son las 6 razones que se pueden formar con las raíces de 
3+px+q=0. 
7. Eliminar x entre x—1=0 y x4+px+q= 
8. Eliminar x entre x*—¿4x?—q=0 y x e a =0. 


(Ecole polytechnique.) 
9, Sean P y Q polinomios de grados respectivos m y n. ¿Qué relación existe entre la resultante 
R de P(X) y O(X), y la resultante S de los polinomios M(») y NG») definidos por 


ds mp +b A + ¿y +8 
M(y) = (y + 0) rs E 5) MG) = (yy + 0) op). 


en donde a, f, y, Ó son tales que ad — fy 4 0? 

(Se estudiará el cociente S/R). 

10. Determinar un polinomio P(X, Y, Z, T) tal que las relaciones X= 4?, Y =B* Z=C?, 
T=D?* y A+B+C + D=0 impliquen P(X, Y, Z, T) =0. 

(Considerar A, B, C, D como raíces de una ecuación de grado 4 que se transformará por medio 
de y = x?.) 
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CAPÍTULO VII 
1. El cuerpo de base es C. Descomponer en elementos de primera especie 
Qn! n! 1 1 
á Ú (É k2 Mx —1)...(x—nm)” cos (n arccos x)* ml - x)" 
ó 1 1 1 x+1 
A=ay. (P-D" (Pra (-x+D" 


2. Descomponer en elementos simples las fracciones siguientes en R(X): 


m 2m 

y Xx x 1 
AA _— ARK m<n), TER VE 
A e A o FT 


3. Sea F=/f una fracción racional escrita en forma irreducible; si a es un polo doble de 


y Á B 
F, se escribe: 


E 


Probar: 


2 E 9'(a) f'(a) — pla) pa] 
3 Lar 7 


Aplicación: Descomponer 


1 
Hr en donde x,, ..., x. son todos distintos y 


, 
» 
Hx)= || (xx). 
1 
A 
1—2x cos a + a%* 
(Ecole polytechnique.) 


4. Sea uER. Calcular la derivada n-ésima de — 


5. Simplificar 


” xXx 


(1) pa (X — a)? 


=F cuando 0, =.et br. 


(A priori se puede escribir 3 1(X— ax) = P/O, y determinar P y O, o bien desarrollar cada 


uno de los términos de la suma (1) en serie formal. Asimismo se podrá efectuar el cálculo directo 
de (X” — 1)*F.) 


(Ecole polytechnique.) 


6. Reducir a mínimo común denominador y simplificar la suma de las fracciones racionales: 


YE a ba a, — ¿a 
o : 


(Se puede descomponer en tres sumas de » términos y desarrollar cada término en serie formal, 
o efectuar un cálculo directo, como en el ejercicio precedente.) 


(Ecole polytechnique.) 
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7. Se designa por 
FX) =X 4 py Xd pa = (X — Xy) (A — Ka)... (X — Xp) 


un polinomio con coeficientes en C, y se le asocia el polinomio 


UV) =1+p Y + pa Y 4 + p, Y" =p Y — Y (Y — Y,)... (Y — Y) 
en donde se ha puesto 


a) Establecer la relación (cuyo segundo miembro es una serie formal): 


A IA Sa= Y y" 
A A 


b) Deducir un método de cálculo de los Sn en función de los py. 

c) Deducir también una nueva demostración de las fórmulas de Newton. 

8. Sean P, QER[X] tales que gr (P) =p, gr (0) =q,p <q. 

PX) =XP"+aqXP1+... +4p, Q(X) = X9+b,X91+... + bg, P y Q primos entre sí, 
Se pone R = P/Q eR(X). 


dR 
a) Hallar el grado del numerador de R” = 7, cuando se elige como representante de R” la 


dx 
Pp" —PQ' 
fracción LAA 

¿En qué caso este representante de R” es irreducible? 

b) Probar que existe una sucesión de polinomios P, tales que la fracción 


d"R A PX) 
mo i O 
RW = ay sea igual a la fracción tony 


Hallar una relación recurrente entre los P. 

e) Calcular gr (P.). 

d) Se supone que q = 2, y que las raíces de Q no son reales. Probar por recurrencia que Pn 
admite (n + p) raíces reales. 


(Utilizar el teorema de Rolle.) 
(Según un ejercicio propuesto 


en la Ecole polytechnique.) 
9. Se identifica el cuerpo C de los números complejos con el plano R?, asociando a cada 
(x, y) €R? el complejo z = x + iy. 
Sea P un polinomio con coeficientes complejos. 
a) Si todas las raíces de P se hallan en el mismo semiplano abierto limitado por una recta 


dP 
A del plano, las raíces de P' = dx se hallan en este mismo semiplano. 


b) Si todas las raíces de P se hallan en un mismo semiplano cerrado limitado por una recta 
A del plano, y si P” tiene una raíz sobre 4, P tiene asimismo una raíz sobre 4. 

(Nota: para a) y b) se aconseja utilizar la descomposición de P“/P.) 

€) Si las raíces de P se hallan en un polígono convexo cerrado del plano, las raíces de P” se 
hallan en este mismo polígono. 
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d) Si las raíces de P son simples, y ferman el conjunto de vértices de un polígono convexo, 
las de P* se hallan en el interior de dicho polígono. 

10. Se hace u = tg x; probar que, si n es un entero de la forma n = 2m + 1, existe una frac- 
ción FeR(X) tal que cotg nx = F(n) para xeR y xgZx. 

a) Determinar los polos de F (calcúlese el producto 


m1 kr 
P= cotg ( + | 
a ” 
y véase ejercicio V.8). 


b) Descomponer la fracción F en elementos simples en R(X). Deducir la expresión de cotg x 
en función de tg (x/n) y de 


(Respuesta: cotg x = 


*c) Deducir que para x real no múltiplo de x, se tiene 


1 2 
cotgx =-+ 
Ñ x z x 
(Hacer m = 2p en (1) y que p tienda a infinito.) 
11. Sean a, +, 4, elementos distintos de un cuerpo conmutativo K, y sea P un polinomio 
de grado — »— 1, con coeficientes en K. 


PX) 
(A—A41) . . . (X—4n) 
b) Dados » elementos cualesquiera b,, ..., b, de K, probar que existe un polinomio y uno 
solo P< K[X], de grado <n— 1, que verifica P(a;) = bh, para ¡=1,2,...,1m. (Polinomio de 
interpolación de Lagrange.) 


a) Descomponer en elementos simples la fracción racional F(X) = 


CAPÍTULO VII 


1. Sea E,, el espacio vectorial de los polinomios de grado < n sobre un cuerpo K, y sean 
Po Pi, ..., Pn polinomios tales que grad (P;) =k (0<k<m). 

Probar que (Py, Py, ..., Py) es una base de E,. Ejemplos de tales bases. 

2. En el espacio vectorial E = F(R, R) se consideran las funciones fy : x > e%%, 

Probar que (f,)yer es una familia libre en E. 

(Utilizar las derivadas o estudiar el comportamiento en el infinito de las combinaciones 
lineales de elementos de E.) 

3. Sea E el espacio vectorial de las aplicaciones de [0,1] en R. Para todo xe€ [0,1] y todo 

1 

y€]0, 1[, se escribe f(x) = =$ 

Probar que la familia (/,),e10.11€s libre en E. 
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4. E designa el R-espacio vectorial F(R,R). Probar que, en E, son libres las familias siguientes: 


a) (x" ch x, xP sh x),>0,p>0: 
b) (cos nx)n>0- 
c) (sennx)»> 0 


5. a) Sean 0,0%, ...,%, reales distintos, y 4p, 4, ..., 4, reales no todos nulos. 

Por recurrencia sobre » (y utilizando, por ejemplo, el teorema de Rolle) probar que la ecua- 
ción ay + a1x% +... + anx"n =0 posee sólo un número finito de soluciones > 0. 

b) T designa un conjunto, y E el R-espacio vectorial F(T,R). Sea f: T-—>Ri una aplicación 
tal que f(T) sea una parte infinita de R*. Probar que la familia (f)aer es libre en E. 

6. a) En el espacio vectorial E = F(R,R) se consideran los elementos f, definidos por 
f(x) = (x—a)| para xeR. Probar que la familia (fJaer es libre en E. 

*b) Probar que la familia f, ¿(a € Rx2N, au ER) definida por faa(x) = |x — ale es libre en E. 

(Se puede estudiar el grafo de las funciones que son combinaciones lineales de elementos de 
la familia considerada.) 

7. Sean fifa, ...,fn, n aplicaciones de R en R, linealmente independientes en el espacio vec- 
torial 4(R,R) de las aplicaciones arbitrarias de R en R. Probar que existen 1 números reales 
Xp» Xp > > +» Xp tales que det [f(xp)h <i<n,15j<n H 0. 


(Ecole polytechnique.) 
(Razonar por recurrencia sobre n.) 
8. Para x>—1 se escribe g(x) = sen [Log (1 + x)]. Las funciones g,g?,...,g"”, ¿son 
linealmente independientes ? 
(Ecole polytechnique.) 
(Generalizar y comparar con el ejercicio 5.) 
9. Sean F, N dos subespacios vectoriales de un mismo espacio vectorial E. ¿Cuál es la con- 
dición necesaria y suficiente para que exista un endomorfismo f de E tal que F(E) = F, f-(0) = N? 
(Ecole polytechnique.) 
10. Sea £ un espacio de dimensión finita n sobre C, y u, + dos endomorfismos de E tales que 
vu =0, 
Hallar una desigualdad que relacione el rango de u y el rango de v. ¿Puede darse la igualdad ? 
(Ejemplos: las proyecciones.) 
(Ecole polytechnique.) 
11. Sea E un espacio vectorial, L, M, N tres subespacios. ¿Se cumplen las igualdades 


LO(M+N)=(LOAM)+ (LAN), 
LoO(M+ (LAN) =(LAM)+ (LAN)? 


(Ecole des Mines.) 

1. Sea E un R-espacio vectorial. Se dice que E es precomplejo si se le puede dotar de una 
estructura de C-espacio vectorial, tal que E se obtenga a partir de esta estructura, por restricción 
de los escalares a R. 

a) Probar que E es precomplejo si, y sólo si, existe un endomorfismo y de E tal que y? + e =0 
(e designa el endomorfismo identidad). 

b) Cuando E es de dimensión finita 1, E es precomplejo si, y sólo si, n es par. 

(El problema consiste esencialmente en definir de forma coherente la multiplicación por i.) 

13 Sea E un espacio vectorial de dimensión finita n, y sea ueZ(E). 

a) Probar que el núcleo y la imagen de u coinciden si, y sólo si, se verifican las siguientes 
condiciones: 


0) w=0,  n=2dim[mE)]. 
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b) Probar que las condiciones (1) equivalen a la existencia de una base en que la matriz 


de u es de la forma 
E A 
oo 


en donde A es una matriz cuadrada invertible de orden p = n/2. 
14. Si f, g son dos endomorfismos de un espacio vectorial de dimensión n, se tiene 


rang (So 9) > rang (f) + rang (9) — n. 


15. Eeselespacio vectorial de las funciones indefinidamente derivables, de período 2, sobreR, 

d designa el endomorfismo: ff”. Determinar Ker d e Imd. ¿Se verifica E = Ker d O Im d? 
(Ecole polytechnique.) 

16. Sea K un cuerpo conmutativo y n un entero > 2. Para toda permutación o, ve S,, se 
define el automorfismo 7, de E= K, por To(X1 X2 ...> Xn) = (1 ++.» Yn), CON Y = Xo(x) 
para 1 < k < n. Se dice que un subespacio H de E es invariante por S, si es globalmente inva- 
riante para todos los automorfismos Ta(0 € S»). 

a) Probar que los únicos subespacios invariantes de E, distintos de (0) y E, son: el hiperplano 
A HFxXo+ +... + Xp =0, y la recta de ecuaciones x, =X¿=...= Xp. 

b) ¿Cuáles son los subespacios invariantes por el grupo alternado An? 

17. Sea E un espacio vectorial de dimensión finita n, y sea u c-£(E). Se establece 


J =u (E) (n>0), K, = Ker (u”) (núcleo de u") (n > 0). 


Por convenio, ” = e, aplicación idéntica de E. Las sucesiones J, y K, son estacionarias; además, 
si s es el mínimo de los enteros p tales que Jp = Jp+1, Se tiene: Ky = Ko4s Y, Sis >", Kp1 % Ko. 
Finalmente, £ es suma directa de J, y K;. 

18. Sea E el espacio vectorial de los polinomios con coeficientes reales, de grado < n. 

a) Probar que los polinomios ((X + h)”)eg forman un sistema de generadores de E. 

b) Se considera el conjunto £ de los endomorfismos y de E tales que VheR, VPEE, 
plP(x + )] = [p(P)] (X + h); € es una subálgebra de Z(E). Probar en primer lugar que 
dim (6) <n + 1, después, que dim (6) =n +1. 


(Ecole polytechnique.) 
(Demostrar que las aplicaciones P+>P() derivada de orden i, para ¿=0,1,...,n, forman 
una base de 6.) 
19. Sea E el espacio vectorial de los polinomios de grado < n— 1 sobre un cuerpo de carac- 
terística O. A partir de un polinomio Pe E se forman los n + 1 polinomios 


PAX) = P(X); PX) =P(X +1),.... PX) = P(X +n). 


a) Determinar una relación de dependencia entre los polinomios precedentes, esto es: 
Y 4 Pi=0. 
x=0 


(Para ello considerar el endomorfismo A: P+H>P, de E; calcular sus valores propios y sus 
vectores propios; observar que (4 — 1)" =0, y (A — 1)"1H 0; desarrollar (A — I)” por medio 
de la fórmula del binomio y aplicarlo a P.) 

b) Determinar una base (e,, ..., en) de E para la que se tenga B(e¡) = €z+,, con B= A—IL, 
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(Respuesta posible: 
O =1, 000 =X, 6,101) = ED etc) 


(Ecole polytechnique.) 

20. Sea E, el espacio vectorial de los polinomios de grado < n— 1 con coeficientes reales. 
Se considera la aplicación lineal U: E, > En, tal que U(P) = O, en donde Q está definido: por 
0(x) = e* he =** p(x)). x € R. Hallar el núcleo de U, y la dimensión de la imagen de U, y 
la matriz E U en la base canónica 1, X, XP, ..., XP, 

(E.N.S. des Ponts et Chaussées.) 

21. Se considera el conjunto de los polinomios P, homogéneos de grado » con dos variables 
XX 

a) Probar que B, =(X", X"-1Y, ..., XY"-1, Y") es una base de Pr. 

b) Sea A la aplicación de P, en Pn->: 
ap 
or?" 
Propiedades de 4, Matriz de 4 en la base (B,). Calcular dim (Ker 4). 


(Ecole des Mines.) 
22. Sea EelC-espacio vectorial de los polinomios P eC[X, Y] tales que grx(P) < 2, gry(P) < 2, 


a) ¿Cuál es la dimensión de E? e 


di 
b) Probar que la aplicación u : E ++E definida por u(P) = ej un endomorfismo. Deter- 


minar la dimensión de la imagen y la dimensión del núcleo de u. 
(Ecole polytechnique.) 

23. E designa el espacio vectorial de los polinomios de grado < n, con coeficientes en C. 
Sea q el endomorfismo de E tal que y(P) = P—P”. 

a) Probar que y es invertible, y expresar p”* con la ayuda de los endomorfismos (D”)m>0 
así definidos: D” es la identidad, D = D' es el operador de derivación, tal que D(P) =P* y 
D"= Do D"-) para m> 1. 

b) Sean 2; ...,Zp números complejos no nulos distintos. Se hace p¡((P) =P — AP” para 
PeE. Estudiar el operador PLOP20 ... O Pp. 

(Según un ejercicio propuesto por 
la Ecole polytechnique.) 

*24. 2 designa el R-espacio vectorial de las sucesiones acotadas de números reales; % es el 
subespacio de 2 formado por las sucesiones convergentes; 4 es el subespacio de las sucesiones 
periódicas; %, es el subespacio de las sucesiones que tienen límite 0; /? es el subespacio de las suce- 


siones (x») tales que 2, [xn| es convergente; 4 es el subespacio de las sucesiones (x») tales que 
co n= 
2 x, Converge. 
n=1 
Probar que los espacios cocientes siguientes son de dimensión infinita: 


Alp, Pg, Ele Clg, In 


25. Sean K un cuerpo conmutativo cualquiera, y E el espacio vectorial constituido por las 
sucesiones a = (An)nen de elementos de K, cuyos términos son todos nulos salvo un número finito. 
¿Cuál es el dual de £? Utilizar este dual para construir ejemplos que muestren que ciertos teoremas 
demostrados en este capítulo para espacios de dimensión finita, no se extienden a los espacios de 
dimensión infinita. 

*26. Sea K un cuerpo conmutativo de característica nula y E, el espacio vectorial formado 
por los polinomios Pe K[X,, ..., Xn], homogéneos de grado p, y del polinomio nulo. 
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A todo punto / = (4, ... ., 2) € K” se asocia la forma lincal 7; sobre E, tal que: T(P) = PO). 
a) Probar que existen m puntos 41, ..., 2” € K” tales que Tis, ..., Tim forman una base del 
dual Ef de Ep.(m = dim (E,)). A una base de este tipo se le llamará una /-base de Ef. 


m 
b) Utilizar a) para mostrar que todo polinomio P € E, se puede escribir en la forma P= 2 4/U,?, 
1 


en donde d, e K, y en donde U; es un polinomio homogéneo de grado 1 para todo ¿. 

c) Se designa por F, el K-espacio vectorial de los polinomios P € K(X,, .. ., X,,] de grado < p. 
Para todo / e K”, se define la forma lineal 7, en F, por 7,(P) = P(%). Probar que, si q = dim (fp), 
existen 21, ...,2%€ K” tales que Tj1, ..., 772 forman una base del dual Fj de F,. Establecer que 
la base dual de T;,, ..., ja está formada por polinomios de grado p. 

d) Examinar el caso particular n= 1. 

(Según el problema escrito, Saint-Cloud, 1967.) 

La cuestión b) ha sido propuesta en la Ecole polytechnique. 

27. a) Sea A una R-álgebra unífera de dimensión finita n, sin divisores de cero; y sea / su 
elemento unidad. Probar que a cada X e A se pueden asociar n + 1 números reales dy, Q1, ..., Gn 


” 
tales que al + Y ayX* =0. Deducir que si X no es de la forma 4 1, con 4 real, existen o, PBeR 


que satisfacen a? —4f8$ <0 y X?* + aX + BI =0 (cf. ejercicio V.20). 

b) Se supone n > 1, lo que implica la existencia de un elemento X, de A que no es de la forma 
X, = 21, con 4 real. Probar que es posible elegir 2, 4 ER tales que J = 21 + y Xo satisfaga J* = — 1, 
Inversamente, si Je A verifica J? =—1I, probar que es posible elegir A, pe R tales que 
X,=21+uJ y X¿= 1 —uJ verifiquen ambos la relación X? + aX =— bU =0, en donde a, b 
son dos números reales tales que a? —4b < 0. 

e) Suponiendo que A es conmutativo, demostrar que la aplicación (2 + ip) +>41 + uJ 
(%, 1 ER) es un isomorfismo de C en A y deducir de ello que A es un cuerpo. (Utilizar el ejerci- 
cio V.20,) 

(De esta manera se ha establecido que una R-álgebra conmutativa de dimensión finita que 
constituye un cuerpo es isomorfa a R o aC.) 


CAPÍTULO IX 
1. Calcular la inversa de la matriz 


L a ar 
0 l a (e 
M= 
a 
O apio da 1 
2. Calcular la inversa de la matriz 
E: EA n 
0 LN e 1 
M= 
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3. Se pone o, = etikan (0<k<n—0. 


Calculando 'M.M, hallar la inversa de la matriz M = [(W;-)/] s k<n 
1<j<n 
(E. N. S. 1, 1969, escrito.) 


4. Inversa de la matriz 


E AA 1 
1 LAA reo 1 
M=|: , (41%0,a,%0,...,a, 4 0). 
Dee 1+a, 
*5. Sean Me A ,(C), M = [x;,]. Se supone que, para cada ¡=1,2, ...,n, se tiene 


lxal> Y Ixgf 


je 


Probar que M es invertible (establecer la imposibilidad de que exista una relación lineal entre las 
columnas). 


6. Las matrices con coeficientes reales, de la forma 

xx y -2 -t 
y e z 
z 1 x -y 
tz y» xXx 


forman un cuerpo L con las leyes inducidas por .4¿(R). Buscar el centro de L. Calcular M” (n e N*). 
(Poner Men la forma M = xI + N, y buscar las potencias de N, Cf, también el problema n.? 5). 


laa a 
1 2 g3 
7. Calcular M-! cuando M = pb (a, B, y, Ó distintos). 
Lor A? 
ll 5903 (Ecole polytechnique.) 


8. Probar que la inversa de la matriz 
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es 


AM 
A A 


-1 


(Ecole polytechnique.) 


(Cf. ejercicio XL.19.) 
*9, Una matriz M = [a¡;] e .,(C) se llama mágica si existe un 06€ tal que: 


para |< ¡<n Ya,=0, 
j 
para 1<¡<nm Ya,=8, 


y Dan = Dtinsii=0- 


Las matrices mágicas forman un subespacio vectorial de 4, (C). Calcular del mismo la dimensión 


y dar una base. 
(Ecole polytechnique.) 
10. Sea K un cuerpo conmutativo. Por definición, el centro de M,(K) es el subanillo de las 
matrices Ce M,(K) tales que, para todo Xe M,¡(K), CX = XC. 
Probar que el centro de M,(K) está formado por las matrices 41 (2 € K). 
(Considerar ante todo el caso en que Y es diagonal.) 
(Ecole polytechnique.) 


11. Sea K un cuerpo conmutativo. Para toda matriz A = [a¡,] perteneciente a M,(K), se 
A 
designa por Tr(4) = > a; a la traza de A. 
i=1 


a) Probar que, cualesquiera que sean las matrices A, B, Ce M,(K), se tiene: 


Tr (4B) = Tr(BA); Tr(ABC) = Tr(BCA). 


b) Sean A, B dos matrices tales que, para toda matriz X e M,(K), se verifica: 
Tr(4X) = Tr(BX). 


Probar que 4 = B. 

12. Las notaciones son las mismas que las del ejercicio anterior. 

a) Probar que a cada aplicación lineal f de M,(K) en K se le puede asociar una matriz F única 
tal que f(4) = Tr (AF) para toda matriz Ae M(K). 

b) Probar que toda aplicación lineal f de M,(K) en K que verifica f(4B) =f(BA) cualesquiera 
que sean 4, Bs M,(K) es de la forma f(4) =/ Tr (4), en donde ¿e K. 

(Utilizar los ejercicios precedentes.) 

13. a) Sea ue Z(C”) un endomorfismo que no se reduzca a una homotecia. Probar que existe 
una base (€, ..., €) de C” tal que u(e) = es. 
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b) Sea Ac M,(C) tal que Tr (4) = 0. Probar, utilizando a) que A es semejante a una matriz 
cuya diagonal únicamente contiene ceros (razonar por recurrencia). 
14. Para toda matriz nilpotente N e M,(C) se define 


1 
1 N=Y > 
0) exp(N) Api 


(la suma (1) se reduce a un número finito de términos). > 
c) Sean N,, N¿ dos matrices nilpotentes tales que N, N¿ = Na N,; probar que la matriz N, + Na 
es nilpotente y que 


exp(N, + Na) = exp(N,).exp(N)). 


Deducir que exp(N) es invertible, cualquiera que sea la matriz nilpotente N.' 
b) Suponiendo en todo momento que N es nilpotente, se define 


a sis 
o log(1+N= y EZ pr, 


1 La 
Probar que log (exp N) = N y exp [log (1 + N)]=1 + N. 


(En el Curso de Análisis (tomo II) un estudio de la convergencia de las series (1) y (2) permitirá 
extender las aplicaciones NH>exp(N) y Ni=log (1 + N) al caso de matrices no nilpotentes.) 


CAPÍTULO X 


a b e d 

b 4 Te 
1. Calcular el determinante 

cd a b 

de 6 Doe 


(Descomponer en un producto de factores lineales.) 
2. Calcular el determinante 


DE id be 
A, = 
E E Y 


3. Para cada entero k =1,2,...,n— 1, se da un polinomio f;, de grado k, de la forma 


xl 
LO =X*+ Y a,,X” 


p=0 
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Establecer la relación 


LA) > hi1) Lx... m7 


O 


Deducir de ello un cálculo del determinante 
l cosa,  ... cos(na,) 
Durr = 
1 AA cos (na, + 1) 


4. Calcular los determinantes siguientes: 


*5. Demostrar las relaciones: 


O 0» 2c0os01 1 0. 
0 a 0 12c0s08 1 
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(Faddeev-Sominsky). 


lex dad 14 
=l1-=x2x..%-(0=0D(0-01.. (-D] 
153) 

l+x, 1+x? 1+x5 

1 % e 0” El 

De A DES 

2 ”-1 

1 2x 3 .. Mim -(1) OD (y — xy. 

4 k=i 

DA Bula (+1 


1 y y ANO y 


Ejercicios 559 


6. Calcular el determinante 


(Se calculará el producto [] (1+2w +... + nu") en donde U,, designa el grupo de las 
weÚ, 
raíces n-ésimas de la unidad.) > 


7. Sea B= [bis] una matriz cuadrada de orden n + 1 con coeficientes en C. Para 
ls is<n+1, 


n+i 
se hace Bix)= 2 bigx*=, y se designa por X= [a¡y] a la matriz tal que ay =x]7* para 
k=1 
1)=1,2,...,1+1. 
a) Calcular BX. 


b) Aplicación: Por medio de los polinomios B,(x) = (x + ¿)", deducir el valor del deter- 
minante 


r A ID 
2. 3 
4, = 
(+1 (+2) ... Qn+ 1)" 
c) Calcular asimismo: 
o. (nr! - (ln)! 
por 


td E E 


*8. Probar que: 


TI (a, — a) (b, — b) 


1 ls] 
des | ] S 
a+bj] is TI (a, + 5) 
3] 


¡Sn 
1<j<n 


9. Sea M(1)e 4, (R) una matriz cuadrada invertible cuyos términos son funciones deriva- 
bles del parámetro teR. Si 
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a) Escribir la fórmula de Taylor-Young de orden 1 para M(t) en un entorno de tp. 
b) 1, designa la matriz unidad de orden n. Se define 
L(h) = det [1, + h[M(t0)] M'(t0)] - 


L(h) es un polinomio en k. Explicítese el término constante y el término de grado 1. 
€) Deducir la fórmula 


¿fact (M(0)] = det (M(0).Tr prog] . 


d) Aplicación. Si Ace A.(R), calcular p(1) = det(exp(t4)). 


(Se recuerda que, para toda Me .4,(C), exp(M) = y M' ) 
2120 pi) 
. No existe ninguna 


N. B. La derivada de una matriz A = [ay(£)] es la matriz 4 = O 


relación simple entre det (4”) y - [det (4)]. En el Curso de Análisis se halla otra fórmula para 


expresar la derivada de un determinante. 
Remitirse al Curso de Análisis para las cuestiones de convergencia. 
10. Calcular los determinantes siguientes: 


1 5 a Ll 2: 2d 2 
a a la 
E 01 
D= 3 2 a | 4=|1 4x 9x2 16x% 25x* 
1 2%. 31 CAL 1 a á di 
4 3x% 2x1 A 
1 2y 3y? 4y 5y* 


(Respuesta: 4 = 2 x? y(x — y)*.) 

11. a) Sea Kun cuerpo conmutativo. Si el producto PQ de los polinomios P, Q € K[X,, ..., Xn] 
es homogéneo, cada uno de los polinomios P, O lo es (ver Cap. IV). 

b) Utilizar a) para demostrar que el polinomio A,((X;,)) con n? variables 


Xi Xijz ... Xin 


A (X,») =| : es irreducible en K[(X¡))1<i<n] - 
: 1<j<n 


Se razonará por reducción al absurdo y se utilizará la homogeneidad respecto de las filas o de las 
columnas. 


e) Probar asimismo que el polinomio con iD variables (Xi <iejen definido por 
Sn((X15)) = det ([vis)) en donde se ha puesto: yi¿ = Xi, para ¡< je yig = Xi para ¡<j, es 


irreducible en K[(X), <¿<¡<n]. 
12. a) Probar que las matrices de la forma 


u —y 
ÁA= , 5 (u, ve C) 


Ejercicios 561 


constituyen una R-álgebra K. La aplicación p: A+>9(4) = (Jul? + |v!?)/* ¿constituye una norma 


en K (considerado como espacio vectorial)? 
b) Probar que K es un cuerpo no conmutativo (cuerpo de los cuaterniones) (cf. problema n.” 5). 


CAPÍTULO XI 


1. Calcular los valores propios de las matrices siguientes: 


0 e E Il 
O a =1 0-1 
(orden a); 0 « | (orden n); 
Xx 5 =] 
y y 0 Dira =1 0 
41 4 An 
4, 4; ] 


43 43 .4, 4, 


2. Valores propios y vectores propios de A: 


] E Al 
y £=L Z 
A e + X,),z,t son números reales no todos nulos 
di A 
E E y Xx 
0 .0 q 


3. ¿Condición para que M = sea diagonalizable? 


4. Sea .4 el conjunto de las matrices cuadradas de orden » sobre R con coeficientes reales, 
de la forma 


P=[p)]  (j=1,2,...,m) 


que verifican: 
(Vaj) 0<p,<1! y (1) Ypy=1 
j=1 


a) Si P,Qe.A, se tiene PQE 4. 


LELONG 1-36 
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b) Demostrar que toda matriz P€ . admite el valor propio 1. 
(Ecole polytechnique.) 
5. Sea EunC-espacio vectorial de dimensión 6. Buscar los endomorfismos f de E que verifican 


(P-Jf+3D(9$-21?=0,com ($212 %0 y (f-2D($2-f+31)%0, 


en donde / designa la aplicación idéntica de E. ¿Son diagonalizables estos endomorfismos ? 
(Ecole polytechnique.) 
6. Construir un endomorfismo de C” que admita un polinomio característico P dado y un 
polinomio minimal Q dado (Q es un divisor de P). 
7. m designa un número real, y se considera la matriz 


a) Determinar sus valores propios y los vectores propios asociados. Probar que Am es dia- 
gonalizable. 
b) Discutir, según los distintos valores de m, el rango de A. Determinar, cuando exista, la 
matriz inversa de Am. 
c) En el caso de ser Am no invertible, determinar el núcleo y la imagen del endomorfismo 
asociado. 
8. Sea E un espacio vectorial sobre R, y fe Z(E) tal que f* = f. Condición que debe verifi- 
car fER para que / + 1f sea invertible. Calcular su inversa. 
(Ecole polytechnique.) 
9. Sea E un espacio vectorial de dimensión finita n sobre C, y sea fcF(E) tal que f* = — Ip. 
Hallar los valores propios y los vectores propios de f. Probar que E es diagonizable. 
(Ecole polytechnique.) 
10. Aes la matriz de un cierto endomorfismo de un espacio vectorial de dimensión » tal que 
A* = 1, Probar que A es diagonalizable en C. 
(Ecole polytechnique.) 
11. Vectores propios y valores propios del endomorfismo A deR* definido por 44W)= VA W, 
en donde Ves un vector dado de R*. 
(Considerar R* como espacio complejo a fin de hallar vectores y valores propios comple- 
jos.) 
12. Sea Ae Mn(K) y sea k el grado del polinomio minimal de A. 
a) Probar que el subespacio vectorial de .4,(K) engendrado por las matrices A”(m € N) es 
de dimensión k. 
b) Suponiendo que A es invertible, probar que el subespacio de .W,(K) engendrado por las 
matrices A"(m € Z) es también de dimensión k. 
13. Determinar el polinomio minimal de la matriz 


Deducir un cálculo rápido de 47, 4%, 4%. 
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14. Sea E, el espacio vectorial de los polinomios de grado < n sobre R, y sea p el endomor- 
fismo de E, definido por 


PP) = (14? -1)P"+(QX+1)P". 


Hallar la matriz de p en la base (1, X, ..., X”), y los valores propios. Probar que los vectores pro- 
pios asociados a Ap = p(p + 1) son polinomios de grado p. 
(Ecole polytechnique.) 
15. Sean M, A dos matrices cuadradas de orden » con coeficientes en C tales que MA = AM, 
y se supone que M tiene todos sus valores propios distintos. 
a) Probar que todo vector propio de M es un vector propio de A. 
b) Probar que A es de la forma 


A=0%1,+0M+"+0,-M"*! (9 ..0,€C). 


(Utilizar una base de vectores propios.) 
(Según un problema propuesto 
en la Ecole polytechnique.) 
16. a) ¿Qué condición debe satisfacer el endomorfismo fe.Z(E) para que exista un vector 
xo€E tal que los n vectores Xp, f(xp), . . .,f""Uxp) constituyan una base de E? 
b) Sea geZ(E) definido por 


9%) =09x +01 F() Ho a MAA) 


Probar que g(xp) = 0 implica g = 0. 

c) Probar que si el endomorfismo hÁ conmuta con f, entonces h es combinación lineal de 
DIA 

(El mismo resultado que en el ejercicio precedente.) 

17. Se designa por (e,, es es, es) ala base canónica de R*, considerado como espacio vectorial 
sobre R, y se considera el endomorfismo u de R* definido por: 


ue) =e,+€+€4%, 


u(ez) = — e, —€3-€r, 
ules) =2e, + €, +€3+€4, 
u(es) = —2e,- ez. 


1) Calcular el polinomio característico P.(x) de u y probar que 4, =0 y 4, = 1 son raíces 
de Pu(x) =0. 

2) Probar que existen dos subespacios vectoriales suplementarios E, y E, de R* estables para 
u y tales que la restricción de (u — 2,1) a E; es nilpotente para ¡ = 1 e ¿ =2. (1 designa el endomor- 
fismo identidad de R*.) 

3) Sea u la restricción de u a E, (i = 1,2). Determinar una base de E; tal que la matriz de 
u; respecto de dicha base sea de la forma 


(o 0) metas 


(MP2, París.) 
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18. Sea A una matriz nilpotente de M,(R) no nula. 

1) Sea 7, la matriz identidad de M,(R). Probar que /, — A no es diagonalizable. 

2) Si B es una matriz diagonalizable de M,(R) que posee todos sus valores propios iguales, -- 
probar que A +B no es diagonalizable. 

3) En MA(R) hallar una matriz A nilpotente y una matriz B diagonal tales que A + B sea 
diagonalizable. 

(MP2, Paris.) 

19. A cada número real £ se le asocia el vector X(1) de R” de componentes (1, £,1?, ..., 19). 

a) A cada sistema de n vectores Y, Y, ..., Yn-, de R” se le asocia la aplicación £ > Y(£), de 
R en R”, definida por 


ro = Y "Y. 


k=0 


Probar que existe un único endomorfismo A, independiente de Y,, Y;, ..., Yn-1 que verifica: 
A*X() = Y(1) para teR. 

b) Escribir la matriz asociada al endomorfismo A. definido por A..X(1) = X(t + u), en donde 
u designa un número real dado, y probar que los endomorfismos A, constituyen un grupo mul- 
tiplicativo. 

e) Formar la matriz A (correspondiente a u =1) y utilizar 5) para tener su inversa 


7] 
d) ¿Qué condiciones debe verificar el polinomio P,(4) = 3 ax2* con coeficientes en C para 
k=0 


que se verifique P,(4,) = 0? Probar que se tiene p > nm; que P, existe y que es único salvo 
para un coeficiente. Determinar P, sin cálculo. 
(MP2, París.) 
20. Sea un polinomio P(X)= X” + an-¿X"1 + ... + ay con coeficientes complejos y sea 
up el endomorfismo de C” definido por: 


Ue) = es, l<i<n-1 
(1) 


Uple,) = — (Aye; + a, €7 ++“ +,-1€,) 


en donde (e, €, ...., en) es la base canónica de C”. 

1) Calcular en función de P, polinomio característico de up. 

2) Comprobar P(up) = 0. 

3) Probar, con la ayuda de las relaciones (1), que todo polinomio S de C[X] tal que gr S <n 
y S(up) =0 es nulo. 

4) De 2) y 3) deducir que todo polinomio Q de C[X] tal que Q(up) = 0 es un múltiplo de P. 

5) Si up es diagonalizable, probar que P carece de raíces simples. 

(MP2, París.) 
6) En el caso general, probar que P es el polinomio minimal de up. 
21. Sean As 4A,(C) y Se C[X]. Si el polinomio característico de A es 


P(X) = (— 1 (X—2)(X-¿ 


=D, 
el de S(A) es 


(= D"[X-— S(,)]... [X— SG,)] 
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22. Sean Ae 4 n(C), Be A n(C). Probar que AB y BA tienen el mismo polinomio caracterís- 
tico. (Empezar considerando el caso en que A es invertible, y en el caso general, substituir A por 
A + Aly. Cf. también el ejercicio 29.) 

23. a) Sea Ae A n(C). Probar que A es nilpotente si, y sólo si, se verifica Tr(4*) = 0 para 
1<k=<mn. Calcular entonces det (1, + A). 

(Expresar la matriz A en forma triangular y utilizar el $ V.2.) 

b) Si A es nilpotente, Me .4(C) y AM = MA, probar que 


det (M + A) = det(M). 


(Empezar por el caso enel que M es invertible.) 

24. a) Sea Ace An(R) una matriz cuyo polinomio minimal es X?+aX+b=0. 

¿Qué condiciones deben verificar a y b para que las matrices 41 +A (2, 4 €R) constituyan 
un cuerpo? Probar que este cuerpo es isomorfo a C. 

b) Inversamente, sea K una subálgebra de .4,(R) que sea cuerpo conmutativo. 

Utilizando los resultados del ejercicio VII[.26 probar que K es el cuerpo de las matrices 
AI (AER) o uno de los cuerpos obtenidos en a). 

25. Sea (X.) (n e N) una sucesión de vectores de R? cuyas componentes X, (i= 1,2, ..., p) 
verifican las relaciones de recurrencia. 


X, = Muj'» 
2107 Y as 

Formar la matriz A tal que X,+, = AX, cualquiera que sea n. Comprobar que el polinomio 
minimal de A es 


(P-1)X?-(p-2)X-1=0. 


Deducir la expresión de las sucesiones f(n) y g(m) tales que 4” =f(MA + g(m)I,. Determinar 
lím A, y lím X, en función de Xp. 


n>00 n>00 

26. E designa un espacio vectorial de dimensión n sobre un cuerpo conmutativo y se consi- 
dera un endomorfismo diagonalizable fijo fe P(E). Para toda forma y bilineal definida en E, se 
define y = Ty, en donde 


Y, y) = p[£00), y] + olx SON - 


Probar que T es un endomorfismo diagonalizable del espacio de las formas bilineales en E. 
* (Utilizar una base de E, conveniente.) 
27. Para cada permutación 0 €S,, sea Ty el endomorfismo de C” definido por 


To(X1s <> X) = (lara => Xotm) > 
Probar que 7, es diagonalizable y dar una base de vectores propios. 
(Empezar considerando el caso en el que o es una permutación circular y, a continuación, utili- 


zar el teorema (11.8.5).) 
28. Sean Ae MAp(C) y Be AC) dos matrices cuadradas tales que, para todo 


keN,  Tr(4%) =Tr(B%. 
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Demostrar que A y B tienen los mismos valores propios no nulos, con el mismo orden de multi- 
plicidad. Comparar sus polinomios característicos. 

(Utilizar el ejercicio V.19) 

(E. N. S. Saint-Cloud.) 

29, Sean A, B dos matrices rectangulares: A € .4f'p,(0) y BE Mq,p(C), tales que los productos 
AB y BA estén definidos. 

a) Comparar Tr (AB) y Tr (BA); y, en general, comparar Tr ((4B)*) y Tr ((BA)*) para keN*. 

b) Demostrar que AB y BA tienen los mismos valores propios no nulos, con los mismos órde- 
nes de multiplicidad (ver ejercicio precedente). 

c) Si p = q, probar que AB y BA tienen el mismo polinomio característico, 

(E. N. S. Saint-Cloud.) 

30. Sea P un polinomio homogéneo de grado » respecto de las n* incógnitas (Xy), 1 <i<n, 
1 <j<n, Identificamos el espacio vectorial . (C) con Cr”. Suponemos que D es multiplicativo, 
e.d. que verifica: 


D(X.Y) = D(X) D(Y) para X, Ye MC). 
a) Probar que D(1,) = 1, y que, si X es regular, se tiene: 
OA)AO. 
b) Determinar la restricción de D a las matrices diagonales. 


c) Sea Xe .An(C). Establecer que, si X posee todos sus valores propios distintos, los poli- 
nomios D(A) = det (X + 21.) y F(A) =D(X + Aly) coinciden; deducir en este caso: 


D(X) = det (X). 


d) Probar que D(X) = det (X) para todo Xe .A ¡(C) (cf. T. XIV. 4.4 que da una demostra- 
ción más rápida de d)). 

*31. Sean 4, 4, ..., 4, € C tales que 4,, 4,,..., 4-1 no sean todos nulos. Determinar los 
casos en que es diagonalizable la matriz 


0 «. 0 4 
A= ; 

0 0 

A a 


*32. Probar que existe una función p(») con valores enteros, definida para el entero n > 1, 
con la siguiente propiedad: 

Si A € GL(n,C) es una matriz con coeficientes en Z, cuyo orden en el grupo GL(n, C) (cf. def. 
11.4.4) es finito e igual a w(4), se tiene: 


(4) < p(m) 


(acotar superiormente los coeficientes del polinomio característico). 
*33. Toda matriz cuadrada Ae An(C) es semejante a su transpuesta. (Utilizar la reducción 
de Jordan.) 


Ejercicios 567 


*34. (Otra demostración del teorema de Hamilton-Cayley para M,(C).) 

Sea X = [xi5h<i<n, 1<j<n un elemento de 4,(C). 

4) Demostrar directamente que, si Y es diagonalizable, se tiene Px(X) = 0. 

b) Sea A ((x;5)) el discriminante del polinomio Px(2), (con una variable 2). 

Probar que el polinomio 4 ((X;,)) en las n? variables X;y es no nulo. 

€) Aplicando el teorema XIV.4.4. a los polinomios Px(X) y A(X), en las n? variables Xy, 
demostrar que se verifica Px(X)=0 para toda matriz Xe .A.(C). 

*35, Utilizar un método análogo al del ejercicio precedente para hallar que las matrices AX 
y XA (en donde A, Xe A .(C)) tienen el mismo polinomio característico. 

(Empezar por el caso en que Y es invertible.) 


CAPÍTULOS XII Y XIII 


1. Reducir a suma de cuadrados independientes las formas que siguen: 


91 -6y?-82%+6xy— l4x2 + 18xw+8y2 + 12yw-42w, 


2 2 2 . 
MN+FXAAA— 2 2194 2 M3 2x1 X4+ 2x2 x= 4% 


2. Sea F, la forma cuadrática con n variables: 


Precisar las y;. 
3. Si A€ GL(m,R), la matriz B = '4.A es definida positiva. Inversamente, si B es una matriz 
simétrica definida positiva de orden »n, existe Ae GL(n, R) tal que B='4.4. 


A a : 
Le eS ortogonal. Asimismo, si 4 +'4 =0, 


nom! 


4. Si 46 .4,(C) es antisimétrica, exp (4) = Y 


exp (4) es unitaria (cf. ejercicio 1X.14). 
(Si A no es nilpotente, remitirse a la definición de exp (4) dada en el Curso de Análisis.) 


2 
5. Sean ASGL(n,R), A = [ayy]. Probar que [det(4)? < T] ( 5 at), Desigualdad de 
1<j<n Nit 
Hadamard.) Jl 
(Razonar por recurrencia, eligiendo una base conveniente.) 
6. Seca A una matriz cuadrada de orden n con coeficientes reales, y simétrica. Se supone que 


existe un entero k > 2 tal que 4* = /, (matriz unidad de orden n). Probar que 4? = /,. 
=i=i 3 
1 A ú 
7. Probar que M =3 2-2 1 es una matriz de rotación. Determinar su ángulo y 
EZ, 2 


el eje. 
(Ecole polviechnique.) 
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8. Sea As O(m,R). Probar que si — 1 no es valor propio de A, existe una matriz Q e An(R), 
antisimétrica tal que 


A =(, + 0) *(U1,— 0) =(,- 0)0,+ 0)”, 


y que se verifica 4 e SO(n,R). ¿Recíproco? 

(Representación paramétrica de Cayley de SO(n, R).) 

9. Sea E un espacio euclídeo de dimensión p. A cada n-pla (x,, Xz, . . ., Xn) de elementos de 
E se le asocia el número 


GlXp» +... 


= det ([x,«X)li.;=1,2,...m) 


(determinante de Gram). 

a) Probar que X;, Xy, ---, Xn están ligados si, y sólo si, G(x;, ..., xn) = 0; y probar que si 
Xp +++, Xn SOn independientes, se tiene G(x;, ..., Xn) > 0. 

b) Probar que, para toda permutación o €S,, se tiene G(Xa(1), +» > Xa(n)) = G(X, ---, Xn), Y 
que el valor de G(x;, ..., Xn) no se modifica si se añade a uno de los vectores, por ejemplo a x;, 


una combinación lineal de los restantes vectores xy(¡X i). Calcular G(Axy, X2, . .., Xn). 
Cc) Suponemos que Xx, ..., Xx son independientes. Sea x€ E, y sea d(x, H) la distancia de 
x al hiperplano H = Vect (X,, ..., xn). Establecer la fórmula 


10. En el espacio vectorial E se llama norma a toda aplicación N de E en R* que verifique 
las condiciones 1, 2, 3 del teorema X11.5.3. 

Para que una norma N enR” sea euclídea(e.d. asociada a una forma cuadrática definida positiva) 
es necesario y suficiente que, para todo x €R” y todo y € R”, se verifique (teorema de la mediana): 


[NG + 9)? + [Nx — 993? = 2[M(0)]? + 2[M0)7? 


(Con la ayuda de N se definirá el producto escalar.) 


11. Sea (€,, ..., en) una base ortonormal del espacio euclídeo E. Sea E, = Vect (€,, ..., es) 
en uds A 1 1 
tes [+= +33 +. =). 
y sea íí el vector unitario de componentes ( > yr y 5) 


¿Qué ángulo forman ú y E, (Utilizar el ejercicio 9.) 
12. Ecuaciones reducidas, en coordenadas rectangulares, de las siguientes cuádricas de R*: 


A+NYO-2D+3x-5y=0, 
*-2y-2-4y2+2x2+2y+224+3=0. 


13. a) Con una transformación ortogonal real, reducir las formas que siguen a sumas de cua- 
drados: 


F=y»x3+ Y) xx, Fa= Y) xx. 
¡a 1Si<jSn 1Si<j<n 
b) Utilizar la matriz [Nose 1> en donde w, = e?ikz/n, para reducir F, y F¿ a sumas 
O<j<n—1 
de cuadrados por medio de transformaciones unitarias. 
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14. EnR” euclídeo, se consideran las cuádricas de ecuaciones: B,(x) = 0, B(x) = 0, en donde 
las matrices de B, y de B, son, respectivamente, '4.A y A.!A (A designa una matriz cuadrada cual- 
quiera). Probar que estas cuádricas son isométricas(Empezar considerando el caso en que A es 
invertible). 

15. Base ortonormal de vectores propios para la matriz de orden n: 


A A 0 
WU Rd A 
M= roo 
OU TO iia 0 


*16. En el espacio proyectivo P,(C) se consideran dos cónicas propias distintas 1” y A. En 
una referencia proyectiva cualquiera, las matrices de las ecuaciones de 1” y de 4 se designan por A 
y B. Demostrar que Tr (471B) = 0 es la condición necesaria y suficiente para que existan tres 
puntos de 4 que constituyan un triángulo autopolar respecto de 1”, 

17. Se designa por (e¡y) (ij =1,2,...,m) la base canónica de .4,(K); y, para toda matriz 
A= 3 aye de .Ay(K), se designa por Tr(4) = > ay a la traza de A. 

Í 7 


a) Probar que la aplicación 7 : (A, B) > Tr (A B) es una forr1a bilineal simétrica no dege- 
nerada definida en .4,(K). 
b) Probar que las matrices fi; = 1/2 (ey + eyi) y gy = 1/2 (ey — eyi) (i,j = 1,2, ..., nm) cons- 
tituyen una base ortonormal respecto de 7. 
(MP2, París.) 


18. Se dan dos formas hermíticas positivas [resp. definidas positivas], referidas a una misma 
base 


olx) =Dayx Xy, Y) = Y byxx). 
y) y 


a) Probar que la forma 
RG) = ay byx,3, 
ij 


es hermítica positiva [resp. definida positiva]. (Estudiar en primer lugar el caso en que y posee 


rango 1.) 
b) La misma cuestión para 


E(x) = Y e“ x,X,. 
dj 
(Ecole polytechnique.) 
c) Si p es definida positiva, y y positiva no nula, se tiene Y a; b,, > 0. 
19. Sea A€ An(R) una matriz simétrica cualquiera. Demostrar que 


2 gr 


epa) = Y 5 


n! 


es simétrica, y definida positiva. 
(Utilizar una base de vectores propios de A.) 
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20. a) Sean A una matriz simétrica positiva y k un entero > 1. Probar que todo vector propio 
de A* es un vector propio de A. (Considerar una base de vectores propios de A*). 

b) Sean A, B dos matrices simétricas positivas. Probar que para todo entero k > 1, la re- 
lación A4* = B* implica A= B. 

*21. Sea AS. ¡(R) una matriz simétrica definida positiva, y sea (€,, ..., €,) una base de 
vectores propios de A, siendo e; el vector propio asociado al valor propio 2¡(i=1,2,...,M). 
Designamos por P a la matriz de cambio de base que pasa de la base canónica de R” a la base (e), 
y se define 


LogA, 0 ... 0 
0 

Log (4) = PAP"*, en donde 4 = 
0... 0 Logá, 


a) Probar que esta definición es independiente de la elección de la base (e;), ¿Es simétrica 
la matriz Log A? 

b) Probar que exp (Log 4) = A. Recíprocamente, si B es simétrica, exp (B) es simétrica defi- 
nida positiva (ejercicio X11.19). Probar, que entonces, log (exp (B)) = B. 

Calcular log (4,4,) cuando 4,4, = Az4,, en donde A, y A, son simétricas definidas positivas. 

Cc) Sea Me GL(n,R). La matriz A ='MM es definida positiva. Se pone 


0 = exp( 108 a) al 


Probar que H = MQ”! es ortogon: 
d) Probar que la descomposición M = HQ (H ortogonal, Q simétrica definida positiva) es 
única. (Utilizar el resultado b) del ejercicio X11.20, con k = 2.) 
*22, Sean E un espacio hermítico de dimensión finita, y u un endomorfismo unitario de E. 
Se define y = e — u (en donde e es la aplicación idéntica de E). Probar que el núcleo N de v es 
el ortogonal de la imagen de b. y que 


1. 


lim a Y (x) 


na Mp0 


es la proyección ortogonal de x sobre N. 
(Ecole polytechnique.) 
*23. Sea G un subgrupo finito de GL(n, R) [resp. GL(n,C)]. Probar que existe una forma 
cuadrática g definida positiva en R” [resp. una forma hermítica A definida positiva en C”] inva- 
riante para todo q e G, e.d. tal que 


VpeG. YxeR". qolx)= ax) [resp.VpeG. VxeC”. hp(x) = M0)]- 


(Para cada elemento y de G construir una forma cuadrática [resp. hermítica] invariante 
por y.) 
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P1 


Los polinomios considerados en este problema poseen coeficientes reales. 


IL 1) Si a, f, y son tres números reales distintos dos a dos, probar que 


EDU» _A-PA—-a -4-94-P) 
CS E IE) 


forman una base en el espacio vectorial X de los polinomios de grado dos, a lo sumo. 

2) Descomponer l,x,x? en esta base. 

3) En lo que resta de 1 diremos que dos polinomios P y Q de R[x] son congruentes y escribi- 
remos P= Q si P—Q es un múltiplo de (x — a) (x— f) (x— y).Designaremos por P la clase 
de P. 
a) Probar que a cada polinomio P le corresponde un único polinomio P de P perteneciente a X. 

b) Dar la expresión de P en la base A, B, C. 

e) Probar que la aplicación u : P+>xX.P es un endomorfismo de X. ¿Constituye un auto- 
morfismo de X? 

¿Qué se puede decir de Ker (u-— 2), Ker (u— f3), Ker (u — y)? 

Diagonalizar el endomorfismo v de X definido por P > x*.P(keN*). 

HH. Generalización. Utilización de las funciones simétricas de las raíces de un polinomio A(x). 

Sean K=(1, 2, ..., 1) (n entero positivo), y %;, %a, ..., % n números reales y distintos. Po- 


nemos A(x) = [1 (x—a;), y, para todo ¡e K, Aj(x) = [] (x— a): por lo tanto, A; es A des- 
leK Je 


provisto de su factor x — a;, y escribimos a, = 1/4; (a;). 
Finalmente, si C; designa, para cada k e K, el conjunto de las combinaciones de los n objetos 
de K tomados de k en k, ponemos 


A(x) = 


en donde 0; , designa el valor que toma la expresión precedente al substituir en ella 0, por 0. 
1) Sea M la matriz cuadrada de orden n, de término general 


Mp = (— 190, 01,7 
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Probar que M es invertible. Calcular M”* y el determinante det (M) de M. 
* 2) Sea A la matriz diagonal cuadrada de orden n cuyos elementos diagonales son 0; = %; 

para cada ¡e K. Calcular M-"4M. 

3) Se pone By(x) = ap. An(x), ke K. 

Sea X el espacio vectorial de los polinomios de grado (1 — 1) como máximo. 

Decimos ahora que dos polinomios P y Q son congruentes y escribimos P = Q si P— Q es un 
múltiplo de A. _ 

Dado el polinomio P, P y P designan, respectivamente, la clase de P y el representante de esta 
clase que pertenece a X. Finalmente, sea u el endomorfismo de X: 


Pox.P. 
a) Calcular Bj(u) o By (4), (k, k”) € K?. 
b) Calcular > Bi(u). - 
KEK 
e) Calcular > aBr(u). 
keK 


E 
d) Si S es un polinomio dado de R[X], probar que la aplicación P++S.P es un endomor- 
fismo de X. 
Probar que este endomorfismo es diagonalizable y diagonalizarlo. 
Caracterizar $ para que éste sea un automorfismo, 
(MP2, París, 1970). 


P2 


Para todo sistema (4, ..., dm) de números reales, se designa por Q[a,, 4», ..., 4m] al menor 
subanillo de R que contiene a Q y a,, a», ..., 417, que es precisamente el conjunto de los números 
reales de la forma x = P(ay, aa, ...., 4), en donde P es un polinomio arbitrario con m variables y 
coeficientes en Q. 

IL. 1) Probar que, si 4;, da, ..., Gm son enteros, Q[//a,, /a,, ..., / an] es un cuerpo. Dar en 
función de nm una cota superior de la dimensión del Q-espacio vectorial 


Qlya,. /az, y am] - 


2) Se llama:entero carente de cuadrado a todo entero r que se escriba r = p,Ps . . . px, en donde 
los p¡ son números primos distintos dos a dos. Los números carentes de cuadrado ?y, fy, .-., fn 
son independientes si se verifica la condición siguiente: para todo entero ¡e N%, existe un número 


primo py que divide a r, y no a ningún r; paraj X ¡. Para toda parte H de Ni se define ty =] [ ri, y 
ieH 


y por convenio, si H es vacío, tw = 1. 
Se llama 4, a la siguiente propiedad: «Para todo sistema de n enteros carentes de cuadrado 


independientes /;, fa, ... ., 'n, los elementos |/77, en donde HH recorre el conjunto de partes de Ni, 
constituyen una base del Q-espacio vectorial QL/7;, /y, .... / 7)». Demostrar que 7» implica 
Fn+1 A este fin, si 1y, Fa, ..., Fn+, SON Números carentes de cuadrado e independientes, se deberá 


demostrar que 


La EQU) Tias eos 
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Para terminar, se utilizará una relación de la forma 
fia Y Ad St (y € Q para todo H). 
HeN; 


3) Se conservan las hipótesis de 2). Si xs Ql|/r,, /ra, ..., /7n), describir un método para 
calcular 1/x como combinación lineal de los ty (H< N%) con coeficientes en O. 
Aplicación: poner 1/x en la forma 


2+ B/3+C/5+D6+ E,/10 + F/15+ G /30 
cuando x=/2+453+ /6+ /15. 


3 

II. 1) Se hace 4 = |/2.Por medio de la relación a* = 2, probar que Q[x] es un espacio vec- 
toria] de dimensión 3 sobre Q y (1, a, a?) es una base. 

Sean xe Qlx), x 4 0. ¿Qué podemos decir de la aplicación Q-lineal y, : Q[x] => Q[x] tal que 
Pa(Y) = xy para ye Q[x2]? Deducir que Q[z] es un cuerpo, 

2) Probar que el polinomio X*— 2 es irreducible en Q[X]. Si asQ y bE0, deducir que los 


1 
pe da do 5 s A E 
polinomios X*—2 y X* + aX + b son primos entre sí. Escribir raro” la forma 
1 
Ad0% + Ba + C (A, B, Ce Q). (Utilicese el teorema de Bezout.) Aplicación: calcular ——— 
Pa+afa+ 3 


3) Se escribe u = //2 y $ = /3. Probar que Qlxz, $] es un cuerpo. 

a) Se propone demostrar que $ ¿ Q[x]. Para ello, se razonará por reducción al absurdo del 
modo siguiente, La hipótesis f € Q[a] implica Q[a] = Qla, $] = K, y (1, a, 02) y (1, f, 8%) son dos 
bases distintas del Q-espacio vectorial K. Haciendo f =a+ba + cal (a, b, ce Q) se calculará 
el determinante y la traza del endomorfismo x > f3 x del O-espacio vectorial K en cada una de las 
bases (1,2, a) y (1, f, 8?) y se llegará a una contradicción. 

b) ¡Cuál es la dimensión del Q-espacio vectorial Q[a, $]? Dar una base formada por ciertos 
productos a” 82, Expresar en esta base el número real 


+ Y +39. 


P3 


IT. Sea Y el grupo de las substituciones pares del conjunto 9= (0, 1,2, 3) y sea o e Y defi- 
nida por 0(0) =0, a(1) = 2, 0(2) = 3, (3) = 1. 

1) El conjunto Y” de los y e Y tales que y(0) = 0, ¿constituye un subgrupo de 9? ¿Cuántos 
elementos tiene? 

2) Probar que, para todo ¡€9, existe un único elemento 7; de Y tal que 7,(0) = ¡ y tal que 
1, o 7, sea la identidad. 

3) El conjunto 4 de los elementos de Y cuyo cuadrado es la identidad ¿es un subgrupo de 9? 
¿Cuántos elementos tiene? 

4) Probar que, para todo y € Y, existe un único ¡€ 9 tal que y o 7; pertenece a Y” y un único 
¡e 9 tal que 7, 0 y pertenece a Y. 

5) Calcularo o 7, 00? yo? o 7, 00. Sea 9” un subgrupo de Y al que pertenezcan o y 7,. Com- 
parar Y y 9”. 
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II. C designa el cuerpo de los números complejos y .W el conjunto de las matrices inverti- 


bles(£ a con coeficientes complejos. 


Sea 2 un conjunto y sea os un elemento de 2 tal, que el complementario de (00) en ? sea igual 
ac 


1) Demostrar que, para todo Me 4, existe una biyección única q(M) y 2 —>-9 tal que, si 
a b 
2 (a) 
S c s aso, ron a+ b. 
si zeC y si cz + dXH0, se tiene: q(M) (2) = an] 
si zeC y si cz + d=0, se tiene: q(M) (2) = oo. 
2) Para M y N pertenecientes a .4, calcular g(MN). 


3) Sea 1 =(0, 1,r,r*), en donde r =e2i/3, Sca G el grupo de las aplicaciones biyectivas 
SF: P —>9 tales que: 


au) Existe Me .4 tal que f= g(M). 

f) Para todo z€ 1, se tiene f(z) € 1 y Finduce una substitución par de /. 

Sean f y g dos elementos de G tales que f(z) = g(z) para todo z € /. Probar que f = g. 
4) ¿Cuál es el número de elementos de G? (Considerar las matrices 


oz Tea ajo 


hacer s = q(S), 1, = a(T,) y utilizar la cuestión 5 de la primera parte). 
5) Probar que la relación «existe fe G tal que f(z) = 2'» es una relación de equivalencia en 2; 
sus clases de equivalencia se llaman órbitas de G. 
6) Describir las órbitas de O y de co. 
7) Describir una órbita de G que tenga seis elementos. 
z(Z*—1) 
8zx+1” 


III. Se considera la fracción racional F(Z) = 


1) ¿Cuáles son los ceros y los polos de F? 
2) Sea d:P->2 la aplicación definida por: 
a) d(=)= Fl) si zw y si 84+1%0. 
Pó)=xw siz=x% o si8r+1=0 
Probar que, para todo fe G, existe un número complejo no nulo c(f) tal que, para todo 2%, 
se verifica: D(f(=)) = c(f)D (2). (Se conviene que c(f).co = 00.) 
3) Calcular c(s) y c(t,). El conjunto H de los fe G tales que c(f) =1, ¿es un subgrupo de G? 
¿Cuántos elementos tiene? 
4) En ? se considera la relación de equivalencia «existe h e H tal que h(z) = 7'»; sus clases 
de equivalencia se llaman órbitas de H. Hallar las órbitas que no tienen cuatro elementos. 
5) Probar que para que dos elementos z y z' de 4 pertenezcan a la misma órbita de H, es nece- 
sario y suficiente que tengan la misma imagen por 9. 
6) Describir una aplicación Y :P 2 tal que, para todo ue”, el conjunto W-Xu) sea una 
órbita de G. 
7) Sea U(Z) una fracción racional con coeficientes complejos tal que verifique 
az +b  fab a b 
(3) = U(Z) para toda matriz ( es M tal que al ME H. 
Probar que existe una fracción racional con coeficientes complejos V(Z) tal que U(Z) = V(F(Z)). 
(Saint-Cloud, 1970.) 
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P4 


a b 
1) Probar que el conjunto M de las matrices le %) con coeficientes reales tales que 


ad— bc =1 forma un grupo multiplicativo cuyo elemento unidad se designará por e. 
Sea H = (2eC | Im (2) > 0), sean me M y z€ H, se escribe 


Probar que mz e H. 

Sean m, m' € H, z€ H, probar que m(m', 2) = (mm')z, —me M, (22m) 2 = mz, ez =2, 
2) Probar que el subconjunto /' de M tal que a, b,c,deZ es un subgrupo de M. 

Se dota a /” de la topología inducida por la de R*. Probar que 1” es discreto. 


Se escribe s = ( ) yit= 6 A! Definir geométricamente las transformaciones z —> sz 
EA 
Probar que (— e, + ej es un subgrupo normal de M y de T”. Se escribirá G = /[—e, + e). 
3) Seca zy € H. Probar que el número de pares (c, d) e Z x Z tales que |czy + d* < 1 es finito. 
Calcular dicho número cuando zp = /3 + i/2. 
Deducir que la aplicación de 1” en R, g ->Im (g(zp)) tiene un máximo cuando g recorre 1”, que 
alcanza dicho máximo y que si g, es un punto de 7” en que dicho máximo es alcanzado, |gp(zo)| > 1. 


Sea 


D= [ze H-P<R< + 


Probar que para todo ze H existe ge 1” tal que gze D. 


E 
Para z= JA +37» hallar g tal que gz€ D. 


4) Sean ze H y g € G. Se supone que uno de los puntos z y gz se halla en B y que el otro se 
halla en D. Probar que £ es el elemento neutro de G. En un principio se podrá suponer 
que Im (z) < Im (gz) y estudiar entonces los posibles valores de e y d correspondientes a g. 

5) Sean g£D, g€6G, g7€D, gz % z. Probar que se verifica una de las tres posibilidades 
siguientes: 


ga=tz, gz=1 


Precisar en cada caso la posición de z. 
6) Sea I(2) =[geG|gz=2). Probar que, para ze D, 1(z) se reduce a un elemento salvo 


3 
siz=i p===>+ a Precisar en estos casos la naturaleza de /(2). 


7) Probar que hay diez elementos de G tales que g(D) ADA £. Trazar las imágenes de 
D para estos diez elementos. 

8) Sea G' el subgrupo de G engendrado por s y ?. 

Probar que todo 2” e H se puede enviar a D por medio de un elemento de G” (se puede utilizar 
un razonamiento análogo al de 3). Concluir que G* =G. 
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Mostrar que es posible obtener directamente la descomposición de g € G en función de s, £, 17 
3 —2 
en el ejemplo g = E aa 5) 
9) Sea k> 2 un entero. Se define 


1 

Íkz) = ——_—G 

O a a 
(m,n) + (0,0) 


Probar que esta familia es sumable para todo zs H. 

Probar que es uniformemente sumable para 0 < R(2) < 1; Imz>p4 >0, 
Probar que filz + 1) = f42). 

Deducir que la familia es uniformemente sumable para Im z > >0. 


1 b 
Probar que s- >) = 2fkz) y que para ye TL, y = (E y) 


) = (cz + df). 
(Math. 1, París, 1967.) 


PS 
(Aplicaciones geométricas de los cuaterniones.) 


LK designa el espacio vectorial R, de dimensión 1 sobre R, y £ el espacio euclídeo R?. Se dota 
a la suma directa ' = KO E de su estructura de R-espacio vectorial de dimensión 4, y de la ley 
de multiplicación siguiente: 

Si q, = (t,, V) y 91 = (ta, Va), se define 


UI =(0 0 -V, Vat V¿+1V,+V, AV) 


1) Si q =(t, V) eL, se define q = (t, — V), N(q) =44. ¿Cuáles son las propiedades de las 
aplicaciones g>4 y qH>N(q)? Probar que /' es un cuerpo no conmutativo (cuerpo de los cua- 
terniones). 

2) Se pone e = (1, 0, 0, 0), ¿=(0, 1, 0,0), j = (0, 0, 1, 0), k =(0, 0, 0, 1). Construir la tabla 
del grupo multiplicativo engendrado por e, ¡,j, k en T* = P's40). Determinar el centro de /%*. 
Determinar todos los cuerpos L tales que K= L< If”. 

3) Sea S* el conjunto de los q € 1 tales que N(g) = 1, que es un subgrupo del grupo multiplica- 
tivo 1"*, Se designa por S? al conjunto de los Y y, z)EE tales que x? 4-39 +2*=1 y por Ry 
al grupo de los giros de E que dejan fijo el origen. 

a) Todo q€5* se puede escribir g = (cos «, sen « V), en donde VesS?. A cada qeS* se asocia 
la aplicación qt : I' > 1 definida por q*(r) = qrg* para r e 1. Probar que la restricción g** de 
q* a E es un elemento de %, del que se precisará el eje y el ángulo. 

Aplicación. Escribir la matriz del giro de ángulo 2x, y cuyo eje está definido por el vector 
unitario V = (4,4, 1). 

b) La aplicación p, : q>q** de Só en 2; es un homomorfismo epiyectivo de grupos. ¿Cuál 
es su núcleo? 

4) A cada q =(t;x, y,z)eL, se asocia la matriz y(g) de .(4(C): 


u —y 


o = |; y [donde u=1+iz, v=ix+y. 
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Probar que y es un isomorfismo de 7” en un subanillo de .W,(C) y que la restricción de y a S? es 
un isomorfismo de S* sobre el grupo multiplicativo SU(2,C) de las matrices especiales unitarias 
(e.d. matrices A tales que 'A4=1 y det (4) =D). 

H. Ese halla referido a su referencia ortonormal canónica Oxyz; N designa el punto (0, O, 1); 
las notaciones de / se conservan. 

Se identifica el plano xOy con el cuerpo C de los números complejos. Si P€C, la recta NP 
vuelve a cortar a S* en un punto Q X N. La aplicacióno : P + Q es una biyección de C en SMN] 
(proyección estereográfica). 

1) Calcular las coordenadas (Y, Y, Z) de O en función de z y Z, en donde z designa el afijo 
de P. 


a b 
2) A cada matriz M = ( :) de .4(C), de determinante no nulo, se le asocia la homo- 
grafía fu :€ + € tal que 


y deb 
dd = a 


(€ es la esfera de Riemann obtenida añadiendo a C un elemento oo tal que a(c0) = N.) 

a) Comprobar que M > fir es un homomorfismo de GL(2, C) en el grupo de las transforma- 
ciones circulares. Precisar su imagen y su núcleo, 

b) Probar que el grupo S* está engendrado por los elementos de la forma (cos a, 0, sen a, 0) 
y (cos $, 0, O, sen f), a y f recorren % independientemente. 

c) Sea q €S*. Probar que la restricción de q** a S* es la transmutada de fp(4) por a, es decir, 
que, para todo p EC, se tiene: 0! g** oo(P) = fui (P). ¿Conclusión ? 


P6 


Preámbulo: 
Demostrar las fórmulas: 


sent y cos |a + (n= D* 


S =cosa + cos (a + h) + ++ + cos [a + (n— 1)h] = 7 
senz 


S'= sena + sen(a + h) + > + sen[a + (n— 1)h] = 0 


Se empezará considerando la suma (S +87. 
TI. Se consideran las dos sumas: 


x=c0w3a+cos5a+cos7a+coslla, 


y=cosa+cos9a+cosl3a+cosl5a, 


en donde se ha puesto 1/17 =a. 


LELONG 1-37 
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Calcular (x + y) y xy. Deducir los valores de x y de y, por medio de radicales de raíces cuadradas. 
Establecer a continuación: 


N 


=c0s3a +co0s5a t=c0s7a+coslla, 


u =cosa +c0s 13 a v=cos9a+cosl5a. 


Calcular zf y uv. Deducir los valores de z, 1, 4, V. 
Deducir, finalmente, de lo que precede el valor del cos (77/17) por medio de radicales de raíces cua- 
dradas. 
II. Fijado de antemano un número n entero positivo, se escribe, 
E. 
2n+1* 


a, = (- 1) cos 


en donde ¡ designa un entero relativo. 
1) Comparar 4j, Gjtantr Gan+ti-j> 
Establecer las fórmulas: 


jon 1 


1 == 
0) a=-3 
Q) 24,0, = Qjax + Oj-k 
6) 24 =1+a). 


2) Utilizar estas fórmulas para calcular cos 1/5. (No se pide que se obtenga un valor decimal 
aproximado.) A 

3) En toda esta cuestión se toma n = 8. 

Partiendo de a,, (3) permite el cálculo de a,, y, repitiendo la operación, de ay, después de aj; 
si continuáramos obtendríamos de nuevo la misma sucesión de valores, 

Ello nos conduce a considerar las sumas Xx, = 4, + Ga + 44 +4 Y Xy = Mg + 05 + 05 + Qi. 

Calcular (x, + x2) y Xx X2. La fórmula (3) permite obtener una relación (4) entre a; y a,;: escri- 
birla. Si se conoce aj, (4) permite calcular a,;. ¿Qué se obtendría si volviéramos a empezar? Demos- 
trar que de esta manera es posible partir el conjunto de los a en cuatro subconjuntos; dos de estos 
subconjuntos forman x,, los otros dos x,. Calcular las sumas de los elementos de cada uno de estos 
subconjuntos Deducir, finalmente, cos (1/17). ¿Se observa alguna relación entre este método de 
cálculo y el de la primera parte? 

III. Se conservan las notaciones de la segunda parte y se toma n= 3, 

Calcular: 


(a, + a, + ax). (a, az + az a, + a34,).4, 4343. 


Formar la ecuación de tercer grado que tiene las raíces a,, az, a. Demostrar que no posee nin- 
guna raíz racional. ¿Qué se obtiene para cos (1/7)? 

IV. Se conservan las notaciones de la segunda parte. Formar la relación (5) que relaciona 
4; Y Azj. 

Se toma n= 6 y se pone: 


x,=4,+43+4,, —X,=4,+45+45. 


Inspirándose en lo que precede, reducir el cálculo de los a, a la resolución de ecuaciones alge- 
braicas de grados 2 y 3 que se establecerán. (No se pide resolver dichas ecuaciones.) 
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V. Gauss ha demostrado que la construcción de polígonos regulares con un número primo 
de lados, de la forma (2n + 1), se reduce a resolver ecuaciones algebraicas cuyos grados son los 
factores primos de ”. 

Comprobar que este teorema es verdadero para un polígono regular de 19 lados. Resultará ven 


tajoso, haciendo n = 9, considerar las tres sumas: 
(a, + a, + 4g), (44 + 45 + 49) y (4, + a3 + as). 


Tratar la misma cuestión para un polígono regular de 11 lados. En este caso se aconseja escri- 
bir el cociente de 


(111 — 1) por (x— 1). 


a continuación transformar la ecuación de grado 10 que se obtiene igualando a 0 el cociente 
precedente, haciendo: 


1 
x+>-=2la. 
E 


No se pide dar una demostración general del teorema de Gauss. 

VI. Si p y q son dos números primos entre sí, enteros y positivos, demostrar que los enteros 
Py 2p, ...,Kkp, ..., qp son no congruentes módulo q, dos a dos (se ierda que, si a y b designan 
dos enteros, «a es congruente a h módulo q» significa «a — b es divisible por q»). Deducir, de lo 
anterior, la existencia de dos enteros h y m tales que: 


hp mq=1 


y por consiguiente tales que: 


Deducir que si se sabe construir los polígonos regulares de p y q lados inscritos en la circun- 
ferencia de radio 1, se sabrá construir también los polígonos regulares de pg lados inscritos en la 
circunferencia antedicha. Es además evidente que sabremos construir los polígonos regulares de 
2n lados, toda vez que sepamos construir los de » lados. Admitiendo el teorema de Gauss enun- 
ciado en la parte quinta, dar la lista de los polígonos regulares, con menos de 50 lados, cuya cons- 
trucción se reduce a la resolución de ecuaciones algebraicas cuyos grados son inferiores O 


iguales a 3. 
(Inst. Nat. Agronomique, 1970.) 


P7 


J. Se designa por G al grupo multiplicativo formado por las matrices 
( a b ) 
ge A 
cod 
en donde a, b, c, d son reales y verifican ad— bc = 1, por H el subgrupo formado por las ma- 


trices de la forma 
Coss sens 
h,= 
= sens Coss 
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en donde s es real, por K el subgrupo de las matrices 
k pa tosht 
*XAshr chr)” 
en donde es real, y por L el subgrupo formado por las matrices 


O 


en donde u es real. Se designa por P al conjunto de los números complejos z = x + iy que veri- 
fican y > 0, y para todo elemento g de G, se designa por U, a la aplicación de P en sí mismo defi- 
nida por 


1) Probar que la aplicación g+>Uy es un homomorfismo y precisar su núcleo. 

2) Determinar las trayectorias de los puntos de P por la acción de H, K, L. (Se llama tra- 
yectoria de un punto z por la acción de H, por ejemplo, al conjunto de los puntos Uy(z) cuando 
g recorre H.) A este fin se formarán 


Us(2) — i Use) — 1 
UY UFI 


3) Determinar el estabilizador del punto ¡en G, es decir, el conjunto de los elementos g de G 
que verifican Uy(i) = i. 

4) Probar que, para todo punto z de P, existe un par y sólo uno (k, /), en donde ke K yleL, 
tal que Unx(i) = z. Deducir que todo elemento g de G se puede escribir de una manera y una sola 
en la forma g = /kh, en donde /eL, keK, heH. 

5) Si escribimos z =x + iy = Up,x/(i), expresar x e y en función de 1 y u, y a continuación 
t y u en función de x e y. 

6) Si escribimos z =x + iy = Un,(2i), en donde 0 <A < 1, expresar x e y en función de 
Ays. 

TI. En esta parte se consideran transformaciones lineales del espacio R* en sí mismo de la 


3 
forma x -»Ax, en donde (Ax); = 241%, ¿=1, 2, 3, y se considera también la forma cuadrá- 


j= 
tica F(x) = x*, + x% —x%,. Se designa por /' al conjunto de las transformaciones A que con- 
servan F, es decir, que verifican F(Ax) = F(x) para todo x e R?. 

1) Probar que /” es un grupo multiplicativo, y que si A pertenece a /” se tiene 


(det 4)? =1 y aj>1. 


2) Sea E el conjunto de los puntos x de R* que verifican F(x) < 0 y xy > 0. Probar que para un 
elemento A de 1” se tiene ayy > 1 si, y sólo si, A(E)< E. Se observará que si x, y son dos puntos 
de R? tales que xe E y —y€E existe un punto z del segmento que une x con y tal que F(z) > 0. 
Deducir que el conjunto G” de los elementos A de 7” que verifican det A =1 y 4yz > 1 es un grupo 
multiplicativo. 


Problemas 581 


3) Se designa por O al conjunto de los puntos x de R? que verifican F(x) =—1 y x3 > 0, 
por H' al subgrupo de G” formado por los elementos de la forma 


coss sens 0 
hí¿=|-—sens coss 0 
0 0 1 


en donde s es real, por K” al subgrupo de G” formado por los elementos de la forma 


1 0 0 
ki=|0 cht she], 
0 sht cht 


en donde ? es real, y por L' al subgrupo de G' formado por los elementos de la forma 


chu 0 shu 
dl =| 0 1 0 
shu 0 chu 


en donde u es real. Determinar las trayectorias de los puntos de Q frente a la acción de H”, K”, L”, 
así como el estabilizador del punto (0, O, 1) en G”. 
4) Probar que todo elemento g” de G' se puede escribir, de manera única, en la forma g” = 
=VI'k'h' en donde eL”, KeK”, He H”. 
e 
lil. Se designa por V al espacio vectorial formado por las matrices ta 5) en donde 
a, , y, Ó son reales que verifican $ = y, y por Dal isomorfismo de R? en V definido por 


M3 *x 
D(X,, Xz, X3) = ( ) k 
X2 Xx3+ Xx 


1) Probar que para todo elemento g de G la transformación Ty definida por 
T,(M) =9.M.'g 


es un automorfismo de Y, a continuación, que D=1,7,.0 es un elemento de 1”, y finalmente, que la 
aplicación g>9=*.T,.D es un homomorfismo de G en 1”. Este último homomorfismo se desig- 
nará por Y. 

2) Determinar el núcleo de Y. 

3) Determinar las imágenes de G, H, K, L por Y. 

4) Delo que precede, deducir una biyección (2 de P en O tal que para todo g € G se verifique 
Q0U, 007 = Y(g). 

5) Hallar una función y :P —>R continua y positiva tal que se verifique: 


Sí p(x. y) dx dy = j j p(x. y) dx dy 
2 LAR) 


para todo dominio acotado 2 de P limitado por un número finito de arcos diferenciables de P, 
y para todo geG. 
(E. N. S. (Ulm), 2.* prueba, 1970.) 
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P8 


En todo el problema, F, designa un cuerpo finito con q elementos (q > 2). 

Se admite que un cuerpo de este tipo es conmutativo. 

Para todo entero 2 > 0, E, designa el espacio vectorial (F¿)" (espacio vectorial de dimensión n 
sobre F). 

El objeto del problema es el estudio en 1 de ciertas propiedades «geométricas» del espacio 
En en / y, para ciertos valores de q, del «grupo ortogonal» de orden n sobre F, en IL. 

Las partes 1 y II son independientes. En II, la cuestión 4 es independiente de las cuestiones 
1:23 

IL. Sea n un entero > 0. Se designa por M,(F¿) al anillo de las matrices cuadradas de orden n, 
con elementos en F,, y por GL(», F) al grupo multiplicativo de los elementos invertibles de M,(Fz). 

1) ¿Cuál es el número de elementos de E,? 

2) Sea p un entero < 1; probar, por recurrencia sobre p, que el número de sucesiones orde- 
nadas (v,, Va, » .-» Vp) de p vectores libres de E, es: 


2 =D a) Ur 
k=0 


Deducir el número y, de elementos de GLín, Fy). 

3) Sea (v,, Va, + + +» Vp) una sucesión fija de p vectores libres de Ep. 

Se designa por H al subespacio engendrado por (v;, Ya, -.., Y») en Ey. Probar que dar otra 
base (W, Wa, -.., Wa) de H equivale a dar una matriz Pe GL(p, F¿). Deducir el número gn,p de 
subespacios de dimensión p de E. 

4) a) Sea H un subespacio de dimensión p de E,. Determinar el número Y, de auto- 
morfismos lineales de E, que dejan H globalmente invariante. (Examínese la matriz de tal auto- 
morfismo en una base adaptada a una descomposición E, = H + K, en donde K es un suple- 
mentario de H.) Deducir el número de suplementarios de H en E. 

b) Sean H,, H, dos subespacios de dimensión p de E,. Probar que existe por lo menos un 
automorfismo U de E,, tal que U(H,) = H,. Determinar el número de tales automorfismos. 

5) H designa en todo momento un subespacio de dimensión p de E,,. Sea m un entero tal que 
p<m<mn, y r un entero tal que 0<r<n—p. 

a) Hallar el número de subespacios L de dimensión m de E, tales que L >H. (Considerar 
el espacio vectorial cociente E/H). 

b) Probar que el número de subespacios vectoriales M de E,, de dimensión r, tales que 


MnNH= (0) es: 
167) 


6) Sea H un subespacio de dimensión p de E,. Se designa por K a un subespacio fijo de 
dimensión k < p, de H. 

Calcular el número de subespacios L, de dimensión m, de £.,, tales que L 1 H = K, en donde 
m es un entero que verifica m—k <n—p. 

HI. En esta parte se hacen las siguientes hipótesis: 

0 yes impar (de forma que en F, la división por 2 es posible). 

O En F, existe un elemento 0 tal que 6? =— 1. 

Se designa por G, el grupo multiplicativo formado por los elementos de F,, distintos de cero, 
que son el cuadrado de un elemento de F,. Se admitirá, si es preciso, que G, tiene (q — 1)/2 ele- 
mentos y que (Xx G, € y£ G, > xy € G)). 
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1) Probar que existen (2q — 1) pares ordenados (x,, xa), elementos de (F,)?, tales que 
xi, + x% =0 y que, si b pertenece a F, y b% 0, existen (q — 1) pares ordenados (x;, xa) tales 
que x? + a% = b. (Transformar la expresión x? + x*, en un producto.) 

2) Sea m un entero > 1. Se Jlama 2, el número de sucesiones ordenadas (X,, Xz, » + «> X2m) 
de elementos de F, que verifican: 


A+xto+ad=0. 


Para todo b % 0, con h perteneciendo a F,, se llama ¿1 y al número de sucesiones (Xy. Xg, + +», Xam) 
de elementos de F, que verifican: 


XMexi+roo+xd=b. 
Probar, por recurrencia sobre m, que Am = 9" 4 q "—qg" y mo = A — gra, 
3) m designa en todo momento un entero > 1. Utilizar los resultados de 2) para demostrar: 
a) Que el número %m de sucesiones (X;, Xy, » . ., Xgm=1) de elementos de F, tales que: 


o PAN 


2m 


está dado por vv, =4Y 


bh) Que el número pm de sucesiones (Xy, Xy, +» -+ X2m+1) de elementos de F tales que 
dear = 1. 


está dado por pm =q%" + q". 

4) Se considera el espacio vectorial Ey. A toda forma bilineal simétrica F definida en Ej. se 
le asocia la «forma cuadrática» f definida por f(x) = F(x, x). Para cada base B = (€, ..., €x) de 
E; se designa por 4(f, B) al determinante de la matriz de orden k cuyo término general es F(e;, es). 

a) Probar que, si F y G son formas bilineales simétricas que definen la misma forma cua- 
drática f, entonces F = G. 

En las cuestiones b, c, d, e y f que siguen, f designa una forma cuadrática definida en Ej y F 
la forma bilineal asociada. 

b) Probar que, si 1(f, B) % 0 para una base B, entonces A(f, B) % O para toda base B (cuando 
esto ocurra, diremos que «f es no degenerada»). Probar que, si 4(f, B) pertenece a G, para una 
base B, entonces A(f, B) pertenece a G, para toda base B (cuando esto ocurra, diremos que «fes de 
primera especie»). 

€) Se supone k > 2 y f'no degenerada. Entonces existe e € E; tal que f(e) % 0. Sea H, la recta 
engendrada por e y 


Hi=(xeE,: Kx.e)=0). 


Probar que E; es la suma directa de H. y de H.- y que la restricción de fa H.- es no degene- 
nerada. Deducir la existencia de una base (e,, €a, ...., €) de Ej que es ortogonal respecto de f (es de- 
cir, tal que F(e¡, ej) = 0 para todo ¡H J). 

d) Suponemos k = 2 y f de primera especie. Sea (e,, es) una base de E,, ortogonal respecto 
def. Decimos que % =f(e1) y % =f(e2). Probar que (%, %) € G,. Para x = x,€, + xpe, pertene- 
ciente a E,, escribir f(x) en forma de producto. Deducir la existencia de un e, de E, tal que f(e,) = 1. 
Probar que es posible hallar e, tal que f(e¿) = 1 y que F(e,, es) = 0. 
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e) Se supone k > 3 y f de primera especie. Sea (e, €a, ..., ex) una base de Ez, ortogonal 
para f. Se escribe, para 1 < ¡ < k, a; = f(e¡). Probar que existen ¡ y j distintos tales que (4;, 3) € Ga. 
Concluir, inspirándose en d), que existe un e perteneciente a E; tal que f(e) = 1. Probar entonces 
que la restricción de f a Hol = [x e Ej; F(x, e) =0) es de primera especie. 

£f) De lo antecedente deducir el resultado siguiente: Si f es una forma cuadrática de primera 
especie definida en E; y si k > 2, existe en Ez una base (€, £2, ....., Ex) ortonormal respecto de f, es 
decir que verifica: 


MHe)=1 (1<i<k) y para ¡Aj Fle, e) =0. 


5) El espacio E (n > 2) se dota de la forma cuadrática: 


MEE =xA+xd4 +30 


Con la ayuda de los resultados obtenidos en 2), 3) y 4), probar que el número «w, de sucesiones 
ordenadas de » vectores (£;, €, ..., €n) de Ey, ortonormales para f, se obtiene por medio de las 
fórmulas siguientes: 


Si n=2m+1, m>l. 


Ag? — 1)(g* - 1)... (4% - 1)g”. 


Si n=2m. m>2, 


Ag? — Dg =D. (gam72— 19% D (gr 1) 


w,= Ag — 1). 


0, 


III. Esbozar el estudio análogo al realizado en 11 cuando en F, no existe ningún elemento 
0 tal que 0? =—1. 
(Partes I y II: E. N. S. E. T., 1969.) 


P9 


Todas las curvas que intervienen en el problema son curvas del plano proyectivo PC) sobre 
el cuerpo C de los números complejos. El espacio afín Ez de dimensión 2 sobre C se identifica con 
un subconjunto de P,(C), por medio de un sistema de ejes Oxy de Ez, de la forma conocida. Inter- 
vendrá igualmente la recta proyectiva P,(C), identificada con C U (00), obtenido añadiendo aC un 
«punto del infinito», designado por oo. 

Se recuerdan las definiciones y propiedades siguientes: 

O Una curva algebraica es un conjunto de puntos de P.(C), definido por una ecuación 
F(X, Y, T) = 0, en donde F es un polinomio homogéneo. 

0 Se admitirá que dos polinomios homogéneos irreducibles del mismo grado definen la mis- 
ma curva si, y sólo si, son proporcionales. 

0 Un punto 1,(X,, Y, T,) de la curva /” de ecuación F(X, Y, T)=0 es ordinario si F' xq, F' yy F'7o 
no son todas nulas, singular en caso contrario. 

0 El punto /(X,, Y,, T,) de la curva /' es un punto de inflexión si es ordinario, y si, para toda 
representación paramétrica propia pH>1, + pH de la tangente T7p a Ten el punto /, (H es un 
punto de 77, distinto de /,), la multiplicidad de la raíz p = 0 en la ecuación de las intersecciones 
de TP y Tip es >3. 


Problemas 585 


0 Se admitirá que las dos nociones precedentes son invariantes frente al grupo de las homo- 
grafías de P.(C). 
I. Sea a un número real > 0, y F la cúbica cuya representación paramétrica es: 


X=3at, =3aP, T=1+P, tec 


1) a) Construir el conjunto de los puntos reales de F. ¿Cuál es la ecuación cartesiana de 4? 
Dar la condición para que tres puntos de parámetros f,, fa, f¿ estén alineados. 

b) Buscar el conjunto 9 de los puntos de inflexión. Probar que los puntos de 9 están alineados. 

2) Sea Y el grupo de las homografías que dejan a 4 globalmente invariante. Para cada elemento 
h de 9, o(h) designa la restricción de ha 9. 

a) Probar que la aplicación o : h+>0(h) es un homomorfismo de Y en el grupo de las biyec- 
ciones de 9 en 9. ¿Cuál es el núcleo de 0? 

b) Sea I un elemento de 9. A todo M de 4, MA 1, le hacemos corresponder el tercer punto 
de intersección N de la recta /M con F. Probar que la aplicación MH N, convenientemente pro- 
longada en /, es una biyección de F en F, y que es la restricción a FF de una homografía. Deducir 
que o es epiyectiva. 

¿A qué grupo muy simple es isomorfo el Y? 

Il. 1) Sea F(X, Y, T) un polinomio homogéneo de grado > 3, 1.(Xo, Y,» T,) un punto de la 
curva /” de ecuación F = 0. Se escribe la fórmula de Taylor de F en fp: 


F(Xo + 2, Yo + 1, To + Y) = FXo, Yo» To) + 
E E 
Se supone que /, es ordinario, se designa C, a la cónica de ecuación: 


(XFx, + YFi, + TF ¡JP =0 


Probar que /, es un punto de inflexión de /' si, y sólo si, la cónica C, es degenerada. (Será útil 
demostrar y utilizar el hecho: /, € C4.) 
2) Sea meP¡(C); P', designa la cúbica de ecuación Fn(X, Y, T)=0, con: 


FX YT) =X* 4 Y? 4 T*-3mXYT si meC 
F,(X, Y. T) = XYT. 


d designa el conjunto de todas estas cúbicas. 

a) ¿Para qué valores de », 1”, posee puntos singulares? Probar que, entonces, se descompone 
en tres rectas, que se escribirán. Construir los puntos reales de 1”. 

b) Deducir de 1) que, en general, los puntos de inflexión de /'» son exactamente los puntos 
de intersección de Ln y 1” m3-4 . Probar que estos puntos de inflexión son siempre los siguientes: 


3m 
Ag(0,1,— 1)  BxX=1,0,1)  Cx(l.— 1,0) 
Ay(0, 1, a) B,(2,0, 1) Ci(1, 2, 0) 
AJO. 1. $) BAf.0. 1) CAI. B. 0) 


en donde a, ff son las raíces de x?—x + 1 =0 (notación que utilizaremos en adelante). El con- 
junto de estos nueve puntos se designará 9. Demostrar que toda cúbica que contiene a 9 es una I'm. 

c) Comprobar que toda recta que pasa por dos puntos de 9 pasa por un tercero y que no existen 
cuatro puntos de 9 alineados. Calcular el número de rectas que los alinean. Calcular el número 
de ellas que contienen un punto dado de 9. 
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Probar que las cúbicas descompuestas de 9 son cuatro, que se designarán por (I'm) 1<1i<4 
y que son los únicos sistemas de tres rectas cuya reunión contiene a 9, 

3) Sea $, el grupo de las homografías que dejan a 9 globalmente invariante, y, para meC, 
4 n el subgrupo de $, formado por las homografías que dejan In globalmente invariante. 

a) Sean h e $, y m' e P(C); h transforma a 1, en I'm». Se escribe m'= h(m/'). Probar que h es 
una homografía de P,(C). Probar que la restricción h de h al conjunto D = [m, Ma, Mp, my es 
una biyección de D. Establecer que h es una permutación par (se recuerda que cuando la razón 
doble (x,, Xy, Xy, X4) sólo toma 2 valores, estos valores son « y f, y las permutaciones de los x, que 
la dejan invariante son las permutaciones pares). 

b) Suponiendo que h sea una de las permutaciones: 


My M7 M3 M4 My M2 M3 M4 My Mz M3 Ma 
M3 My M4 My M3 My My My, M¿ M3 Mz My 
calcular h. Probar que, si además, he %.n, m es uno de los seis valores: 


0 1/3 001 VD, 90 +43 (con ¿r=La +14). 


Suponiendo a continuación que h es una de las ocho permutaciones pares distintas de la iden- 
tidad y que dejan invariante uno de los my, calcular h y precisar sus puntos dobles. Probar que, 
si además he 9n y mg D, m es uno de los cuatro valores: 


163) 0) -2, -2j -—27?. 


€) Suponemos que m ¿ D y que m no es ninguno de los valores (1) o (2). Si h € Gm, ¿qué pode- 
mos decir de h? Concluir que en este caso el conjunto E de tres rectas A: (Ap A, As), B : (By B, B)), 
C :(C, C, Ca) es invariante por h. Sea r(h) la permutación 


A B Cc 
(nes MB) e) 


de £. Probar que h+>r(h) es un homomorfismo de Y, en el grupo de las biyecciones de E en E. 
Determinar con cuidado el núcleo de 7. 

d) Se conservan las hipótesis y las notaciones de c). Sea 7 e 9. A todo punto M de Pn.MA 1, 
le hacemos corresponder el tercer punto de intersección N de /M con I'n. Probar que la aplica- 
ción M'=> N (convenientemente prolongada en /) es una biyección de Tn en £'m y que es la restric- 
ción a 7'm de una homografía. De todo ello deducir que 7 es epiyectiva. ¿Cuál es el número de 
elementos de 9, ? 

e) Se supone que m = a; es uno de los valores (2). Demostrar que existe un mismo elemento 
m¡ de D fijo para todas las h para he a;. T',, es entonces un conjunto E; de tres rectas. Inspirán- 
dose en c) y d) definir un homomorfismo » de 9, en el grupo de las biyecciones de E; en E. Probar 
que » es epiyectivo, y hallar su núcleo. ¿Cuál es entonces el número de elementos de 9 ? (En es- 
ta cuestión, sólo se tratará a fondo el caso a; = 0.) 

f) Inspirándose en los métodos anteriores, imaginar un método que permita calcular el número 
de elementos de $,, y el de %,, cuando m es uno de los valores de (1). 

N.B. Se puede demostrar que toda cúbica con un punto doble que no sea de retroceso se deduce 
de 7" por una homografía, y que toda cúbica sin puntos dobles se deduce de una de las por una 
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homografía. Con otras palabras, el estudio abordado en el problema es general. 


(No se pide comprobar estas propiedades.) 
(E. N. S. E. T., 1970.) 


P10 


Todos los polinomios que intervienen en este problema son polinomios con coeficientes com- 
plejos. Se designa por P el plano, conjunto de pares (a, b) de números complejos. A un conjunto 
T de puntos de P se le llama curva algebraica de P si existe un polinomio no constante f(x, ») 
con dos variables x e y, tal que el conjunto de los puntos (a, b) de P que verifican la condición 
f(a, b) = 0 sea I. Si f es de grado mínimo en el conjunto de los polinomios que poseen esta 
propiedad, se dice que f(x, y) = 0 es una ecuación minimal de 7”. 

l. Se supone que el polinomio f(x, y) es irreducible, es decir no constante ni producto de 
dos polinomios no constantes. Nos proponemos demostrar que f(x, y) = 0 es una ecuación mini- 
mal de la curva algebraica /”, conjunto de los puntos (a, h) tales que f(a, b) = 0. Se designa por 
E el conjunto de los polinomios no constantes, en las variables x e y, que son nulos en todo punto 
de /” y cuyo grado en y es minimal. Se designa por g(x, y) a un elemento de E. 

1) Inspirándose en la división euclídea, probar que si F(x, y) es un polinomio no constante 
nulo en todo punto de /” existen polinomios no nulos P(x) y g(x, y) tales que P(x)F(x, y) = 
= q(x, Y)g(x, y). 

2) Sea a un número complejo. Probar que si el producto g(x, y)g(x, y) es divisible por (x — a)” 
(en donde r es un entero > 0) y si g(x, y) no es divisible por x — a, entonces g(x, y) es divisible 
por (x —a)" (remitirse al caso a = 0). 

3) Se supone que PYx) es un polinomio de grado minimal en el conjunto de los polinomios 
no nulos P(x) tales que P()f(x, y) es p múltiplo de g(x, y). Se define 


PUx) f(x, y) = qx, y) gx, y) - 


Probar que g(x, y) es de la forma PYx)H(x, y), en donde h(x, y) es un polinomio. Deducir, utili- 
zando la irreducibilidad de f, que uno de los polinomios, bien q” o bien h, es constante. 

a) Probar que si q” es constante, g(x, y) es de la forma cPU(x)f(x, y), en donde e es constante, 

b) En el caso en que h sea constante, demostrar que f(x, ») es independiente de y y de grado 1. 

Deducir de a) y de bh) que, en todos los casos, g(x, y) es múltiplo de f(x, y) y que f(x, y) per- 
tenece a E. 

4) Sea F(x, y) un polinomio nulo en todo punto de /”. Deducir de los resultados preceden- 
tes que F(x, y) es un múltiplo de f(x, y). Probar que f(x, y) = 0 es una ecuación minimal de /”. 

5) Probar que un polinomio F(x, y) tal que 7” es el conjunto de los puntos (a, b) que veri- 
fican F(a, b) = 0 es necesariamente de la forma cf(x, y)", en donde c es una constante no nula y 
en donde r es un entero > l. 

II. C designará el conjunto de las ternas de números complejos, imagen de P por la aplica- 
ción y que al punto (a, b) le asocia el punto (a?, ab, b?). 

1) a) Comprobar que la imagen de q es el conjunto de los puntos (c, d, e) tales que ce —d*= 0 
y determinar la imagen recíproca de un punto de C por medio de la aplicación f. 

b) Determinar la imagen por q de una recta que pase por el origen (0, 0) de P. 

c) Determinar la imagen por y de una recta de P que no pase por el origen. 

2) Seaf(x, y) un polinomio. Probar que existen tres polinomios F,(X, Y, Z), F(X, Z), FAX, Z) 
con las variables X, Y, Z, tales que: 


F(, y) = Fola?, xy, Y?) + xF(x?, y?) + yFox0. y?) 
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Los polinomios Fy(x?, xy, y?), F¡Qé, y?), ¿están univocamente determinados? 

En lo que sigue de II, se supone que el polinomio f(x, y) es irreducible. Nos proponemos estu- 
diar las relaciones entre la curva algebraica /” de ecuación minimal f(x, y) = 0 y su imagen (1). 

3) Supondremos que 1” es simétrica respecto del origen (0, 0) de P. Deducir de I la existencia 
de una constante a tal que: 


Sox -y)= añ xy). 


¿Cuáles son los valores posibles de a? 

4) Supondremos que /”es simétrica respecto del origen y que el grado de fes un número par 2p. 
Probar que existe un polinomio F(X, Y, Z) tal que p(1”) es el conjunto de los puntos (c, d, e) de C tal 
que F(c, d, e) =0. ¿Cuál es el grado minimal de los polinomios F que poseen esta propiedad ? 

5) Supondremos que /' es simétrica respecto del origen y que el grado de f es un número 
impar 2p + 1. Probar que existe un polinomio F(X, Y, Z) tal que p(1”) es el conjunto de los puntos 
(c, d, e) de C tales que Fc, d, e) =0. 

¿Cuál es el grado mínimo de los polinomios F que poseen esta propiedad ? Probar que existen 
dos polinomios G(X, Y, Z) y H(X, Y, Z) de grado p + 1 tales que y(1”) es el conjunto de los pun- 
tos (c, d, e) de C que verifican las condiciones G(c, d, e) = H(c, d, e) = 0. 

6) Se supone que f(x, y) = x* — y? — x. Probar la irreducibilidad de este polinomio. Sea 
Y el conjunto de los polinomios g nulos en todo punto de 7” tales que g(x, y) = g(—x, — »). 
¿Cuál es la dimensión del espacio vectorial formado por los polinomios de grado < 4 pertene- 
cientes a V? Hallar un polinomio de Y con el menor grado posible que no sea nulo en ninguno 
de los puntos del complementario de /” en P. 

7) Se supone que /' no es simétrica respecto del origen de P. Utilizando la expresión de f obte- 
nida en 2), dar una ecuación minimal de la curva simétrica de 1” respecto del origen. Probar que 
existe un subconjunto £ de 1” tal que la restricción de y a 1"—4 es biunivoca y que la aplicación 
de p(T) —p(€) en I"— £ recíproca de y viene dada por las fórmulas: 


x=04uX, Y,Z), y =04uX,Y,Z), 


en donde u, v, w son fracciones racionales con coeficientes complejos en X, Y, Z.Explicítense 4, Y, W 
por medio de los polinomios F,, F,, F,, introducidos en 2). Probar que es posible elegir el con- 
junto $ finito. (Para ello se admitirá el siguiente resultado: si dos polinomios g y h con las varia- 
bles x e y carecen de divisores comunes no constantes, el sistema de ecuaciones g(x, y) = Mx, y) = 0 
sólo posee un número finito de soluciones.) 


(E. N. S. rue d'Ulm, 1965, extracto.) 
(ver Cap. XIV). 


Bibliografía 


Obras que completan a la presente: 


HIS 


J. M. ARNAUDIÉS, Les cing polyédres réguliers et leurs groupes (C.D.U., Paris). 

E. ARTIN, Algébre géométrique. G. Villars, 1962. 

Z. 1. BOREVITCH et 1. R. CHAFAREVITCH, Théorie des nombres. G. Villars, 1967. 

N. BOURBAKI, Théorie des ensembles. Actualités Sc. et Ind., n% 1212-1243-1258 
(Hermann). 

N. BOURBAKI, Algébre. Actualités Sc. et Ind., n“% 934-1032-1102 (Hermann). 

C. CHEVALLEY, Theory of Lie groups 1 Princeton University Press, 1946, 

P. y M. L. DubrE1L, Lecciones de álgebra moderna, Editorial Reverté, S.A., Barcelona. 

R. GODEMENT, Cours d'algébre. Hermann, 1966. 

G. H. HarDy and E. M. WRIGHT, Án introduction to the theory of numbers. Oxford 
Clarendon Press, 1954. 

S. Mac LANE et G. BIRKHOFF, Algébre. Gauthier-Villars, 1970-1971. 

S. LANG, Linear algebra. Addison Wesley, 1966. 


J. LELONG FERRAND, Les notions mathématiques de base dans l'enseignement 
du second degré. A. Colin, 1964. 


589 


Símbolos utilizados en este libro 


fa,b,c,...,lm) Conjunto cuyos elementos son los objetos a, b, c, ..., 1, m. 
(41, 42, ..., 4) n-plas. 
P(E) Conjunto de las partes del conjunto E. 
card (E) Cardinal del conjunto E. 
AMB Diferencia de los conjuntos A y B; la relación x € AMB) 
equivale a (xe A y xé B). 
ESF Aplicación de E en F, que envía x sobre f(x). 
xfa) 
F(E, F) Conjunto de las aplicaciones de E en F. 
Alo Cr El número pa. (donde a, pe N, con el convenio 
P él pUn— p)! 
que 0! = 1). 
SUP¿x O SUup¿ Á Supremo de la parte A de un conjunto ordenado E. 
xeA 
SUP (Xy, M2» 0.0, Xp) Supremo del conjunto (xj, X3, .... Y,) en un conjunto 


ordenado E; en particular: el elemento mayor de este 
conjunto, si existe. 


A* Si A representa un anillo, conjunto de los elementos no 
nulos de A. 
N* Conjunto Nx (0). 
N, Conjunto de los enteros p tales que 0 <p <n. 
N* Conjunto de los enteros p tales que 1 <p <n. 
Q, Conjunto de los racionales >0. 
R, Conjunto de los reales > 0. 
il Conjunto de los racionales > 0. 
Ri Conjunto de los reales > 0. 
R_ Conjunto de los reales < 0. 
Elg Conjunto cociente de E por la relación de equivalencia %. 
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A 

[G : H] 

Ála 

ZInz 

a=b (n) 
(41, Az, ..-, Gp) 


(a) 


gr(4) 
KIX] 


Kora e] 


grad (P) 
Vect (4) 


LLE, F) 
Af (A) 


det (u) (resp. det (M)) 


GL(£) 
GL (n, K) (o. GL, (K)) 


AM, ¿(K) (0 My (K)) 
MK) (o MAK)) 


'M 
O(n, 0) 


Simbolos utilizados en este libro 


Grupo cociente del grupo E por el subgrupo normal F, 
o: módulo cociente del módulo E por el módulo F. 
Grupo de las biyecciones de N* sobre sí mismo. 

Grupo de las biyecciones pares de N, sobre sí mismo. 
Índice del subgrupo H de G. (G, grupo). 

Anillo cociente del anillo conmutativo unífero A por el 
ideal a. 

Anillo de las clases módulo » (1 e N). 

Los enteros a y b son congruentes mod » (n e N). 

Ideal engendrado en el anillo conmutativo unífero A por 
los elementos 4, do, ..., Ay: 

Ideal principal engendrado por el elemento a (en un 
anillo conmutativo unifero). 

Subgrupo engendrado por la parte A (de un grupo). 
Anillo de los polinomios de una variable, con coe- 
ficientes en el anillo (o el cuerpo) XK. 

Anillo de los polinomios con n variables con coeficien- 
tes en K. 

Grado del polinomio P. 

Subespacio engendrado por la parte A (de un espacio 
vectorial). 

Conjunto de las aplicaciones lineales de E en F (E, F: es- 
pacios vectoriales sobre el cuerpo K). 

Subvariedad afín engendrada por la parte A (de un espa- 
cio afín). 

Determinante del endomorfismo u (resp. de la matriz M). 
Matriz complementaria de la n-matriz cuadrada M. 
Traspuesta de la aplicación lineal f. 

Dual del espacio vectorial E (sobre un cuerpo conmutativo). 
Ortogonal, en E*, de la parte A del espacio vectorial E 
(resp. en E, de la parte A de E*), siendo conmutativo el 
cuerpo de base. 

Grupo lineal del espacio vectorial no nulo E. 

Grupo lineal del K-espacio vectorial K” (n e N*), o, cuando 
K es conmutativo, grupo de las matrices cuadradas inver- 
tibles de orden n sobre K. 

Espacio vectorial de las (n, p)-matrices sobre K. 
K-Álgebra de las n matrices cuadradas sobre el cuerpo 
conmutativo K. 

Traspuesta de la matriz M. 

Grupo ortogonal de la forma cuadrática O sobre un es- 
pacio vectorial de dimensión n. 


PT 
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SO(n, R) 


U(n, C) 


SU(n, C) 


A? 


£, 
<xy> 


(x1y) 
Ix 


(Mis Mtro No)! 
NANA 


LELONG 1-38 


n 
Grupo ortogonal de la forma cuadrática > xz sobre R”, 
i=1 
o grupo de matrices ortogonales reales de orden n. 
Subgrupo de O(n, R) formado de los endomorfismos or- 
togonales de determinante + 1. O: grupo de las n ma- 
trices ortogonales de determinante + 1. 
Grupo de los endomorfismos unitarios sobre C”, para 
n 
la forma hermítica > x; Y. 
i=1 
O: grupo de las matrices complejas unitarias de orden a. 
Subgrupo de U(n, C) formado de los endomorfismos uni- 
tarios de determinante + 1. 
O: grupo de las matrices complejas unitarias de orden n, 
de determinante + 1. 
Ortogonal de A (en un espacio vectorial respecto de una 
forma cuadrática o hermítica). 
Espacio euclídeo de dimensión n. 
Producto escalar de un elemento x del espacio vectorial E 
y de un elemento y de su dual £*. 
Producto escalar en un espacio prehilbertiano. 
Valor absoluto (en R); módulo (en C); norma euclíd a 


(en E),). 
Producto mixto de n vectores x, (en E, orientado). 
Producto vectorial de n — 1 vectores x, (en E, orientado). 


Matriz adjunta de la n-matriz cuadrada compleja M. 
Endomorfismo adjunto del endomorfismo y (en un es- 
pacio hermítico). 

Endomorfismo traspuesto del endomorfismo y (en un 
espacio euclídeo). 


Abeliano (grupo — 58). 

Absurdo (demostración por el — 5). 

Acotado superiormente (elemento — 33). 

Adjunta (matriz — 469). 

Adjunto (359). 

Adjunto (endomorfismo — 472-478). 

Afín (aplicación — 310, — recta — 312, espacio 
312, — grupo 311, — plano — 312, — va- 
riedad — engendrada 313, subvariedad 312). 

Alembert (teorema de — 168). 

Álgebra (estructura del — 135, — de polinomios 
138-170, -— de endomorfismos 262, — de ma- 
trices cuadradas 319). 

Algoritmo (de Euclides — 149). 

Alternada (forma multilineal — 349). 

Alternado (grupo — 80, polinomios — 179). 

Anillo (91, — conmutativo 92, — de Boole 99, 
— de los endomorfismos de un espacio vec- 
torial 299, — de los enteros módulo » 98, 
— de los polinomios 171, — euclídeo 538, 
— factorial 503, — integro 98, — princi- 
pal 112, — producto 101, — cociente 105, 
sub — 100, — unífero 91). 

Antisimetría (propiedad de — 30). 

Aplicación (15, — semilineal 457, — biyectiva 
17, — bilineal 343, — compuesta 16, — cre- 
ciente 32, — decreciente 32, — idéntica 16, 

inyectiva 16, involutiva 17, lineal 
128-280, — p-lineal simétrica 343, — racional 
523, — recíproca 17, — epiyectiva 17). 

Argumento (de un número complejo — 123). 

Asociados (elementos — en un anillo unífero ín- 
tegro y conmutativo — 109). 


Indice alfabético 


Asociativa (ley — 53). 

Autoadjunto (endomorfismo 472). 

Automorfismo (48, — de grupo 59, — internos 
60). 

Autopolar (sistema de puntos — con relación a 
una cuádrica 487). 


Base (— afín 314, — canónica 296, — de un 
espacio vectorial 287, — de un módulo 133, 
— dual 303, — ortogonal 426, — ortonor- 
mal 426, — teorema de la — incompleta 294), 

Base incompleta (teorema de la — 294). 

Bezout (teorema de — 146). 

Bidual (302). 

Bilineal (aplicación — 343, — forma — 415). 

Binomio (fórmula del — 93). 


Característica (á— de un anillo 107, — de un 
cuerpo 113, — determinante — 377, polino- 
mio —, subespacio — 384). 

Cardan (fórmulas de — 201). 

Cardinal (á— de un conjunto 42), 

Cauchy-Schwarz (desigualdad de — 435-442- 
461-464). 

Cayley (método de — 225, teorema de — Ha- 
milton 396). 

Centro (— de un anillo 135, — de un grupo 76). 

Cerrado (cuerpo algebraicamente, 168). 

Cíclico (— grupo 70). 

Ciclos (— ligado a una hipersuperficie 515, des- 
composición de una permutación en — 86). 

Clases (— por la derecha 72, — por la izquierda 
72, — de equivalencia 26, — de conjugación 
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85, — de p-transitividad 84, — ecuación de 
83, — módulo n, 98). 

Cociente (conjunto — 26, — en la división euclí- 
dea 143, — en la división según las potencias 
crecientes 257-261). 

Codimensión (296). 

Coeficientes (á—de una combinación lineal 130, 
— de una matriz 315). 

Colectivizante (— relación 10). 

Colincal (282). 

Columna (316). 

Combinación (39, — con repetición, 40). 

Combinación lineal (130). 

Compatible relación — 50, sistema — 324). 

Complementario (—de un conjunto 10, — de una 
matriz 359). 

Compuesta (— aplicaciones 16). 

Conjunción (4). 

Conjugado (— de un número complejo 120, 
—subgrupo 82). 

Conjunto (9, — de llegada 13, — de salida 13, 
— de definición 13, — enumeración 36, 
— ordenado 30). 

Conmutativa (ley, 55). 

Contradictoria (— teoría 3). 

Coordenadas (— relativas a una base 133, 
formas — 303). 

Correspondencia (13, — algebraica 511, — ho- 
mográfica 512). 

Cota (— inferior, — superior 33). 

Cota superior (33). 

Cramer (fórmulas de — 373, sistema de — 372). 

Creciente (— aplicación 27, — aplicación es- 
trictamente 32). 

Cuádrica (478). 

Cuantificador (— existencial 7, — universal 7). 

Cuaterniones (576). 

Cuerpos (113, — de los complejos 120, — de 
las fracciones 117, de los racionales 116, 

- de los reales 116, — sub 114). 
Curva (— algebraica 522, — unicursal 523). 


Decreciente (— aplicación 32). 
Degenerada (forma bilineal — 418, forma her- 


mitiana — 458, transformación homográ- 
fica — 512). 
Derivada (— de un polinomio 161, — de una 


fracción racional 273, — parcial 174). 
Desarrollo (á—=de un determinante 355, — en 
serie formal de una fracción racional 263). 


Índice alfabético 


Descomposición (— de un polinomio en factores 
irreducibles 155, — de una forma hermitiana 
460, — en cuadrados de una forma cuadrá- 
tica 427-428-429-432, — en elementos sim- 
ples de una fracción racional 253). 

Descomposición canónica (—de una aplicación 
28, — de una aplicación lineal 283, — de un 
homomorfismo 51, — de un homomorfismo 
de anillo 106, — de un homomorfismo de 
grupos 75). 

Desigualdad (— de Schwarz 435-442-461-464, 
— triangular 435-462). 

Desplazamiento (499). 

Determinante (— borde 370, — característico 
377, — de un endomorfismo 352, — de una 
matriz 353, — de una matriz circular 367, 
— de n vectores 349, — de Vandermonde 364, 

- menor 357, — principal 374). 

Diagonal (de un producto 23, — de una ma- 
triz 316). 

Diagonalizable (endomorfismo — 388, matriz 

388). 

Diagrama (28, — conmutativo 29). 

Diferencia (— de dos conjuntos 12), 

Dimensión (— de un espacio vectorial 293, 
espacio de —finito 290, teorema de la — 292). 

Dirección (— de una variedad afín 312), 

Discriminante (— de un polinomio 237, — de 
una forma bilineal 418). 

Distinguido (— subgrupo 74). 

Distributiva (— ley 89). 

Disyunción (3, 5). 

D 1 (— euclídea de polinomios 143, según 
las potencias crecientes 257). 

Divisor de cero (97). 

Dominio (— de integridad 97, — de operadores 
48). 

Dual (— de un espacio vectorial 301). 


Ecuación (—algebraica 197, — de las clases 84). 

Eisenstein (criterio de — 542), 

Elemento (—invertible 96, — irreducible 111, 
— maximal 35, —máximo 32, — neutro 54, 
— nilpotente 536, — unidad 92), 

Elementos (— asociados en un anillo 110). 

Elementos simples (— en la descomposición de 
una fracción racional 253, — de primera es- 
pecie 266, — de segunda especie 268). 

Eliminación (215). 

Endomorfismo (48, — adjunto 472, — autoad- 
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junto 472, — de un grupo 99, — diagonali- 
zable 388, — hermítico 472, — nilpotente 
408, — normal 474, — ortogonal 447 — si- 
métrico 477, — ortogonal 447, — simétrico 
477, — traspuesto 477, — unitario 466). 

Engendrado (grupo — 63, ideal — 104, subes- 
pacio vectorial — 288, submódulo — 131, 
variedad afín — 312). 

Equipotentes (— conjuntos 42). 

Equivalentes (formas cuadráticas — 427, matri- 
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Escalar (282, producto 434). 

Espacio (— afín 309, — cuclídeo 433, — pre- 
hilbertiano 460, — producto 284, — cociente 
282, — vectorial 281). 

Estable (parte — 49, subespacio 394). 

Estructura (47, — inducida 50, — cociente 50). 

Euclides (algoritmo de — 149). 

Euclideo (espacio — 433). 

Euler (ángulos de 339, — criterio de — 166, 
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Exponenciales (122). 
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— intersección y reunión de — 120, — libre 
132, — ligada 132, — de conjuntos 23, sub 20). 

Fermat (teorema «pequeño» de — 117). 

Ferrari (método de — 206). 

Fielmente (grupos que operan — 84). 

Fila (= de una matriz 316). 

Finito (conjunto — 37). 

Forma (—bilineal 415 — bilineal simétrica 418, 
— coordenada 303, — definida positiva 430, 
— hermítica 455, — hermítica definida, po- 
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cible de las — racionales 250, — racionales 
249). 
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109, — homográfica 512-534, — polinomio 
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un módulo 131). 
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— total 173). 
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cional de polinomios 160). 

Imagen (—de un homomorfismo de grupos 62, 
— de una aplicación 14, — de una aplicación 
lineal 282, — directa de una parte 18, — re- 
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Inducida (estructura — 50). 
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Intercambio (teorema del — 291) 
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